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Algebraische Untersuchungen aus der Theorie der elliptischen 





Functionen. 


Von Dr. Martin Krause in Breslau. 


Ausser den Modulargleichungen ergiebt dié Theorie der elliptischen 
Functionen noch mehrere andere Gleichungen, welche von dhnlicher 
Wichtigkeit fiir Algebra und Zahlentheorie sind. Zu ihnen gehéren 
die Gleichungen zwischen dem Producte des transformirten Moduls 
in dessen complementiiren und dem Producte des urspriinglichen in 
dessen complementiren. Joubert*) hat zuerst auf diese Gleichungen 
aufmerksam gemacht, indem er die beiden Haupteigenschaften derselben 
angiebt — die eine derselben riihrt von Hermite her — und die 
Formen fiir die einfachsten Transformationsgrade wirklich aufstellt. 
Spiter sind von Hermite**) und Joubert***) die zu den Trans- 
formationen dritten resp. fiinften Grades gehérenden Gleichungen zur 
Auflésung der Gleichungen vierten resp. fiinften Grades benutzt worden, 
endlich hat Kénigsberger im 72%" Bande des Crelle’schen Journals 
eine lingere Theorie derselben gegeben. 

In allen diesen Arbeiten ist die Discriminante der Gleichungen 
unberiicksichtigt geblieben. Die niihere Untersuchung derselben ergiebt 
gleich wichtige Resultate, wie die Untersuchung der Gleichungen selbst. 
Die vorliegende Arbeit hat den Zweck, einige derselben mitzutheilen 
und zwar solche, die hauptsichlieh fiir die Algebra von Bedeutung 
sind. Es soll niimlich gezeigt werden, dass diese Discriminanten eine 
weitere Classe von Gleichungen bilden, deren Wurzeln vermége be- 
stimmter, niher anzugebender Methoden simmtlich gefunden werden 
kénnen. 

Die Arbeit zerfallt' in zwei Theile. In dem ersten wird eine Me- 
thode angegeben werden, mit deren Hiilfe alle von einander verschiedenen 
Wurzeln der Discriminante zu bestimmen sind, in dem zweiten Theile 
soll die Entscheidung dariiber getroffen werden, wie vielfach eine jede 


*) Comptes rendus tome XLVII, pag. 341—345. 
**) Sur la théorie des équations modulaires. Paris 1859, pag. 9—24. 
***) Comptes rendus tome XLVIII, pag. 290—294, 


Mathematische Annalen, XII. 1 
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dieser Wurzeln ist. Der erste Theil schliesst sich in mehreren Punkten 
an friihere Arbeiten des Verfassers iiber entsprechende Eigenschaften 
der Modulargleichungen*) an. Insofern dieses geschieht, soll sich 
derselbe auf eine blosse Angabe der Resultate beschrinken. Der zweite 
Theil dagegen, dessen Grundlage die Lésung des allgemeinen Problems 
der Wurzelentwickelung bildet, unterscheidet sich wesentlich von dem 
entsprechenden bei den Modulargleichungen und soll daher etwas aus- 
fiihrlicher behandelt werden. 

In der Bezeichnungsweise folgen wir dem Vorgange von Kénigs- 
berger. 

Setzt man: 

U = x(t) = 9(t) ¥(*), 
wo g(t) und (rt) die bekannten Hermite’schen Modularfunctionen 
bedeuten, so besteht, falls n —a,a,---+a, eine unpaare Zahl ohne 
quadratischen Theiler ist, — eine Annahme, die in der Folge beibehalten 
werden soll — zwischen U—y(t) und den Gréssen V= (= )x os— Sb), 
i 


* alle Theiler von » bedeuten und &, 


3, 
alle Werthe von 0 bis 6,—1 annehmen lisst, eine algebraische Glei- 
chung, die in Bezug auf V vom (a,+1) (a,+1)--- (a,+1)'" Grade 
ist — die U-V Gleichung, wie sie im Folgenden bezeichnet werden 
modge. 

Die Form und der Grad der Discriminanten dieser Gleichungen 
ist leicht festzustellen. 

Wenn ¢g = e*** gesetzt wird, so ist: 

U = x(t) = V2 ge [(1+¢*) (1+ --- P[G—a) (1-4) --- f. 
Hieraus folgt durch Umkehrung: 
e* = Ub, +b, U%+b,U%+---], 


mithin allgemein: 


(258) = oat Boy 


Setzt man die entsprechenden Ausdriicke fiir siimmtliche Wurzeln in 
die Discriminante: 


die entstehen, wenn man 0 = 


*) Ueber die Discriminate der Modulargleichungen der elliptischen Functionen. 
Math. Annalen Band VIII und IX. In letazterem Aufsatze lies 
p. 556, Zeile 2 v. 0. &’—k,u, statt &’-+-k,u,’. 
p- 562, Zeile 7 v.u. P, 2Q, R statt P, Q, R. 


6 
p. 565, Zeile 1 v. 0. stets 5 statt c. 
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p= TT a) -a(25¢)] 


ein, so zeigt es sich unter Beriicksichtigung der Werthe von c,, dass 
dieselbe den Factor: 





UN — Ur8'(n)— Sn) +2.4(n) 


hat, wobei S(m) gleich der Summe der Divisoren der Zahl n, S'(n) 
gleich der Anzahl dieser Divisoren, ferner A(n) = Y#t, ist, und ¢ und 
t, alle Divisoren von n_bedeuten, fiir welche t¢, < m ist. 

Aus dem Umstande, dass die U-V Gleichung unveriindert bleibt, 

2isz 2isnz 

wenn man an Stelle von U: Ue * , an Stelle von V: Ve *  setzt, 
folgt ferner, dass die Discriminante, von dem Factor U” abgesehen, 
eine ganze Function von U® ist, endlich schliessen wir daraus, dass 
die U-V Gleichung unveriindert bleibt, wenn man an Stelle von 


n?—1 
a , an Stelle von V: (Apa ee setzt, dass der Grad der 
Discriminante gleich: 
2S(n) (S(n)—1) — N ist. — 
Nachdem die Form und der Grad der Discriminante bestimmt ist, 
gehen wir zu der Bestimmung der Wurzeln selbst iiber. 
Aehnlich wie bei den Modulargleichungen folgt als nothwendige und 


hinreichende Bedingung, damit zwei Wurzelit (=)2(225 8) und 
i 


2 — 16&, . ° 
( -) (“== — =) einander gleich werden, dass: 
n Uy - 


b a ur—16&, 
Ge h  ee 

é; i ut—16,_, 

1 %, 1 


werde, vorausgesetzt, dass a), b,, a,, b, lineare Transformationszahlen 
sind, welche tiberdies den Bedingungen geniigen: 


1) a=1, a,=90, b=0, 6b, =1 mod 2 und 
iz 
(3) P B (obo— abs) 1 
v1 


2) a=90, a, =1, b =1, b, =O mod 2 und 


oder: 


in 


(+) es (ay bo — a, b,) = a 
ay by 


Wie wir sehen, erhalten wir auf diese Weise eine quadratische 
Gleichung in t: 
Pe? +2Qr+ R=0, 


deren Determinante die Form: 
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A=a’— nr 
hat und deren eine Lisung mindestens das Argument einer Wurzel 
der Discriminante ist. 

Die Coefficienten P, Q, R haben die Form: 

P=a,du, 
2Q = u[a,d, — a, 16§,] — 0 [b,u, + a, 16&,], 
R = a, 167€,&, + b,u,16&, — a,d,16&, — b,d,a,. 

Hieran kniipfen wir eine wichtige Bemerkung. Die soeben niher 
definirten Werthe von t sind zu gleicher Zeit die Argumente der Mo- 
duln g(r)*, fiir welche complexe Multiplication stattfindet. Nach 
einer Bemerkung von Abel*) und Kronecker**) lassen letztere sich 


durch Wurzelzeichen ausdriicken. Hieraus folgt, dass auch die Lésungen 
der betrachteten Discriminanten durch Wurzelzeichen ausdriickbar sind. 


Untersucht man nun die obigen Ausdriicke von P, Q, R niher***), 
so ergiebt sich der: 
Lehrsatz. 


Die nothwendigen und hinreichenden Bedingungen, damit zu einer 
Liésung von: 
Pe +2Qr+R=—0 


eine Function x(t) gehire, die Wurzel der Discriminante 
D=0 
ist, sind: 
1) Die Determinante muss sich in eine der vier Formen: 
= 16(3n—890) (n—20), A= (7n—88) (9n—80), 
A= 8( n—4d)(n—89), = — 320 (n—80) 
bringen lassen und negativ sein, 
2) falls A = 16 (3n—80) (n—20) ist, muss 3 ungerade 
P=Q= R=0 mod 4 und P+ R=O mod 16 sein, 
falls A = (In—80) (9n—80) ist, muss 
P=1, Q@=0, R= 1 mod 2 sein, 
falls A = 8(n—40) (n—80) ist, muss 
P= Q= R=2 mod 4 sein, 
falls A = — 320 (n—89), muss 
P=Q= R= 0 mod 4 und P+ R =O mod 16 sein. 


*) Oeuvres complétes, tome I, pag. 272. 
**) Monatsberichte der Berliner Akademie aus dem Jahre 1857, pag. 455. 
***) Siehe die entsprechenden Betrachtungen: Mathem. Annalen Bd. VIII, 
pag. 542 — 554. 
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Schliessen wir den Fall A = (7n— 80) (9n—80) = — n? aus, so 
zeigt es sich, dass fiir die zugehérige Function y(t) im Ganzen m 
von einander verschiedene Wurzelpaare der U- V Gleichung denselben 
Werth annehmen, wenn m= 1 oder m = (a,+ 1)(a,+ 1)--- ist, 
je nachdem die Coefficienten P, Q, R mit m den gréssten gemeinsamen 
Theiler 1 oder a = a,a, -- + haben. 

Es soll diese Bedeutung von m fiir die Folge beibehalten werden. 
Der Kall A = — n? muss gesondert betrachtet werden. Fiir denselben 
wird a=Q. Nehmen wir zuniichst an, dass P, Q, R mit n keinen 
gemeinsamen Theiler haben, so wird 6 gleich wu gleich dem groéssten 
gemeinsamen Theiler von P, Q, », wihrend &; und & aus den Con- 
gruenzen zu bestimmen sind: 


168, > = — Q mod n, 
a 
166, > =— Q mod n. 
Wie wir sehen, ergiebt sich: 
ud, u, = 9), E, = &., 


d. h.: die beiden gleich werdenden Wurzeln fallen in eine zusammen, 
so dass dieser Fall einfach auszuschliessen ist. 

Mégen zweitens P, Q, R mit n den gréssten gemeinsamen Theiler | 
a, haben, wobei a, eine Primzahl ist und £ den Theiler a, nicht 
mehr enthalt. Alsdann sind mehrere Fille zu unterscheiden: 

1) d sowohl, wie w enthalten den Factor-a, nicht. 

Dann folgt, dass 0 = wu ist, ferner, dass nur Theiler von der 


Form 4s-+ 1 hat. In der That, setzen wir: 
P=a,P’", Q=a,Q', R=a,R’, 
, ‘hy’ 2 
Q?— PG =— (=), 


P 
& ee a n \2 
Osu 
P 
Hieraus folgt, dass fiir jeden Theiler p von ra oder am die Congruenz 
bestehen muss : " 
\2 
(8) =~ (ante 


Das aber ist nur méglich, wenn ein jedes p = 1 mod 4 * 


Die Werthe von &, und &, sind bis auf Vielfache von = Co 
eindeutig bestimmt, dass a, und 0, sich aus: 





P 
a, é? 


so ist: 


also: 
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nda,= (Q8+ P16é,), 
ndb, = —(Q6 + P16§,) 


als ganze Zahlen ergeben miissen, Da a, = Ld auch eine ganze Zahl 


ist, so ist die einzige noch zu erfiillende Bedingung, dass 0b, sich aus: 
a,b, — a,b, = 1 
als ganze Zahl ergiebt. Dieses liefert die Congruenz: 
ae) ue) = 


— 1 mod init 


no no a, 


Dieselbe ist symmetrisch in Bezug auf & und &. Hieraus folgt, dass 


ce a,—1 bm 
sie im Ganzen = nach dem Modul 0, incongruente Paare &,&, er- 


geben wird. Diesen werden ebenso viele Paare von gleich werdenden 
Wurzeln der U-V Gleichung entsprechen, falls nicht einmal §, = &, 
wird. Dieses findet entweder zweimal oder gar nicht statt, je nachdem 
die Congruenz: . 


2 _ 
x? = ek * 





ap 


auflésbar ist, oder nicht. Vermége der gemachten Bemerkung iiber die 


Factoren von 7, ist dieses aber damit identisch, ob die Congruenz: 
P 
az? = — 1 moda, 
auflésbar ist oder nicht. 
Es ergeben sich also in diesem Falle 


von einander verschiedene, einander gleich werdende Wurzelpaare der 
U-V Gleichung, wobei ¢ = 1 oder 0 ist, je nachdem 


)- 


2) 6 ist durch a, theilbar, u nicht. Dieser Fall fallt mit Fall 

3) zusammen, in welchem wu durch a, theilbar ist, 0 nicht. Beide 
liefern nur eim neues Wurzelpaar. 

Im Ganzen erbalten wir also: 


ist. 


von einander yerschiedene Wurzelpaare, die denselben Werth annehmen. 


Dasselbe Resultat wiirde sich ergeben, wenn = den Theiler a, enthilt. 
P 





a 
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In ahnlicher Weise lasst sich zeigen, dass zu einer Form: 


Pe +2Qr+Q=—0, 
deren Determinante gleich — n? ist und deren Coefficienten den auf- 
gestellten Bedingungen geniigen, eine Wurzel der Discriminante gehort, 
fiir welche: 
. m — ¢-2" 
2 
von einander verschiedene Wurzelpaare der U- V Gleichung einander 
gleich werden, wobei « = 1 oder 0 ist, je nachdem ein jedes der Le- 
gendre’schen Zeichen: 


() Gr) 


gleich 1 ist oder nicht und r die Zahl der von der Einheit verschiedenen 
Primfactoren von a@ = a,a,--++ bedeutet*). 


Mit Hiilfe dieser Siitze ist es méglich, simmtliche Gleichungen 
Pr? +2Qr+ R=0 

aufzustellen, deren Lésungen die Argumente der von einander verschie- 
denen achten Potenzen der Wurzeln der Discriminante ergeben — es 
kommt nur auf die achten Potenzen der Wurzeln an, da die Discrimi- 
nante, von U* abgesehen, eine ganze Function von U® ist**). 

Hierbei schicken wir eine Bemerkung woraus. Aus dem vorhin 
aufgestellten Lehrsatz folgt, dass bei drei Arten von Determinanten 
die Coefficienten den gemeinsamen Theiler 2 resp. 4 haben. 

Es soll im Folgenden davon abgesehen werden. 

Schliessen wir dann vorliufig die Determinanten: 


—A=ce0= 166,?, und —4A = 30? 


aus, wo 6 den gréssten gemeinsamen Theiler von P, 2Q, R bedeutet, 
so folgt der 
Lehrsatz: 

Ist A = (3n—898) (n—20) und 0 ungerade, so liefert eine jede 
Classe Formen der verlangten Art und zwar die uneigentlich primitiven 
je drei, alle iibrigen je eine. 

Ist A =(Tn—86) (9n —86) oder A = 2(n—46) (n—88), 50 
liefert eine jede Classe eine Form der verlangten Art. 

Dasselbe findet statt, wenn A = — 20 (n—80) und 0 wngerade ist. 


*) Fiir den speciellen Fall einer Primzahltransformation und die specielle Form: 
nt?-+n=0 ist dieser Satz von Joubert ohne Beweis mitgetheilt worden: Comptes 
rendus, tome XLVIII, pag. 292. 

**) Siehe die entsprechenden Betrachtungen: Math. Ann. Bd, 1X, p. 560 sq. 
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Ist dagegen 9 gerade, so sind nur diejenigen Classen beizubehalten, 
bei welchen scimmtliche Coeffictenten durch 2 theilbar sind und zwar liefern 
die Classen, bei welchen P = R= 0 mod 4 ist, je drei, alle tibrigen je 
eine Form. 

Dabei geniigt es, in denjenigen Classen, denen drei Formen ent- 
sprechen, eine einzige anzugeben, da die beiden andern aug derselben 
durch eine lineare Transformation des 3'* und 5'" Falles erhalten 
werden kénnen. 

Die Wahl der reprisentirenden Form soll spiter vorgenommen 
werden. 

Wir kommen zu den Ausnahmen. 

Dieselben beziehen sich auf die beiden Classen, die von den Formen: 

6 
abgeleitet sind. CF as Be A8} WUD hE, Go.*) 

Man erhalt die ersten, wenn » oder einer seiner Theiler von der 
Form: 

64a? + p 
ist. Alsdann hat man an Stelle von drei Formen nur zwei zu nehmen: 
46,0? + 46, =0, 
woraus t=1%; 4°(rt) = + folgt, 
86,t? + 86,7 + 46, = 0, 
woraus T = T4773 4° (rt) = — 2 folgt. 


Man erhalt ferner die zweiten, wenn » oder einer seiner Theiler 
von einer der beiden Formen: 


12a? + Br, 
4a? + 3p? 


ist. Alsdann hat man an Stelle von drei Formen nur eine zu wihlen, 
namlich: 


oder 


or? +or+o=—0, 
woraus tT = — + (1 —iy3); 4x°(c) —1 folgt. 

Wir kommen zu dem zweiten Theile der Aufgabe, durch welchen 
bestimmt werden soll, wie vielfach eine jede der Wurzeln ist. Die 
Bestimmung beruht auf der Lésung folgender Aufgabe: Sei U = U, 
eine beliebige Wurzel der Discriminante ausser U0, fiir welche 
mehrere Wurzeln der U-V Gleichung gleich V, werden, so sollen 
alle diejenigen Stellen angegeben werden, welche in der Nahe von U, V, 
Jiegen. Nehmen wir die Punkte U = 0 und U =oo hinzu, so kann 
die Aufgabe auch dahin pricisirt werden: es soll die Riemann’sche 
Flache der algebraischen Function V construirt werden. 
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Ist 


uo = 9(r)§ = 1 — w= 1— ve) 
der primire Modal, 


- § = 9 (25 SE)" =1—vy?=1— y (25 ey! 


ein transformirter, so besteht bekanntlich zwischen diesen Gréssen und 
dem zugehérigen Multiplicator die Relation: 


Hieraus folgt, da: U=uw; V=—vv ist: 


Da der Multiplicator nie fiir einen endlichen Werth von U oder. 
wu Null oder unendlich gross werden kann, so lehrt diese Formel, dass 


bei Ausschluss von U = 0 und U ~oo, (Sy) stets endlich ist, wenn 
sowohl u®, wie v* von >; verschieden sind, sie lehrt zweitens, dass (Sy 7) 


unendlich gross wird, wenn allein u? = + ist, doch so, dass: 


, dV 
8 __ %8 
lim [(w u a W |e \ 
eine endliche von Null verschiedene Grosse ist, Sie lehrt drittens, dass 


(Sy) gleich Null wird, wenn allein v§ = . ist, doch so, dass: 


lim [o's — v®) a |e 
eine endliche von Null verschiedene Griésse ist. Ist schliesslich sowohl 
u® = >, wie v? = — so lehrt diese Formel, dass jedenfalls: 
lim [pe a7] hi ania: 2 
u u® dV |jw=4, =} 
eine endliche von Null verschiedene Grosse ist. 


Mogen ferner fiir U = U, mehrere Wurzeln der U- V Gleichung 
V,, V2, Vs,--+ gleich V, werden, so beweisen wir, dass die Quotienten 


dV,\ (aVz 
(S) . ( dU ON oon 
f=1,2,3,... 


an der Stelle U, V, stets einen endlichen von Null und der Kinheit ver- 
schiedenen Werth haben, wenn @ von f verschieden ist. 
Wenn zwei Wurzeln: 


y, =(2 dx (425 bh at) und V, -(: \x (#> =) 
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einander gleich werden, so besteht zwischen den Argumenten eine lineare 
Relation des ersten oder des zweiten Falles. Nehmen wir zunichst 
an, es bestehe eine solche des ersten Falles, so werden zu gleicher Zeit 
fiir die entsprechenden v Gréssen die Relationen stattfinden: 

ve = 0° v,§ = v8. 
Hieraus folgt, wenn wir die entsprechenden Werthe der Multiplicatoren 
mit M, und M, bezeichnen: 


aU 


Oe Sa oe einem endlichen, von Null verschiedenen Werth. 


MZ” (a0\ 

* Gy) 
Nun ist bekanntlich, wenn auf den primaren Modul ¢ die Substitution 
t) 


angewandt wird: 





16€, 3, 
é—1 
— C ¢@ 
(-)? m=Z, 
wenn C das zu dem Modul t, K, das zu dem Modul os 6h ge- 


hérende geradlinige Normalintegral erster Gattung bedeutet. 
Ebenso folgt: 


wenn K, das zu dem Modul wr— 16h 


Also wird: 
dU 
mz _ Ke ae _ Gav) 
mw... ES at (<>) 
dV, 











Nun ist: 
un ist ihe 8b 
K, == 2x ( ; ae :? 
as. 2 
K, —220(0, “*=**&), 
also: 
aU we — 16&\4 ut — 168 \' 25 
ee ee a: HER 
GY) ~ 20 Eee nee 
2 i 3 ato : — u,* 
? “ut— 16 & 
e, ——_———— — 3, 
My 3 


Sollte dieser Ausdruck gleich der Einheit werden, so miisste: 


ut— 16 & ‘ 








by — & — 
rn wae ut — 16£,\' « » 
(0, ae —] = 80, 
STTy © : 3 


gehérende Integral bedeutet. 








nm 


HD res Aa™~ 
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werden. Nun ist, wenn a,, b,, a,, 6, Transformationszahlen des ersten 
Falles bedeuten, und a, = 2"8 gesetzt wird, allgemein: 


a(0, ae) 


lee 


Setzen wir an Stelle von rt: antes so miisste also in unserem Falle 
1 








(B—1+ (@oB-+H? 
1 see A 
=e€e 4 ={ + 2 


“+ =F [@a=b) 20,1)". 


werden: 


2 
u,? [a, wr — 106 _ b,| a= @,?. 


MN 


Das aber ist unméglich, da t, mit ihm ae die Form hat A + Bi, 


1 
wo B eine von Null verschiedene positive Grésse ist und a, von Null 


verschieden sein muss. 
Aehnlich gestaltet sich die Sache, wenn zwischen den Moduln eine 
lineare Transformation des zweiten Falles besteht. Alsdann wird: 





vF = v8; v=, 8, 
also: 
(iy) 0, wet) 6,2 
2 
hd BPR 3 pia = endl. von 0 verschied. 
2 Le eo 
(0. ay M. 9(0, dr - = 16k" a? e 
av, a, ae rosse. 


Sollte dieser Ausdruck gleich der Einheit werden, so miisste sein: 


ut — 16&, 

by — & ———— 

PR US) PX RS me 2 

o(0,- at) = — a(0, ) 6.2 
RE uy, 7 3 


Nun ist fiir Transformationszahlen des zweiten Falles allgemein: 


o(0, =) = (=*), CO) =i e@r—F) OO, vs, 


mithin miisste werden: 


2 
. ur — 16 
6,7 = u2{a,* se ‘| ,e. 2. eB 


MN 








Die Schliisse werden unstrenge, wenn v,° = v,'* = 0,8 = v8 = > 
wird, indessen zeigt eine leichte Ueberlegung, dass sie auch dann 
richtig bleiben. 


*) Siehe Journal de Mathématiques par Liouville, tome III, 1858, pag. 26 sq., 
oder Kénigsberger, Vorlesungen tiber die Theorie der elliptischen Functionen, 
Leipzig 1874, Vierundzwanzigste Vorlesung. 

















12 M. Krauss. 


Hieraus folgt das Resultat: Mégen fiir U = U, mehrere Wurzeln 
der U- V Gleichung gleich V, werden, so denke man sich dieselbe 
nach Potenzen von U—U, und V— V, entwickelt. Die niedrigste 
alleinstehende Potenz von V— V, sei die x'*, d. h. es mégen fir 
U = U, x Wurzeln der U-V Gleichung gleich V, werden, die nie- 
drigste alleinstehende Potenz von U—U, sei die x,"°, d. h, es mégen 
fir V—V, x, Wurzeln der V-U Gleichung gleich U, werden, ferner 
sei 4 der grésste gemeinsame Theiler von x und x, und zwar: 

Au=x, Av=*x,, 
so ergeben sich die gesuchten Wurzelentwickelungen in der Form: 
2Qsvizn ¥ 2s(v-+-lhiz v+1 
Viu+s— Vy= Cpe * (U— U,)* +d-pe + (U— Uy) * + ol 
r=(0,1---A4—1; s=—1, 2,--- 4p, 





“ 


*~o...2-1 Sammtlich von einander verschieden 


wobei die Grdssen (c, ,) 
sind. — 


Nun haben wir aber gesehen, dass an allen Stellen, an welchen 


sowohl U, wie V, von + verschieden sind, der Ausdruck: 

av 

dU 
einen endlichen von Null verschiedenen Werth hat. Daraus folgt, dass 
fiir alle diese Stellen p = v — 1 ist, d. h. in diesen Punkten U= U, 
hingen die entsprechenden Blatter der Riemann’schen Flache von 
V gar nicht zusammen. 


8/7 8/7 
Wir sahen ferner, dass, wenn U, = V : dagegen V, von / + ver- 

schieden war, der Ausdruck (Sy) unendlich gross wurde, doch so, dass 
lim [ (ue —u') sr] = endl. von Null verschied, Grosse ist. 

Nun ist allgemein: 


6P— oF aa 1 — 20? 





a oe 2p 
(e-2)'  (wa-w-3)" 1)" G)* C2) 
(= aut) 3 


ayy 





Daher wird: 


u,§ — 4 


P 
(o —+)’ =! 


lim 











n 


SS 
Uy 


on 


er- 


ass 
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dann und nur dann einen endlichen von Null verschiedenen Werth 


annehmen, wenn =? = 1 ist. Dasselbe findet also fir: 


uo — us 





© | 


lim | 


| (¢-73) og | 


2 


statt. 
Wenden wir dieses Resultat auf unsere:: Fall an, so zeigt sich, 


—s5 sz 
1 1 ‘ : 
dass wenn U, = V/ zy» dagegen Vy von V+ verschieden ist, t=3 


oder y=1, w—2 wird. 


ee 
In dem Punkte U, = | hiingen also die entsprechenden Blatter 
0 4 $ Pp 


der Riemann’schen Fliche zu je zwei zusammen, ausser etwa, es 


se ge 
entspriche einem derselben der Werth V, = rs. , 


an 
In abnlicher Weise zeigt sich, dass, wenn U, von ys verschieden, 


dagegen V, gleich 3. wird, y= 2, uw = 1 zu setzen ist, so dass in 
diesen Punkten die entsprechenden Blatter der Riemann’schen Fliche 
nicht an einander geheftet sind, und ebendasselbe Resultat ergiebt sich, 
wenn U, wie V, gleich ys wird, indem diesem Falle y= 1, w= 1 
entspricht. . 

Fiir den Punkt U = 0 sind die Cyklen schon gebildet, es bliebe 
nur der Punkt U = oo zu betrachten iibrig, doch kann derselbe ausser 
Acht gelassen werden, da durch Herstellung der Cyklen in allen andern 
Punkten die Anfgabe fiir den Unendlichkeitspunkt zu gleicher Zeit 
gelést ist. 

Wie wir sehen, ergiebt sich das merkwiirdige Resultat, dass die Rie- 
mann’sche Fliche der algebraischen Function V aus (a,-+1)(a,+1)>--- 
Blittern besteht — n= a,a,--- —, welche nur in den Punkten 


+ ee 
U=0, UV= ye: U =oo an einander geheftet sind und hier in 
einer fiir alle Transformationsgrade bestimmten Weise*). — 


Nachdem dieses festgestellt ist, gehen wir zu unserer eigentlichen 
Aufgabe zuriick und untersuchen zunichst, welches die nothwendigen 


oe 
Bedingungen dafiir sind, dass U oder V gleich as wird. 





*) Aehnlich ergiebt sich bei den Modulargleichungen: Die Riemann’sche 
Fliiche von v, ‘welches sich aus zu dem Transformationsgrade n gehérender Modu- 
largleichung als algebraische Function von wu ergiebt, besteht aus (ay-++1) (a,+-1) --- 


Blittern, welche nur in den Punkten w= 0, u = V1, “=o zusammenhiingen., 
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Zu U8 = i gehért t = i und alle diejenigen Gréssen, welche aus 


t =i durch eine lineare Substitution des ersten oder zweiten Falles 
abgeleitet sind, so dass dieser Werth von U nur aus Classen erhalten 
werden kann, deren Repriisentanten Formen: 


dr?+d=—0 
sind. 


Der Fall V* = + kann jedenfalls auch nur bei Formen eintreten, 
deren Determinante gleich — d* ist, da ja, wenn t einer Gleichung: 
Pe +2Q0r+ R=0 


. 7 it — : : 
geniigt, zwei zugehérige Werthe = = tS bs und “* “ 168 ciner Gleichung 
i 1 
; : is de — 168, 
mit derselben Determinante geniigen, z. B. ae 
i 





= Tt, der Gleichung: 


Pp te 7 10g? + 2Q168, + OR 
Payee +2( 7168, + @]e, + 2 —_, —0 

Die nothwendigen Bedingungen dafiir, dass hieraus sich z(t, )* = V* = i 

ergiebt, sind, dass: 


P, 
*d,—4P,, 


* 168, + Y= dQ,, 
4 167§,2 + 2Q16§, + dR=—dd,R, 


gesetzt werden kann. Mag nun d mit m den gréssten gemeinsamen 
Theiler @’ haben und = = d™ sein, so miissen zur Erfiillung der obigen 
Bedingungen P, Q, R nothwendig durch d® theilbar sein, Wir schliessen 
alle Classen, die Formen dieser Art enthalten, vorliufig von der Be- 
trachtung aus. 


Mégen unter Ausschluss dieser Classen sich unter den zu n gehi- 
renden Determinanten eine beliebige Anzahl von den Formen: 


—d?4,, —d~4,, —d%d,, --- 


ergeben, wo A, kein volles Quadrat mehr enthiilt, so werden zu diesen 
Determinanten eine Reihe von reprisentirenden Formen gehéren: 


g, Pe? + 29,Q0r+9,R=0, 
g,P0 + 29,Qt + gh 7m 0, 
9, Pr? + 29,Q0t + 9,R=0, 


VT eRe rae eS O'S VU UT's 4c ee 











vs 


en 
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Zuniichst ist klar, dass sich nicht aus zweien dieser Formen zu 
gleicher Zeit ergeben kann: ; 


2x58) — (2) 4), 
da sonst die Gleichung: 

or — 168, 

Oc — 165, oe 

a Wee oT) 


bo — M% 











auf eine der obigen Formen fiihren miisste, was nur bei den vorliufig 
ausgeschlossenen Determinanten mdglich wire. 


Nennen wir daher m,, m,, m, --~ die, zu den einzelnen Formen 
gehérenden Werthe von m, so giebt 


m, + m,+ m,+--- =m 
die Anzahl der fiir U, = y(t) einander gleich werdenden verschiedenen 
Wurzelpaare an. 
Es soll bewiesen werden, dass U, = y(t) eine 22 m-fache Wurzel 
der Discriminante ist. 
Der Beweis ist in einem Falle unmittelbar geliefert, wenn nimlich 
nie mehr als zwei Wurzeln einander gleich werden. Dann ergeben 


sich vermége der vorbin gefundenen Resultate Xm Entwickelungen 
der Form: 


Vos—1 — Vo) = C252 (U— Uy) + dos (U— U,)? + 
Vez — Vy? = ces-1(U—U,) + des (U—0,)? + 
Ss==1--- Im, 


wo die Gréssen V\” die verschiedenen Werthe der 2m gleichen Wur- 
zelpaare bezeichnen und ¢:,2 von ¢zs;~1 verschieden ist. Setzen wir 
diese Entwickelungen in die Discriminante ein, so ergiebt sich in der 
That das obige Resultat. 

Aber der Satz bleibt allgemein richtig. Mégen fiir U, = z(t) im 
Ganzen k Wurzeln V,, V,, --- Vi gleich V, werden, so entsprechen 


diesen & gleichen Wurzeln im Ganzen zb=1) gleiche Wurzelpaare. 


Es wird daher U, in 22m insofern fiir dasselbe & Wurzeln gleich 
V, werden, k(k—1)mal geziihlt. Dasselbe Resultat ergeben aber die 
Wurzelentwickelungen, die in diesem Falle lauten: 


Re Forts as Uo) + do or Uy + 


nV, = Cyr- (0— U,) + dh 1(U— Ut + 


Sehen wir davon ab, dass die aufgestellten Gleichungen stets denselben 
Werth von + ergeben, so kénnen wir den Satz auch so aussprechen: 





ee 
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Eine jede Function x (rt), die zu einer Gleichung der betrachteten Art: 
Pr? +2Qr+ R=0 
gehidrt, ist eine 2m-fache Wurzel der Discriminante. — 
Wir kommen zu den ausgeschlossenen Fiillen. Dieselben beziehen 
sich auf gewisse Classen der Determinanten von der Form — ad’. 
Fine solche Determinante_ tritt bei einem jeden Transformations- 
grad auf, da sich aus A=(7n— 80) (9n—80) stets A——n? ergiebt. 
Ist aber » oder einer seiner Theiler von der Form: 16a?+ £?, so 
ergeben sich iiberdies aus A = (7n—80) (9n—80) und A =—20(n—88) 
eine gleiche Anzahl ungerader und gerader Determinanten der genannten 
Art. Wir bezeichnen die ersteren mit — D,?, — D,?, --- die letzteren 
mit — d,?, — d,?,+--, so zwar, dass Dz und d, mit n denselben 
grossten gemeinsamen Theiler haben. Eine leichte Betrachtung zeigt, 
dass diese Zuordnung stets méglich ist. 
Wir betrachten die Classen, deren Repriisentanten die Formen sind: 
nevtn=O, 
D,?+ D,=09, d,t? +d, =0, 
D,7? + D, =0, d,t? + d,=0, 


Die zugehérigen Werthe von m bezeichnen wir mit m, M,, M,, --., 
m,, m,,---+. Es fragt sich zuniichst, ob und wann zwei dieser Glei- 
chungen dasselbe gleiche Wurzelpaar: 


(DiS!) — Ox) 


ergeben kénnen. Offenbar muss dann sowohl 


ot — 16, 
oe— 10 FE 
é — e—8 
i ao F, 5s ms X 
wie 

° ,ut — 168, 
uc—16f by — ao | weal 
My a,’ os — Se... a’ 

uy 


werden, wihrend zu gleicher Zeit §, und & der Congruenz geniigen: 
162? = — 1 mod n. 
Dann ist aber: 


ya *8) = GS 8") = %-V a 


da d = = 1; ferner: 
és— 166, 
a; WE 


der Gleichung geniigt: 








-f 


= >Re 








rlei- 


igen: 
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n?z,? + 2n16E,7, + 167§,2? 4+ 1—0 
und 167§,? + 1 durch n theilbar ist. 
Umgekehrt lisst sich zeigen, dass, wenn eine der aufgestellten 
Sy 
Formen ein gleiches Wurzelpaar liefert, welches gleich y+ ist, eine 
und nur eine der iibrigen Formen dasselbe gleiche Wurzelpaar ergiebt. 
Nennen wir daher 4 die Zahl der Wurzelpaare, welche den Werth 


ane 
i a : ‘ : 
y+ annehmen, so ist die Zahl der von einander verschiedenen gleichen 


_ Wurzelpaare vermége der friiheren Betrachtungen gleich: 


= 


+ M+ My +--+ m+mtpers a. 


wii 
Ist Vy von y= verschieden, so schreiten die Wurzelentwickelungen 


aie 
nach Potenzen von (U— u,)* fort, ist V, gleich ee so schreiten 


sie nach Potenzen von (U—U),) fort; daraus folgt vermittelst einer 
einfachen Ueberlegung, dass die zu den obigen Formen gehdrende 


Teak 
Function 4(t) = U, = vs eine 


east 





+ M,+ M,+---+m+m,+---, 


+ 


oder: 

— 2-2" 
ma +2 (m, + m, + +++) 
-fache ee der Discriminante ist. 

Sehen wir davon ab; dass diese Gleichungen denselben Werth von 
a(t) ergeben, so kénnen wir das Resultat auch so aussprechen: Beim 
Abzihlen der Wurzeln hat man die ungeraden von — n? verschiedenen 
Determinanten einfach fortzulassen. Die zu der Gleichung: 


nv? +n=0 
gehérende Function y(t) ist dann eine <= :2" -fache Wurzel der 
Discriminante, eine jede zu einer anderen Gleichung: 

de?+d=0 


gehérende Function y(t) dagegen eine 2m-fache Wurzel der Discrimi- 
nante. — 

In thnlicher Weise ist der allgemeinere Fall zu behandeln. Wir 
fassen die Resultate, die sich fiir denselben ergeben, mit den friiheren 
zusammen in folgenden 

Lehrsatz. 


Bei der Untersuchung, wievielfach eine jede Wurzel der Discrimi- 
minante ist, hat man diejenigen Classen der ungeraden von — n? ver- 


Mathematische Annalen. XII. 2 
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schiedenen Determinanten einfach fortzulassen, deren Repriisentanten die 
Formen: 

De+D=0 
sind. Alsdann ist: fe 


8 
1) die zu der Form: nt?+-n=0 gehirende Function (= 2 


eine Sof 

2) ist die zu einer Form: Pt?+-2Qr+ R=0 gehirende Function 
u(t) eine m—e-2"-fache Wurzel der Discriminante, wenn 
Q? — PR=— n? ist und die Form selbst sich nicht in der 
durch nt® + n=O reprisentirten Classe befindet. 

3) ist die zu einer jeden anderen Form: Pr? + 2Qr+ R=O 
gehirende Function y(t) eine 2m-fache Wurzel der Dis- 
criminante. 





-fache Wurzel der Discriminante. 


Die Bedeutung der Gréssen m, ¢, r ist friiher gegeben worden, 
ferner ist natiirlich vorausgesetzt, dass die Coefficienten der Formen 
den friiher aufgestellten Bedingungen simmtlich Geniige leisten. — 
Hiermit sind die am Anfange erwahnten Aufgaben vollkommen gelést 
und es wird sich nur noch darum handeln, die gefundenen Resultate 
an einigen Beispielen zu erlautern. 

Bezeichnen wir mit (P, Q, R), die Form 

(P, Q— P, P—2Q+ R)=(P, Q, R),, 
mit (P, Q, R), die Form 

(P—2Q+ R, Q— R, R) = (P, Q, R),, 
und nehmen an, dass (P, Q, R) selbst eine reducirte ist, so kann 
als Repriisentant einer jeden Classe stets eine der drei Formen (P, Q, R), 
(P, Q, R),, (P, @, Bz genommen werden, wie es in der Folge ge- 
schehen soll. 

Wir kénnen ferner vermége der gefundenen Resultate die Diseri- 
minante schreiben: 


D= U¥ (a, +a, U8 +---+ a, 0%), 


wobei: 

N = nS’ (n) — S(n) + 2A(n) 
und 

8v = S(n)(S(n) —1) — N 
ist. 


Andererseits aber haben wir Methoden angegeben, wie alle von 
einander verschiedenen Wurzeln der Discriminante gefunden werdén 
kénnen und Criterien erhalten, vermége deren festgestellt werden kann, 
wie vielfach eine jede Wurzel ist. Es muss sich hierbei in Bezug auf 
den Grad der Discriminante dasselbe Resultat wie vorher ergeben, was 
an den Beispielen der Transformationszahlen bis 30 nachgewiesen 
werden soll. — 
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Sei jetzt n=—3, v= 1. 
Ks ergiebt sich lediglich die Determinante A = — 9 und als ein- 
zige Form: (3, 0, 3) mithin wird die Discriminante 
D = U‘(1 — 408), 
n=5, v= 3. 
Es ergeben sich die Determinanten A = — 6 und A = — 25 mit den 


Formen: 
(1, 0, 6), (2, 0, 3)o5 (5, 0, 5), 


mithin wird die Discriminante 
D = U8(1 — 408) (1 + 23-1708 + 24824), 
n=uT, vom G. 

Es ergeben sich die Determinanten A = — 3, A= — 6, A=— 49 
mit den Formen: , 

(1, 0, 3), (2,1, 2), (1, 9, 6),, (2, 0, 3),, (7, 0, 7), 
mithin wird die Discriminante: 
D = U8 (1 — 40°) (1 — U*)? (1 — 16 US)? (1 + 2% - 17 US + 24U'*)?, 
In diesen drei Discriminanten ist von etwaigen numerischen Factoren 
abgesehen. 

Die Resultate fiir die andern Transformationszahlen sind in der 
folgenden Tabelle enthalten. In derselben ist gesetzt: 

y=¥, +, 

‘wobei v, den Theil von v bezeichnet, welcher von den ungeraden De- 
terminanten herriihrt, v, denjenigen, welcher von den geraden herriihrt. 

















ny Ungerade Determinanten | Gerade Determinanten ly 
a a | —A=6(s.n=5). |15 
| (1,0, 7) (2,1, 4)o. | —A=30 
| —A=57 (1, 0,30), (2,0, 15), (3,0, 10), | 
(1, 0,57) (3,0,19) (2, 1, 29), | (5, 0, 6),. 
(6, 3, 11). 
—A—121 
(11, 0, 11). | 
v,= 9. | v, = 6. 





*) Der Ausdruck fiir diese Discriminante ist schon von Joubert aufgestellt 
worden, Comptes rendus, tome XLVIII, pag. 293. 
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Ungerade Determinanten Pi 





—A=3 
(1,0,3) (2,1, 2). 
—~A= 105 


| (1, 0, 105) (3,0,35) (6,0,21) (7,0, 15) 


(2,1, 53), (6,3, 19), (11,4, 11) | 
(10, 5, 13). 





—A=169 

(13, 0, 13). | 
v, = 13. 
—A=11 

(1,0, 11) (2,1,6) @, +1, 4). 
—A=16l 


i(1, 0, 161) (7, 0, 23) (2,1, 81), 
| (3,-+1,54), (6, +41, 27), (9, +1, 18), 


(3, 0, 75) (5, 0, 45) (15, 0, 15) 


17 | 
| (1, 0,15) (8, 0,5) (21,8) (4, 1,4).| (1,0, 18) 


(5,+2,33) (11, 2,15) (10,++3, 17), 
(14, 7, 15),. 


— A= 2% 


(6, 3, 39), (10, 5, 25),. 





Gerade Detorminanten v 


ie od 00. ary 


(1, 0) 10), (2, 0, 5). 


(1, O, 22), (2, 0, 11). 


(1, 0, 14), 


(1, 0, 54), 


(6,0, 9). 


— A =30 (s. n—=11). | 
snk (By en 92 


— 58 
(2,0, 7). (3,1, 5). | 
— A= 14(s. vorher). 
—A=54 
(2, 0, 27), = 0, 18), 
(71,11) (7,+3,9). | 








v, == 36. Vv, = 22, 
—A=15 —A=18 | 36 


—A=33 


(1,0,33) (3,0,11) (2, 1,17)» (6,3, 7). 


— A = 22% 

(1, 0, 225) (3, 0, 75) (6, 0, 45) 

(9,0, 25) (2,1, 113), (6, 3, 39), 

(9, +3, 26), (13, +3, 18), (10, 5, 25), 
(17, 8, 17). 


— A = 289 
(17, 0, 17)- 
v, = 24. 


(1, 0, 70) 





1; (2,0, 9). (3, 0, 6),. 
—A=4 

2, 0, 2). | 
—A=1710 

(2, 0, 35), (6, 0, 14), | 
(7, 0, 10),. 
— A= 30(s. n=11). | 


| 


v, = 12. 








~~ 


- —_ 
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n | Ungerade Determinanten 
19| — A = 15 (siehen- 11), 
— A= 105 (s. n=—13). 
| —A=297 
(1, 0, 297) (3, 0, 99) (9, 0, 33) 
(11, 0, 27) (2,1, 149, (7, +2, 43) 
(6, 3,51), (9 118,34, (17, +8, 18), | 
(14, +-5, 23), (19, 8, 19) (18, 9, 21),. 
| —A—381 
| (19, 0, 19). 
| L v, = 33. 
| 21 | —~A=2% 
(1, 0, 27) (3,0, 9) (2, 1, 14) 
(4, +1, 7), (6, 3, 6). 
— A= 185 
|(1, 0, 185) (6, 0, 37) (2, 1, 93), | 
| (3,+-1,62), (6,+1,31), (7,+2,27) 
| (9, +2, 21) (10, 5, 21), (14, +5, 15), | 
| (13, +6, 17). | 
| —A=377 
|(1, 0, 377) (13, 0,29) (2, 1, 189), 
(3,-+1, 126), (6,+1,63), (7,-+ 1,54), 
4 (9, 1,42), (14, +1, 27), (18, +1, 21), | 
(21, 8, 21). 
—A=—441 
(3,0, 147) (7,0, 63) (21, 0, 21) 
| (6, 3, 75), (15, +3, 30), (14, 7, 35),. 
| 4 = | 
23 — cio = 15 (siehen- 17). | 
—A=19 
(1,0,19) (2,1,10) (4, +1, 5). 
—A=273 
(1, 0, 273) (3,0, 91) (7, 0, 39) 
(13, 0,21) (2,1, 137), (6,3, 47), 
| (17, 4, 17) (14, 7, 23). 

















| cess Determinanten | 
] —~A=2 * | 
(siehe » = 13). 
—A=12 
| (2, 0, 6) (4, 2, 4). | 
| —A=70 
| (siehe » = 17). 
—A=78 
1, 0, 78), (2, 0, 39), (3, 0, 26), 
(6, 0, 13). 
v, = 12. 
—A=—2%6 
(1, 0, 26), (2, 0,13), (3,1, 9) | 
6, +2, 6). | 
| —A=20 | 
(2,0, 10) (4,2, 6),. | 
—A=54 
(sighe » == 15). | 
| —A=110 | 
(1,0, 110), (2,0, 55), (6, 0, 22), 
|(10, 0, 11), 3, +1, 37)| 








(6, +2, 19), (7, +3, 17) | 
(9, +4, 14). 
~~ 

(1, 0, 38), (2,0, 19), (3,-+1, 13) 
6, +2, 2.. 

v, = 40. 
np ee 
(siehe n = 11). 
whit 
(2, 0, 14) (4, 2, 8). 
ia 


(siehe n = 13). 


| 110 


a 


ae 


22 Mz. Krauss. Algebraische Beziehungen von elliptischen Functionen. 








” Ungerade Determinenten Gerade Determinanten v 
23 area | — A= 126 66 
(1, 0, 465) (3,0, 155) (5, 0, 93) | (1, 0, 126) (2, 0, 63), (3, 0, 42), 
(10, 0, 31), (2, 1, 233), (7, +2, 67) | (6, 0, 21), (7, 0, 18), (9, 0,14), 

(6, 3, 79), (13, +4, 37) (10, 5, 49), | (5, +2, 26), (10, +2, 13), 
(14, +5, 35), (23, 8,23) (21,+9, 26), . | 9, +3, 15). 

— A= 529 —A= 102 


(23:, 0, 23). 


"1 = 40), 
29 Be. — mT lehe 0: =11). | 
—A=5l 
(1,0, 51) (3,0, 17) (, 1, 26 


(4, +1, 13), (5, +2, 11) (6, 3, 10). | 
— A = 265 | 

(1, 0, 265) (5, 0, 53) (2, 1, 133), 

(7, +1, 38), (14, +1, 19), (10, 5, 29),. 
— A = 585 

(1, 0, 585) (8, 0, 195) , 0, 117) | 

(9, 0, 65) (13, 0, 45) (15, 0, 39) | 





de | | 


22, +3, 27), (10, 5,61) (23, +6, 27) 


(18, 9, 37), (27, 12, 27) (26, 13, 29),. | 

= nie FIT 
(1, 0, 777) (8, 0, 259) (7, 0, 111)| 
(21, 0, 37) (2, 1,389), (11, +2, 71) | 
(6, 3, 131), (13, +4, 61) (14, 7, 59), | 
(29, 8,29) (22, +.9,39), (26,9, 33),. | 





—A=84l 
(29, 0, 29). | 
v, = 69. | 


it 0, 102), (2,0, 51), (3, 0, 34), 


(1, 0, 42), (2, 0, 21); (3, 0, 14), 


(6, 0, 17). 


—A=42 105 


(6, 0, To. 





—A=52 
(2, 0, 26) (4, 2, 14. | 
— A= 30 | 
(siehe n = 11). | 
—-A=%78 
(siehe » = 19). | 
— A= 198 


(2, 1, 293), (19, +-2, 31) (6, 3, 99). | (1,0, 198), (2, 0, 99), (3, 0, 66), | 
(9, +3, 66), (11,-+3,54), (18, +3,33), | (6, 0, 33), (9,0, 22), (11,0, 18), | 
(9, +3, 23) (13, +6, 18),.| 


— A= 190 


| (1,0, 190), (2,0, 95), (5, 0,38), | 


(10, 0, 19),. 


—A=54 
(siehe » = 15). 


v, = 36. 
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Ueber endliche Gruppen linearer Transformationen einer 
Veranderlichen. 


Von P. Gorpan in Erlangen. 


Im neunten Bande dieser Annalen (p. 183 —188) hat sich Herr 
Klein mit dem Probleme beschiftigt: 
Alle endlichen Gruppen zu construiren, die sich aus linearen 
Transformationen einer Verénderlichen bilden lassen, 
und dasselbe zu einem einfachen Schlussresultate gefiihrt. Aber die 
geometrischen Betrachtungen, deren er sich zu diesem Zwecke bedient, 
sind sehr abstract und jedenfalls mit der Fragestellung nicht noth- 
wendig verkniipft; ich werde daher im Folgenden zeigen, wie man 
diese Aufgabe algebraisch behandeln kann. 


$1. 
Fundamentalformeln. 


Bekanntlich zerfallen die linearen Substitutionen: 


f=22th  (@s—fy 20), 


yn+e? 
sofern man von der sogenannten identischen Substitution: 
e=—9 


absieht, in zwei Arten, je nachdem die beiden Werthe, welche durch 
die Substitution sich nicht aindern, gleich sind oder nicht. 

Im ersteren Falle kann man statt 7’, 4 solche lineare Functionen 
",, 1, von 9 bez. 7 einfiihren, dass die Substitution die kanonische 
Form annimmt: 


(1) ny =m +7; 
im zweiten Falle hat man als kanonische Form: 
(2) n = ON: 


Die einzelne lineare Substitution ist in dieser kanonischen Form am 
einfachsten zu behandeln. Wird aber die Aufgabe gestellt, verschie- 
dene lineare Substitutionen zu combiniren, so erscheint es nicht zweck- 
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miissig, von vornherein kanonische Verinderliche einzufiihren; ich be- 
diene mich dann folgender Formeln: 


Sei 9 = <t = = , so kann die Substitution, die ich S nennen 
2 2 
will, dargestellt werden durch das Verschwinden einer bilinearen Form: 


r2S,= 0. 
Eine solche Form hat zwei Invarianten (rs) und (r7’)(ss’), deren 
zweite mit der Determinante der Substitution gleichbedeutend. ist. Ich 
will die Coefficienten der bilinearen Form in der Weise absolut be- 
stimmen, dass 
i$ (rr’) (ss’) = 1. 
Dann setze man: : 
> (rs) = -~ cos p 
und die quadratische Covariante 
Y2S, = Sin M- az’. 
Dann ist 
(ab)? == — 2, 
und es wird: 
(3) 1, Sy= 7% SIN M + aa, + (yz) - cos M. 
Diese Gestalt der bilmearen Form nenne ich die Normalform der 
linearen Substitution S, a,” heisse die zugehirige quadratische Form, 


g das Argument. Setzt man a,* =O, so erhilt man diejenigen Werthe 


von =, welche bei der linearen Substitution ungeiindert bleiben. Da 


fiir die Substitutionen erster Art diese beiden Werthe zusammenfallen, 
so ist das Resultat (ab)? ——2 fiir sie nur dadurch méglich, dass die 
Coefficienten von a,” unendlich gross werden. Dann ist nothwendig 
sing = 0, und also p=O oder x. Auch fiir die identische Sub- 
stitution ist g =O oder 2; aber a,? verschwindet fiir sie identisch; 
ihre Normalform lautet: 
+ (yz). 

Man, hat also diesen Satz: 

Wenn bei der Substitution S, die keine identische sein soll, 
das Argument p verschwindet oder x ist, dann und nur dann 
ist die Substitution von der ersten Art. — 

Die Normalform einer Substitution ist nicht eindeutig bestimmt; 
statt a,” und m darf man auch setzen —a,? und —q, oder statt 
g@-+2. Wenn wir also von der quadratischen Form einer Substitution 
sprechen, sehen wir stets vom Vorzeichen ab. — 


Sollen zwei in der Normalform gegebene Substitutionen 


= 1, 8,= isin p+ apa,+ (yx)- cos p, 
T = 0,6,= 1 sin ~- aya, + (zy) + cos 












na 
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nach einander angewandt werden, so entsteht: 


ST =r, (se) 6, =i sin 0 - p,p, + (2x) - cos 9, 

































wo: 


(4) cos © = cos cos ~ + > (aa)? sing siny, 
sin 9 - p,? = sin pcos -a,*-+ cospsin y-a,?+ isingsiny(aa)dazaz. 

Ist also insbesondere S = T und schreibt man wieder y_statt z, so 
kommt: 

S*?=isin 29 - az,a,+ (yz) - cos2, 
und iiberhaupt: 

S” =i sin vg - a,a, + (yx) - cos vp. 
Nennt man dementsprechend : 

—isin p : a,a,+ (yx) - cos p = S-! 
und bildet das Argument H der Substitution S-17', wo T die obige 
Bedeutung hat, so giebt die Vergleichung mit der ersten der beiden 
Gleichungen (4) folgende wichtige Formel: 


(5) cos © + cos H = cos (p+y) + cos (p—y). 


§ 2. j 
Endliche Gruppen von Substitutionen. | 


Eine Substitution S kann die Eigenschaft haben, nach einer end- 
lichen Zahl von Wiederholungen die identische Substitution zu ergeben. 
Es tritt das nach der soeben fiir S” gegebenen Formel dann und nur 
dann ein, wenn @ ein (reelles) rationales Multiplum von z ist. Ich 
nenne dann die Substitution iterirend und die kleinste Zahl », fiir welche 

S* = + (yz), 
die Periode von S. 

Bei Substitutionen der ersten Art war m = 0; man hat also den 
folgenden Satz, der sich auch unmittelbar aus der kanonischen Form (1) 
ergiebt: Substitutionen der ersten Art sind nie iterirend. 

Bei einer iterirenden Substitution ist daher stets die kanonische 

- Form (2) am Platze. Dieselbe nimmt fiir sie (sofern wir die unteren 
Indices bei 7’, » unterdriicken) die Gestalt an: 
y= én, 
wo é eine primitive n'° Einheitswurzel bezeichnet. ‘ 
Die Werthe, welche aus einem Anfangswerthe 7 durch Wieder- 
holung der Substitution entstehen, sind diese n: 
N, EN, EN, +++: etn; 
sie sind, so lange y nicht 0 oder oo, alle von einander verschieden. 
Die allgemeine Aufgabe nun, mit der wir uns im Folgenden be- 
schiaftigen wollen, ist diese: Substitutionen S, T, -- + in endlicher Zahl 
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derart zusammenzustellen, dass sie eine Gruppe bilden, d. h. dass jede 
Substitution, die sich aus den S, 7’, --- durch Combination oder Wie- 
derholung bilden lisst, selbst zu den S, 7, --- gehdrt. Vor allen 
Dingen miissen dann saimmtliche Substitutionen S, 7’, --- iterirend 
sein; denn die Gruppe soll ja nur eine endliche Zahl von Substitutionen 
umfassen. 

Ich zeige nun zuniichst: Wenn die quadratischen Formen zweier 
Substitutionen S, T — ohne identisch zu sein — einen linearen Factor 
gemein haben, so lisst sich aus S, T eine Substitution der ersten Art 
zusammensetzen, die also nicht iterirend ist. 

Zu dem Zwecke seien a,” = b,? und «,? = 6,” die quadratischen 
Formen von S und 7. Die Resultante von a,? und @,? verschwindet; 
mithin ist 

((aa)?)? = (ab)? (a B)? = 4 und (aa)? = + 2. 


Wir wollen das Vorzeichen von a,’, a,” so bestimmen, dass 


(aa)? = — 2 ist. Es seien nun = und = die Argumente von S und 
T; nach Formel (4) ist dann 5 — <= das Argument von S* 7+ = U. 


Jetzt bestimme man 4, w in der Weise, dass 4n —um =o der grésste 
gemeinsame Factor von m und » ist. Es wird dann das Argument 
w von U éin Theiler des Argumentes g von S, etwa mg = vy. Daher 
hat die Substitution S-'U” das Argument Null. Sie ist aber nicht 
identisch. Denn sonst wire S— U’; S hitte dieselbe quadratische 
Form wie U, also auch wie S-+U = 7“, also auch wie 7, was der 
Voraussetzung widerspricht. Mithin ist S—! U” eine Substitution erster 
Art, w. z. b. 

Zwei Substitutionen daher, welche zu einer endlichen Gruppe ge- 
hiren, haben entweder dieselbe quadratische Form (von nicht verschwin- 
dender Determinante), oder ihre quadratischen Formen sind durchaus 
verschieden, 


Im ersteren Falle sei 
S = isin p- a,a, + (yx) - cos my, 
T = isin ~ + dzdy + (yx) - cos y. 


Bedeutet dann x den gréssten Winkel, der gleichzeitig in m und » 
als Theil enthalten ist, so dass 


p=A-x, yomu-yZ, 


wo 4, w ganze Zahlen ohne gemeinsamen Theiler, so kann man S 
und 7 und jede Combination derselben als Potenzen darstellen der 
Substitution 


U =i sin y+ azay + (yx) - cos x; 








rh 


—. oe ae 
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umgekehrt lassen sich alle Potenzen von U darstellen durch Combi- 
nationen von S und 7. Daher der Satz: 

Alle Substitutionen einer endlichen Gruppe, welche dieselbe 
quadratische Form besiteen, lassen sich ersetzen durch die Po- 
tenzen einer einzigen Substitution. 

Ist n die Periode der letzteren, so heisse » zugleich die in der 
Gruppe der quadratischen Form zugehirige Periode. 


§ 3. 
Aufzihlung der einfachsten Gruppen. 


Man kann die gesuchten Gruppen jedenfalls in folgende zwei 
Classen theilen: 

1) in solche, deren Substitutionen alle dieselbe quadratische 
Form besitzen, 

2) in solche, bei denen verschiedene quadratische Formen auf- 
treten. 

Die Gruppen der ersten Art lassen sich, dem letzten Satze zufolge, 
erzeugen durch Wiederholungen einer einzigen Substitution. Hat diese 
die Periode » und bedeutet ¢ eine primitive m* Wurzel der Kinheit, 
so ist also die Gruppe in kanonischer Form dargestellt durch folgendes 
Schema: 


(I) Ny, €N, &y, +++ erly" 

in dem Sinne, dass das Schema diejenigen » Werthe angiebt, welche 
aus einem beliebig angenommenen Werthe der Verinderlichen a 
durch die Substitutionen der Gruppe hervorgehen, sofern man statt 


. . . . x: se * . 
a eine geeignete lineare Function von — als Grésse y einfiihrt. Es 
2 2 


bezeichnen 4 =O und »=oco die beiden Wurzeln der allen Sub- 
stitutionen der Gruppe gemeinsamen quadratischen Form. 


Die Gruppen der zweiten Art lassen sich folgendermassen weiter 
eintheilen. Zu jeder quadratischen Form, welche bei einer Substitution 
der Gruppe auftritt, gehért nach dem Obigen eine Periode. Ich be- 
trachte nun insonderheit diejenigen quadratischen Formen, welche die 
grosste itiberhaupt auftretende Periode besitzen. 

Moglicherweise ist nur eine quadratische Form vorhanden, der die 
betr. grésste Periode zukommt. Alle derartige Gruppen bestimmt man 
durch folgende Ueberlegung. 

Die Substitutionen, welche zu der betreffenden ausgezeichneten 
quadratischen Form gehdéren, lassen sich darstellen als Wiederholungen 


einer einzigen: 
S, S*, S,---- S&S. 
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Sei 7 eine Substitution der Gruppe, welche nicht in dieser Reihe 
enthalten ist. Aus ihr und S lisst sich die Substitution zusammen- 
setzen: 

T= 8T, 
von der man sofort zeigt, dass sie dasselbe Argument besitzt, wie S. 
Sie muss daher auch dieselbe quadratische Form haben, wie S. Mithin 
fiihrt 7 die quadratische Form von S (bis auf das Vorzeichen) in sich 
iiber. Ist nun diese quadratische Form a,? und 
T =i sin p - «,a, + (yx) - cos x, 
so entsteht aus a,”: 
(i sin p - a, (aa) + cos p - az) (¢ sin » - B, (Ba) + cos y- az), 
offer : 
— sin? p a, B, (aa) (Ba) + cos? p- a,? + isin 2 yp - a,a,(aa) 
= — sin? p (a,?(Ba)? — cA a,,"(« B)*) + cos? p- a,* + isin 2p - a,a,(aa) 
= cos 2yp- a,” — sin*?p- (aa)*- a,? + isin 2y- a,a,(aa). 
Daher folgt: 
v=, (aa) =0. 
Die Substitutionen S 7” und 7'*~’S sind dann identisch , und die Gruppe 
umfasst, neben den schon aufgefiihrten Potenzen von S, nur noch 
diese Substitutionen: 
TS, TS?, TS’, ---- TS*. 

Um die Gruppe in kanonischer Form darzustellen, wihle man 

eine lineare Function 4 von = so, dass die Wurzelpunkte der zu S 


gehérigen quadratischen Form durch 7 = 0, 4 =o dargestellt sind, 
wahrend die zu 7 gehérige quadratische Form gegeben sei durch: 
n?+1=0. Dann erscheinen die 2 Werthe, welche aus einem durch 
die Substitutionen der Gruppe entstehen, in folgender Gestalt: 





%, @, s9,---- &—'y, 
(II.) 1 a e? 3"! 
he n? n? 7 


Hier ist ¢ eine primitive n'* Einheitswurzel und » der Voraus- 
setzung nach > 2. Nehmen wir » = 2, so haben wir eine Gruppe, 
die nur Substitutionen von der Periode 2 umfasst, und die sich im 
Laufe unserer Aufzaihlung erst spiter einstellt (§ 10.). 

Es bleiben jetzt nur noch solche endliche Gruppen linearer Sub- 
stitutionen aufzusuchen, bei denen verschiedene quadratische Formen 
auftreten, denen der grésste unter den vorhandenen Periodenwerthen 
zukommt. Ich werde den letzteren zugleich den Periodenwerth der 
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Gruppe nennen. Vor allen Dingen entsteht die Frage, welche Zahlen 
als Periodenwerthe derartiger Gruppen auftreten kénnen. Mit dieser 
Untersuchung werde ich mich in den nichstfolgenden Paragraphen 
beschiftigen. 


§ 4, 
Formulirung des Problems. 


Unter den quadratischen Formen der noch gesuchten Gruppen 
finden sich, der Voraussetzung nach, jedenfalls zwei, welche die grésste 
Periode besitzen. Diejenigen beiden zu ihnen gehérigen Substitutionen, 
welche die kleinste Amplitude  besitzen, will ich S und 7’ nennen. 
Fiir die Amplituden © und H der Substitutionen S7 und S-'T liefert 
dann Formel (5) folgende Gleichung: 


cos © + cos H = cos2gm+1. 


Hier miissen, damit die Gruppe endlich wird, 0, H in rationalem Ver- 
haltnisse zu a stehen. Es diirfen ferner cos 0, cos H nicht 1 sein, 
weil die entsprechenden Substitutionen ST resp. S~'7', die keine iden- 
tische sein kénnen, dann der ersten Art angehdren, also nicht iteriren 
wiirden. Endlich kann 9, H nicht kleiner als m sein. Doch lassen 
wir vorab diese Nebenbedingungen bei Seite, schreiben 
29=9,, *-O—H9,, t—H—=gQ,, 
so haben wir die Hauptaufgabe vor uns: die Gleichwng 
1 + cos y, + cos m, + cos g, = 0 

durch rationale Winkel zu lésen. Es wird sich zeigen, dass die Zahl 
dieser Lésungen sehr beschrinkt ist. 

Ich gebrauche bei dieser Untersuchung einen Satz, den Kronecker 
im 19'* Bande von Liouville’s Journal (1854) bewiesen hat: 

Ist p eine Primzahl und « eine ganze Zahl, so kann der Ausdruck: 


Xpa = 1+ ar? 4 geet 4... + ale—De*? 


nicht in Factoren niederen Grades zerlegt werden, deren Coefficienten 
rationale ganzzahlige Functionen sind von Einheitswurzeln, die sich 
auf nicht durch p theilbare Exponenten beziehen. 
Hieraus kann man schliessen: 
Sind in der Function: 
f(@) = Lea 
die Coefficienten ¢ rationale und ganzzahlige Functionen von Einheits- 
wurzeln, deren Exponenten nicht durch p theilbar sind, und ist: 
2in 
f (c “f ) =0, 
so ist {(x) durch Xp,« theilbar. 
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Unter den Exponenten i. der Reihe f(z) kénnen Zahlen vorkom- 
men, welche nicht nach dem Modul p*—'! congruent sind. Man wird 
dann f der Art in eine Anzahl von Summen zerlegen: 


f= +itht--+:s 


dass in jedem einzelnen f; alle diejenigen Glieder ¢;2' und nur die- 
jenigen vorkommen, bei denen 7, durch p*—' dividirt, den nimlichen 
Rest 7, liefert, und sieht leicht ein, dass dann jede Summe jf; fiir sich 
den Ausdruck X,,. zum Factor hat. 


§ 5. 
Einfachste Liésungen. 
Sei in der Gleichung 
1 + cos y, + cos g, + cos gp, = 0, 
2a; 
ee 
wo die a;, m; ganze Zahlen ohne gemeinsamen Factor vorstellen. Da 
cos (22-+- m) = cos, so kann man jedenfalls wihlen = < ; - Dies 
vorausgesetzt, soll also sein: 
2a, 2 dg 2a oF 
1 + cos = * + cos = + cos a x=). 

Betrachten wir zunichst den Fall, in welchem eins der m, etwa m,, 

= 2 ist. Dann ist m, = 2, cos my, = — 1, also: 
cos g, + cos g, = 0. 

In diesem einfachsten Falle erhalten wir also die Auflisung: 
(A) Pi=%, Po=—%., P= X— M2, 
wo 9, ein beliebiger, zu x in rationalem Verhiiltniss stehender, Winkel 
< = ist. 

Fiir die tibrigen Auflésungen sind alle m; > 2; wir wollen zu- 
nachst diejenigen unter ihnen aufsuchen, bei denen cos g,, Cos 9, 


cos p, rationale Werthe besitzen. Die einzigen rationalen Werthe 
solcher Cosinus sind bekanntlich: 


1 


. 1, 9? 0, a 1; 
ihnen entsprechen die Winkel: , 
7% 7% 22 
0, 3’ 3° 3 *: 
4 


Von diesen Werthen sind hier z, 0, auszuschliessen; 2, weil das 


betr. m; = 2, und 0 und >> weil die Formeln 
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1+ 1-+ cos g, + cos g, = 0, 
1 
1+ 5+ cos p, + cos p, = 0 
nur erfillt werden kénnen, wenn man statt g,, g, andere Werthe 
setzt als 
2 
0, = ? >) > : 
Es bleiben fiir die p; also nur die Werthe = und = iibrig. In der 
That findet man fiir ; 
2 2 
(B) M= >, Mee, MHZ 
1 + cos = + cos +" + cos =x =(, 


und dies ist die einzige hier aufzufiihrende Liésung. 


§ 6. 
Hiilfssatz, betr. irrationale Lisungen. 


Fiir etwaige irrationale Werthe der cos g;, die unserer Gleichung 
geniigen, muss mindestens eine der Zahlen m,, m,, m, von 1, 2, 3, 
4, 6 verschieden sein. 

Ich nehme zunichst an, dass mindestens ein m; durch das Quadrat 
einer Primzahl theilbar sei. Man setze: ‘ 





v v 
m==—Pr,-p'*, a, = 0%, + Pp *, 


und wiihle die m in solcher Reihenfolge, dass 


V¥, >, > 5. 
Es wird dann: 
i 


&t=38 
a 8 
1 >) cos 2 a ( a 7) =0 
T p* + " : 
oder: 


r 


7 TY 
ae wee" +e "k -e ph 


&=8 216, % ia in (110-—*") 
O=—2+ 


‘=i 


Also ist der Ausdruck: 


pee 2i8,2 —2ip a 
" i. m (w—%) <? me ( i - (1 —*, ) 
U=2+4+), \e * +a? ae 5 ae, GO 


&=1 





Il 


durch 
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uy ek %—1 
Xp,r,= 1-4 2°" Sl ere 


theilbar. Man unterscheide jetzt drei Fille: 
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a) % > %, 
b) 4 => 5, 
C) y= VY, = Vs. 
a) Im ersten Falle sind die Exponenten «, und p”—«, den iibrigen 


nach dem Modul p incongruent, da die letzteren den Factor p besitzen. 
Es muss also schon die Theilsumme 


2if,2 —2ifp,nz 
e a ie" a + e rn e gi? a) 


2iv,a 
durch X,,,, theilbar sein, also fiir =e ” verschwinden. Es ist 
dann: 


cos 22 (2 4 = v,) = cos 9, = 0, 
also: 
A= >> p=2, m=—4, v4,=2, »,<2, 4 <2, 
und m, und m, nicht durch 4 theilbar. 
b) Im zweiten Falle v, = v, > v, sind die Exponenten 
=a, p'— a, p'—a, 
den iibrigen nach dem Modul p incongruent, da die letzteren durch p 
theilbar sind. Hieraus folgt, dass die Summe 


2if,a —2inp; 
2+e”. in +e”. al?” ap") 
2in 
durch X,,,, theilbar ist, also fiir 2» verschwindet. Es ist also 
0 = 2+ 2 cos Qq,, 


was unserer Voraussetzung m, > 2 widerstreitet. 





c) Im dritten Falle v, = v, = v, ist keiner det Exponenten 


aj, pi— % 
durch p theilbar, also der Zahl Null nach p congruent. Es miisste 
also die Zahl 2 durch X,,,, theilbar sein, was unmdglich ist. 

Wir haben also den Satz: 

Der einzige Fall, dass einer der Nenner m; durch das Quadrat 
einer Primzahl p theilbar ist, ist der, wo p=2, eine der m= 4 und 
die beiden anderen nicht durch 4 theilbar sind. 

Hieraus folgt, dass fiir alle Auflésungen unserer Gleichung, von 
den Systemen (A), (B) abgesehen, mindestens eine der Zahlen m; 


durch eine Primzahl p > 3 theilbar sein muss und dass keine der m; 
durch p? theilbar sein darf. 













Ki 


od 
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§ 7. 
Bestimmung der irrationalen Liésungen. 


Ich unterscheide wieder drei Fille: 
1) Alle drei Zahlen m; sind durch p theilbar. 
2) Zwei der Zahlen m;, etwa m, und m,, sind durch p theilbar, 
m, aber nicht. 
3) Eine der Zahlen m;, etwa m,, ist durch p theilbar, m, und 
m, aber nicht. 


1) Im ersten Falle setze ich: 


Me=1eP, Ap yr, + Pep. 


1 + cos 2 ( a+ fr) 0, 
A 


2in 2ina — 2inp ; 
k=3 B. . eb2 k (2in— 2ina, 


24 3'(¢ aoe ere "k .e@ ee le 


Es wird dann: 


oder: 


mithin der Ausdruck: 








2inp — 2inp 
k=3 ae : _—* 
U=2+ S + . ste Fe. gh") 
&=1i 
durch 
Xp=lpetape..-far 


theilbar. Der Coefficient von 2° in U ist 2, mithin ist U=—2 X,, 
und, wenn man « = 1 setzt: 
k=3 


2+ 2 cos — 


=1 


ws : 





= 2p. 


Dies ist aber unméglich, da p> 5. 

2) Im zweiten Falle setze ich: 

M, =P, M, =p, a= 47, + Bp, a,—= %,7, + Bop. 
Es wird dann: 


k=2 
2a, B 
1+ cos 26 +S) cos 2a (4+) =, 


oder 
k 


&=2 ies L hires F ) 
24 2cos 7%3™ 4 (, "7: -e? te %k -e - Pie: 


Ms 
=1 





2ing, ine —2inp, ( 2ina 


also: 


Mathematische Annalen. Xil. 
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2i7B, —2inp, 





k=2 . 
U=2+ 2 cos = 4 + "k -gtte "k fs) 
=1 
durch X, theilbar. U enthilt fiinf verschiedene Potenzen von 2, also 
ist p=5. Setzt man 
: U=oX,, 
so wird: 
2imp, —2inp, 2inp, —2inp, 
@=2-+ 2 cos a =e" =e " =e™ =e ” 
3 


und die vier Zahlen «,, «,, 5— a,, 5— a, bilden eine Permutation 
der Zahlen 1, 2, 3, 4. — Hieraus folgt 9? — 1, also 


2a,% 1 
@=2+2co8s—*-=—+1, csg—=+,5—l, 
‘ = 
Da die numerischen Werthe der cos - < 1 wird, so muss das obere 
Vorzeichen gelten, also 9 = 1 sein. 
Hieraus folgen die Formeln: 


cos = cos oe . 
— — 2 
2inmp, 2inp, 


lease " =e” , B, = 8, = 0; 


? 


a, = &7,, @, = a,7r, und da a, mit m,, a, mit m, keinen Factor ge- 
mein hat, 7, =r, = 1, m, =m, =—5. 
Die Formel wird jetzt: 


2a,x 2agx 1 
1 + cos ; + cos 7 0 
oder 
9 9 
9 ang ~%* ¢ , 20 ou 
1 + 2 cos ; + 2 cos 5 =, 


und da a@,, a, 5—a,, 5—a, eine Permutation der Zahlen 1, 2, 3, 4 
bilden: 


2 ‘ 4 
1 + 2 cos — ++ 2 cos = 0. 
Dieser Formel entsprechen die Werthe: 
2x 2a 4n 
() 3 ? 5 ? 5 
fiir die o. 


3) Im dritten Falle setze ich: 


Mm =rp, a,=—ar-+ Bp. 
Es wird dann: 
b=a8 
cy 2a, 2% a 6\« 
cos — + cos ( g +- ) 2a = 0 


oa 


oder: 
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k=3 9 Bin 2ain —tpis (2in— 79!) 
-€ 


2 
242 Dies te" -e” +e P “ = (0, 
==3 k 


und der Ausdruck: 
k=8 2Rin —2pin 


F 24,2 . 
U=2+2 cos——+e" -u*+e - ZP—¢ 
mM, ‘ 
—, 


durch X, theilbar. Da er nur 3 (< p) Glieder besitzt, so verschwindet 


er identisch; es ist 
pe 


e” =Q, 
was unmodglich ist. 
§ 8. 
Das Resultat. 
Die Gleichung: 
1 + cos g, + cos my, + cos gy, = 0, 
kann nach dem Vorangehenden, sobald die g; zu a in rationalem Ver- 


hiltnisse stehen, nur dann Statt haben, wenn sie Glied fiir Glied mit 
einer der drei Gleichungen iibereinstimmt: 


(A) 1+ cos: + cos, + cos(x—g,) =0, 
¢ 

(B) 1 + cos ~ + cos 2% + cos =0, 

() 1 + cos = 4 cos 2% 4+ cos 4% = = 0. 


Schreiben wir wieder, wie urspriinglich (§ 4.): 
1 + cos 29 = cos 9 + cosH 


und beriicksichtigen, dass, zufolge der friiheren Betrachtung, cos 0 
und cos H von 1 verschieden sein muss, dass ferner » nicht grosser 
als ©, H angenommen zu werden braucht, so sehen wir, dass neue 
endliche Gruppen nur entstehen kénnen, wenn: 


1 + cos 2g = cos 0 + cos H 


Glied fiir Glied iibereinstimmt mit einer der folgenden Gleichungen: 


1+ cos a =cos 0 + cosO0+7, 


2% 4 4 
1 + cos 3 ne + cos =? 
1 + cos = COS = + cos =, 
22 7 1 
1 + cos 5 = 008 —- + 008 = 
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Mit anderen Worten: Zu den bereits aufgestellten Gruppen linearer 
Substitutionen I und II sind nur noch (mdglicherweise) solche zuzufiigen, 
welche die Periode 2, 3, 4 oder 5 besitzen. 

Es wird sich in der That zeigen, dass fiir jeden dieser Perioden- 
werthe je eine Gruppe existirt. Ich bestimme zuniichst, unter der 
Voraussetzung, dass solche Gruppen existiren, die Beziehungen, welche 
zwischen den quadratischen Formen derjenigen Substitutionen Statt 
finden, welche bez. die grésste Periode aufweisen. Dann erst stelle 
ich die Gruppen selbst auf. Besonderes Gewicht michte ich legen 
auf die Index- Relationen, die ich spiiter zur Darstellung der Gruppen 
verwende. 


§ 9. 
Bestimmung der quadratischen Formen. 


1) Ist 2 die Periode der Gruppe, so hat man die Formel: 
1 + cos x = cos = + cos =. 


Es haben alle Substitutionen der Gruppe die Periode 2, abgesehen von 
der einen identischen Substitution. Sind m, w, %--- die quadratischen 
Formen der Substitutionen von der Periode 2, so ist, nach Gleichung (4) 
des § 1.: ' 
cos = = cos* > + > (pw)? - sin? > , 

also: 
(@ v)? = 0, ebenso (9, “> =9, (v, 7)? =9. 


Durch die beiden letzteren Formeln ist x linear gegeben. Es treten 
also nur drei quadratiseche Formen von der Periode 2 auf. 


2) Sei 3 die Periode der Gruppe. Dann hat man die Formel: 
1 + cos 2% = cos -- + cos =. 
Daher giebt die Gleichung (4) des § 1.: 


1 9 & 1 9.9 @ 

: — ms! = 2 aad : 

cos —- == c0s* —- + = (p, p)* sin — 
: 2 

Hieraus (g, ¥)?=— rt 

welche zur Periode 3 gehéren, so sind die simultanen Invarianten dieser 


Sind also f, m, w, y-++ quadratische Formen, 


Formen = ++ Man kann das Vorzeichen von gp, w, x so wihlen, 
dass (f, p> = (f, ¥)?* = (f,24" =+ + ist; ich behaupte, dass alsdann 


die 3 Invarianten (gp, v)*, (y, x)", (W, x)? ebenfalls den Werth + ; 
besitzen. 








sc 
| 
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Beweis: Ich setze (¥, y)?= 4 0, (4, p= ; 6, (9, v= : ms 


so dass 9? = 6? — 1? — 1 ‘wird und beweise, dass p=o=—1t= 1, 
Zu dem Zwecke bilde ich die Identitit: 


(ff) (fe? (fv) (fx? | 


ees ee a 

vane Seapets BS |=0 
ee ed 

und aus derselben fiir 9, 6, t die Relation: 

i—3 1 1 12 

1—3 Tv o| 

1 1 g—8 9/782 -Sese—2(e0-+er+or)—6(e-+5-+2)—0, 

pit tS 


aus welcher die Behauptung sich ergiebt. 

Es ist also, wenn 3 der Formen /, 9, v, 4-:- gegeben sind, 
die vierte Jinear bestimmt; es giebt also bei Gruppen von der Periode 
3 nur vier Formen von der Periode 3. d 

3) Sei die Gruppe der Periode —4. Dann haben wir unter den 
Formeln des § 8. diese anzuwenden: 


tn 
1 + cos += cos a + cos “"s 


also, nach Gleichung (4): 





‘ 1 2 otn2 
cos = = cos? = + > (9, v) sin? ; ; 
(py, ¥) =9. 
Sind also m, w, %--+ die zur Periode gehérigen quadratischen Formen, 


so hat man wieder (py)? = 6, (pz)? =O, (w, x)? =O, und es ist 
also wieder die Form x durch gp und wy linear bestimmt. Es giebt also, 
wie bei den Gruppen von der Periode 2, und aus demselben Grunde, 
auch hier nur drei quadratische Formen vom grissten Periodenwerthe. 
4) Nehmen wir die Periode der Gruppe = 5, so hat man die 
Formel anzuwenden: 
1 + cos a == COS = -+- cos = . 


Dann hat man nach Formel (4) des § 1.: 


bd 9 & 1 - 9 
cos —- = oor =~ + (f, »)? sin? —\ 


also: 


cde ae Sac’ 
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Die simultanen Invarianten der quadratischen Formen f, 9, ¥, z- - 


‘ 


welche zur Periode 5 gehéren, haben mithin die Werthe +- “aee->.( ee 


waihle m, w, x4 so, dass: a 
(fo) = (fv)! = (fa =+ >, 
und setze: 
“ea 2e° i - Be P ee: Fe 


so dass 9? = 6? = 1? = 1. Die Formel: 
Z+(f f)? @ v) (HY)? (xx)? = O 


liefert dann zwischen 9, 6, t die Relationen: 


—yo 1 1 1 
1 —yd5 tt 6 
1 « —yd ge 
1 6 e@ —YV5 | 
Mithin ist: 
l+e+o+r=0, eor+or+ro+oe=—0. 
Zwei der Gréssen oe, 6, t haben also den Werth —1, die dritte den 
Werth +1. Hieraus folgt, dass es nur drei Formen x geben kann, 
deren simultane Invarianten mit f, m, ~ die nothwendigen Bedingungen 
befriedigen, dass es also in unserer Gruppe hichstens 6 Formen giebt, 
welche zu der Periode 5 gehiren. — Die so bestimmten Anzahlen 
quadratischer Formen erscheinen zuniichst als Maximalzahlen; sie werden 
aber auch wirklich erreicht. Im Falle die Periode 3 oder 5 ist, erkennt 
man es sofort durch folgende Ueberlegung. Die 2, resp. 4 Substitutionen 
von der Periode 3 resp. 5, welche eine der quadratischen Formen fest 
lassen, machen aus einer der iibrigen nothwendig 2 bez. 4 neue, gleich- 
berechtigte, so dass 4 und 6 als Minimalwerth fiir die Anzahl der betr. 
quadratischen Formen erscheint. — Ist der Periodenwerth 2 oder 4, 
so ergiebt sich die Richtigkeit der Behauptung ohne Weiteres aus den 
sogleich mitzutheilenden Formeln. 


=(Q——2—2o0ry5 —2(e+o6+1r)y5 
| — 2(6t+1te+06)=—0. 


§ 10. 
Gruppen von der Periode 2. 


Setzt man, um die Bedingungen des vorangehenden Paragraphen 
zu befriedigen: 
YP = 24,22, 
Y= x, — 2”, 
4 =i(a,?+2,*), 


schreibt sodann: 
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xy a 
Ze , 


so erhalt man folgendes Schema fiir Gruppen von der Periode 2: 
(il) +a, Fr; 


dasselbe entspricht dem schon oben hervorgehobenen Falle, dass in 
dem Schema (Il) » = 2 gesetzt wird. 


§ 11. 
Gruppen von der Periode 3. (Tetraedergruppe.) 


Bei den nun noch aufzustellenden Gruppen werde ich die Unter- 
suchung in der Weise fiihren, dass ich die quadratischen Formen der 
bei ihnen vorkommenden linearen Substitutionen durch Indices unter- 
scheide und die Beziehungen der Substitutionen zu einander und die 
Vollstindigkeit der Gruppe den Index-Relationen entnehme. Bei 
Gruppen von der Periode 3, die hier zuniichst betrachtet werden sollen, 
treten vier quadratische Formen von der Periode 3 auf; sie mégen: 


Por Pos Pir Po 
genannt sein, wo die Indices nach dem Modul 3 zu nehmen sind. 
Ihnen entsprechen vier Substitutionen mit dem Argumente =: 
Se, So, S,, Sp. 
Wir wiahlen die m so, dass (g;, px)* = + 4 ist und durch S,, die 
Formen 9, 9, 9. cyclisch in einander tibergehen. 
Nach den Formeln fiir die Transformation einer quadratischen Form, 


welche in § 3. gelegentlich entwickelt wurden, erhalt man, indem man 


e 


die Substitutionen S, und S2, auf die Form gp anwendet: 


2x So 24 - - Be 
Pe+i1 = COS — ~— 3 sin? —_— Po + ¢ Sin i ¥ (Px : Pe), 


4n 2: 9 22 es) Oe 
Py+2 = COS = + Pe — | sin’ "Po —% SiN =~ (Pu * Pe), 


und andererseits, indem man S, und §S,? auf m, anwendet: 


2a 


2) «SB - - Be 
v, = COS = - Po — | Sin’ —- + Po ¢ sin —- (Po, Pe)- 


4 9 cot oT . 
WY. = COs = ‘fo-F sin? = -Q. +7 sin > (Po> Pe): 
Hierans folgt: 

Po F+MAEH7?HH=9, Y= Pot+2, Vo = Po+i- 


Es fiihrt also Sp die Formen 92, Po+2, Po+1 cyclisch in einander siber. 
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Geht vermége S& g, in iiber, so hat man die Relation: 
g' Pp Py 


Us = 2 —y— w=), (mod 3). 
Fiir Ss finden wir analog: 
1 1 


=e oo = A (mod 3) 





oder: 
Ue = Avy + x(l—Ao) — y(1+40) + 40? =0, (mod 3). 
Beides sind lineare Substitutionen, deren Determinante = 1 (mod 3). 


Dasselbe gilt daher fiir alle Indexrelationen, die den Combinationen der 
S,,, Sp entsprechen. Sie haben die Form: 

U=azry+be+cy+d=0, (ad—be)=1, (mod 3). 
Aber man hat: 
Ue UX =Any+ax(1+Au—Ae)—y(1+49)+29?—u—Awe=0 (mod 3). 
Man kann hier 4, uw, @ so bestimmen, dass ein beliebiges U resultirt. 
Mithin entspricht jedem U eine Substitution der Gruppe, die durch Com- 
bination der S,, So entsteht, und jede Substitution derselben ist in der 
Gestalt darstellbar Sj S‘ . 

Diejenigen U, bei denen a=O ist, lassen sich in die Form setzen: 

z—y— w=), (mod 3); 

sie entsprechen also den Substitutionen S*. 

Die iibrigen U kann man schreiben: 

(t—a) (y—B) + 1 = 0 (mod 3). 

Ihre Anzahl ist 9, so dass unsere Gruppe aus 12 Substitutionen besteht. 
Ist a=, so entspricht U eine Substitution 7 mit der Periode 2; 
dieselbe lisst ga -+ ,. ungeiindert; mithin ist die quadratische Form 


fa von JT diesem Ausdrucke proportional. Wir gelangen so zu den 
Formeln: 


2 P . = " . 
Fx fe = Pat Poi (fas fe) = 95 V3-9,=ht+hith: 
Ist a 2 8, so entspricht U eine Substitution mit der Periode 3, d. h. 
eine der Substitutionen S,*. — Da sich alle U aus den beiden 
x—y—w=0, (x#—a) (y—a) + 1 =0 (mod 3) 


zusammensetzen lassen, so sind alle Substitutionen der Gruppe in der 
Form S* und S* T, enthalten. 


Um die Gruppe in kanonischer Form zu erhalten, setze man: 
— ae 2 ry 2  - pp 2. 
fo 22%, fp = 2? — 22, f= ix? + ix,?; 


es wird dann: 









ee ee ee ee ee et 
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V3 + —, = %2 (144) + 2m x + 2,2 (i—1), 
Ty 9. + %Y5 Tr = XY, —%y,3 TT, = iay, + ity; 
8, = 79, (G*) + = ey. 22%) — roy CE) + 2 ye —yo,) 
mm HR (2, Yy— 4 Hy Yo + Hp, + 1% _ Yo) - 
Durch diese Substitutionen geht : = 1 in folgende Werthe iiber: 


1 of 
+1, gg icf, 


und also durch ihre Combinationen in: 
, 1 -1 1- a 
(it) +7, = tie +i 7%, +i» +542, +577: 

Dies sind die 12 Substitutionen unserer Gruppe. 

Es ist leicht zu sehen, dass sie nicht noch in einer umfassenderen 
Gruppe enthalten sein kann, welche ebenfalls die Periode 3 besitzt. 
Denn durch die Substitutionen einer solchen Gruppe miissen die .vier 
Formen 9,,, 9, 91, Y2 unter einander vertauscht werden, da es, von 
der identischen Substitution abgesehen, keine Substitution giebt, welche 
jedes der m ungeiindert lisst. Aber es giebt nur 24 Vertauschungen 
von vier Dingen und unter ihnen nur 12, deren Periode < 3 ist, d. h. 
die, wiederholt angewandt, nach héchstens dreimaliger Anwendung die 
Identitiit ergeben. Eben diese sind es, die in unserer Gruppe vorkommen. 


§ 12. 
Gruppen von der Periode 4. (Oktaedergruppe.) 


Zur Periode 4 gehdren 3 quadratische Formen: 


Las for hs 
. P s : 3 ci 
ihnen entsprechen 3 Substitutionen mit dem Argumente —-: 
Y 
Se, 8), S,, 


und zwischen ihnen bestehen die Relationen (f;,f;)?> 0. Jedes Sp, 
lisst das zugehdrige f, unverandert und vertauscht die beiden anderen 
f cyclisch bis auf das Vorzeichen. — Die Substitution Sg’ also lasst fQ 
unverindert und andert an den beiden anderen f nur das Vorzeichen. 
Ueberhaupt also lassen die 4 Substitutionen 


(yx), Sx, So, St 


die f bis aufs Vorzeichen ungedndert*), und man zeigt leicht, dass sie 
die einzigen Substitutionen sind, welche diese Kigenschaft besitzen. 





*) Sie bilden fiir sich eine Gruppe von der Periode 2 (§ 19.). 
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Combinirt man sie mit irgend einer Substitution der Gruppe, so 
erhalt man 4 Substitutionen, welche die Formen f in derselben Weise 
permutiren; andere, als diese 4 Substitutionen, miissen eine andere 
Permutation der f bewirken. Da es. 6 Vertauschungen von drei Dingen 
giebt, so umfasst unsere Gruppe (hichstens) 24 Substitutionen und ihnen 
entsprechen 6 Relationen. zwischen den Indices der f. Die letzteren ge- 
winnen wir so, Geht durch S, f/f, in -+ f, iiber, so hat man: 


1 1 





a eee = 1 (mod 2), 


U, = xy — z(o+1) + y(1—e) + o? = 0 (mod 2) 

und, wenn @ = oo ist: 
U, =x — y — 1= 0 (mod 2). 
Den Substitutionen S, und S,, und ihren Combinationen entsprechen 
die U,, U,, und ihre Combinationen. Jede Substitution: 
U=azsy+ba+cy+d=0, ad—be=1 (mod 2) 
lasst sich in eine der Formen: 
z2—y, U,, Up, 

U,U. = xy — ox + y(l—e) + 1 = 0 (mod 2) 
bringen. Man hat also in der That 6 Relationen zwischen den Indices 
und 24 Substitutionen der Gruppe. 


oder: 


Den U, U,, entsprechen 8 Substitutionen mit der Periode 3, welche 
fe» fo, f; eyclisch in einander permutiren; dieselben bilden mit den 
vier obengenannten Substitutionen (yz), S*,, S>, Si zusammen die im 
vorigen Paragraphen betrachtete Tetraedergruppe. Die Oktaedergruppe 
entsteht, indem man sie mit U,, combinirt. 

Setzt man wieder, wie oben: 

fo = 2%,%; fy= a? —-a,*; fp = ix, + iz,’, 
so geht durch die Substitution der Tetraedergruppe 1 = = iiber in: 
2 
g 13 ; 3-9 i+n i—n 
+7, - as = m oes oe he a the? 
durch U,, einfach in in, mithin durch die Oktaedergruppe in: 





eo, it », i-— i+ », i 
(IV) # ae ae ae ” eee reece. Oe 
ee ee ag eg Fey 8 ae 


§ 13. 
Gruppen von der Periode 5. (Ikosaedergruppe.) 
Zur Periode 5 gehéren 6 quadratische Formen: 


Pos» Por Pir Por Par Pai 








ihn 


Wi 


cye 
Po 
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ihnen entsprechen 6 Substitutionen mit dem Argument =: 
Sa, So, S;, 8, 8, S,. 


Wir wihlen die m so, dass (m,, 9;)*?* = — 7 - und 
Por Pir Por Psr Pa 
cyclisch in einander iiberfiihrt. Wendet man S,, 





dass S,, 


y2 5 4 
S: , Se, Sq auf 


Pe an, so entsteht also: 
2% 2 : bf - . 22 
Vers = 008 =F. He + ——- sin? F-- pe + i sin =F (Pas Fe) 
: 4n 2 3.9 2% - : 4x 
Pets —= COS > Pe 7: sit’ - Pe + sain-—| (Po Pe)> 
4a 2 + 9 2% - + 42% 
Pers = cos **- gy +—7- sin? =. g, — isin §* (pn, 9); 
- Vs 
2a 2 ae - - 22 ‘ 
Pets = COS =~ + Pe + ie sin?’ ——- y,. — ¢ sin (Pa» Pe): 
Umgekehrt geht durch S,, Sg’, Sp°, So! aus gy, hervor: 
22 2 - 9 @ - + 2# 
y, = cos — * Po ba sin? —— + Pg — 4 8in =~ (Px > Pe)» 
4x 2 + 9 2% - « 42 
b, = C08 —— + 2 + Vi sin? ‘Po — SIN (Puy Po), 
4n 2 = ging. 4a 4 
y, = cos “a Px + V5 sin? * Po + ¢ Sin 5 (Px » Pe); 
un 2 . ma o.- Be ‘ 
p, = cos ——- p, + Vi sin? ——+ Pe + ¢ Sil =~ (Pa » Ve): 
Nun ist: 
*. sin? os >” 2 sin? = cos “” 
° == COS os 1 ieee = — COS “ 
Vb — 5 —s Vb 5 &.-¢ 
also: 
2a - 0 Se 
Poti = COS ——(Pet Pu) + + 8iN = (Pos Po); 
iw, \ ee, oe 
Poets = COS —— (Hy ~ Px) + @ sin 5 \Px» Ve)i 
4x - - 4% : 
Po+3 = COs (Pe ~Py) — 25m “- (Pa, Pe) 


Pots = COS 
y, = cos 
Wo = Cos 


a 


Y, = COs = (Px 


5 


Y, = cos 





= (Pe +x) — 
= (~e +H) — i 
= (G2—%e) — 4 
~ Po) + é sin 
(Pm +H) + 1 


4 


) 





i ae 
sin 2* (2, 9); 


- 2H 

Sin —~ (Po » Pe)} 
- Be 

sin =~ (Px > Pe)s 
_ 4s . 

sin a4 (Px ? Pe)3 


(Po> Po); 
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oder: 
Vy = Pots, Yo=— Pete, V3 = — Pots, Wy = Po+1- 
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Es fiihrt also Sg cyclisch in einander iiber : 
Por Potts — Pot+2, — Pets, Pe+i- 


Den Substitutionen Sf entsprechen die Indexrelationen: 


den S,' diese: 
1 Be . 
aa wae ™ A (mod 5) 
oder: 
Ue = Any + «(1—ed) — y(1+ eA) + 024 =0 (mod 5). 
Bei allen diesen ist die Determinante = -+- 1 (mod. 5); dasselbe gilt 
also auch fiir ihre Combinationen. 


Umgekehrt kann man jede Substitution : 
U=axy+ba+cytd=0, ad—be=+1 (mod 5) 
in eine der vier Formen bringen: 
(1) US =x — y— w=0 (mod 5), 
(2) Uf U,UZ=«+y+u=0 (mod 5), 
(3) U, US=xy+x(1+u—e)—y(l+e)+e?—u—ue=0 (mod 5), 
(4) U,Us U, US=xy—x(1+u—e)—y(1+e)—e?+4+He=0 (mod 5); 
thre Anzahl ist 60; jeder entspricht eine und nur eine Substitution unserer 
Gruppe. Denn es giebt, abgesehen von der identischen Substitution, 


keine andere, welche die 6 Formen 9,,, 9), --- p, ungedndert lasst. 
Jeder Vertauschung der Indices entspricht also nur eine Substitution. 


Um die Gruppe in kanonischer Form aufzustellen, bemerke man 


“—2 
vorab dieses. S, entspricht U,—xcy—xz+2y—1, es fiihrt ( 5 ) Pz 


€ 


—2 
= (° 5 ) gy tiber; S,° entspricht U,> = yz — z — 2y + 1, es fihrt 


y—4 . (#—4 B ; Nor , 
( 5 ) gy in ( 5 ) g, iiber. Also entspricht 8,5, U,U3—2+2; 


fah _ (4-2) (y—2 er ey ab 
es uhrt ge in(”, )("-°) 9 5) Ge — Gee itber. 


Hierbei aindern sich die Formen (9., 9), 9; — 94, Po — Pz nicht; 
sie sind also der quadratischen Form von S,S,° proportional. 


Jetzt nehme man fiir g,, und g, irgend zwei quadratische Formen, 
bei denen: 








als« 


tan 





Endliche Gruppen linearer Transformationen, 





(Mo, Po)? = — 2, (Qo, 9.) = ——}3 


pay 
(Pos Po) ’ Vs 


also etwa: 
9 
oa a ann = 2 4 
Po = 2%, %,, Pyo= Vs (2? 4, %,—2,’). 
Es wird dann: 


(Pe, Po) = ry > (#22, ; P= (e—¢ x,’ + 4, 2, — ez,"), 


2 
Vi 
wo &= cos == + isin = - Fir S,, S,8,°, Sg erhalten wir daher die 
Substitutionen : 

LyYo — EX,Y, =O; 2Y, + HY, =O, 
en — att) + (Yi %2—Y22)- C08 =F — 0. 


2¢ 2a e 
Ve sin — 5 (& Ly Y; 


2% Vs 2% 2x 3% 
Da  5- =4sin =. ‘sin =, also > cos =~ =2cos =~ sin < =sin -—"—sin* . 
= (sin a + sin - ==) sowie + — — cos ** — cos 4%, so lasst 
po 5 5)? . 5 5? 7 


sich die letzte Formel (fiir Sg) folgendermassen zusammenziehen: 
O= (een, Y- (x, Yt Ly y: ) (cos = oh + cos =) — XL Yo 
4 
+ (x, Yo—Y; a») i (sin =* >= — i> 
= & Cay, — (+84) ay, — (e+e) MY, — XY. 
Durch S,, , 8, 8,5, Sg geht also nunmehr a = in folgende Werthe iiber: 
2 


(e+e) 1 + 

&—&n— (e+8°) 

und also iiberhaupt durch die Combinationen S!, S,S;S%, 8Sf, 
SSE S,S% in diese: 


(V) en, = 





“ 


1 
. =n, a 





(e+e) nte yy —e Pate te) 
a n—(e-+24) (+ e4)n + 

Dies ist die kanonische Darstellung der Ikosaedergruppe. 

Von ihren 60 Substitutionen hat die Identitiéit die Periode 1; die 
15 Substitutionen, welche y in 

Ha (tenth og —e Ont (ete) 
mn? ~ s@n—(e+e9)’ (@-fet) 1 + 
verwandeln, haben die Periode 2; die 20 Substitutionen, die dem 
entsprechen lassen: 
peteate oo (Ptent ee 

e~&n—(e+ 28) ’ e—@n — (e+e) ’ 


iu 
tt ; él 
ui 














P. Gorpan. Endliche Gruppen linearer Transformationen, 


seti —& Sntlets) e944 —F On te+#) 
(e+e) nee ’ (@+et)n+ ee ’ 
haben die Periode 3; die 24 Substitutionen endlich, vermége deren y 
iibergeht in: 


(s*-+ 8) n + & (e®+ 8) n + 
= 2 nF 


én, = > _ ? 
e~&n—(e+8") e~&n—(s+ 8°) 
sete, 2 “at(e+e) , eters, —# *ntlet+e) : 
(e*+- &') n+ 2 (e®- e') 4 + & 


haben die Periode 5. 


Endlich beweist man noch, dass diese Gruppe von 60 Substitutionen 
nicht noch in einer umfassenderen Gruppe von der Periode 5 (und also 
iiberhaupt in keiner umfassenden Gruppe) enthalten ist. Denn es giebt 
keine anderen Vertauschungen der 9,,, 9), 9;, Po, P3, Pq, als die 
vorangefiihrten 60, bei denen die. zwischen den g bestehenden Invari- 
antenrelationen ungeindert bleiben. 


Erlangen, im Februar 1877. 








































Ueber die Darstellung der Raumcurve vierter Ordnung erster 
Species und ihres Secantensystemes durch doppelt periodische 
Functionen. 


Von Axet Harnack in Darmstadt. 


Die bekannte Darstellung der Raumeurve vierter Ordnung, welche 
den Schnitt zweier Fliichen zweiter Ordnung bildet, durch doppelt 
peripdische Functionen ist ftir die nihere Untersuchung geometrischer 
Kigenschaften derselben wenig oder doch nur in einer Form benutzt 
worden, in welcher die Einfachheit dieser Darstellung nicht geniigend 
hervortritt. Zu einer fruchtbaren Anwendbarkeit solch eines Hilfs- 
mittels gelangt man, wie mir scheint, immer nur auf die Weise, dass 
man sich ein deutliches Bild der Parametervertheilung in allen Punkten 
der Curve entwirft. Damit hat man die Méglighkeit gewonnen, auch 
das Reelle und imaginiire zu unterscheiden, weit leichter als es bei 
einer synthetisch geometrischen Untersuchung oder auf Grund eines 
Coordinatensystemes der Fall ist. Durch eine Zuordnung je zweier 
Parameterwerthe nach irgend welchem stetigen Gesetze und nach Ver- 
bindung der zugeordneten Punkte erhilt man bei den Curven in der 
Ebene Classencurven, die in einer durch die Zuordnung bedingten 
Beziehuug zu: der Wundamentalcurve stehen. Bei den Raumcurven 
gewinnt dieses Verfahren ein weiteres Interesse, weil sich auf diese 
Weise Linienflichen darstellen, die dem Secantensysteme der Curve 
angehoren. 

Fiir die hier behandelten Curven entsteht also zunichst die Frage, 
durch welche Relation sich die Erzeugenden jeder die Raumcurve ent- 
haltenden Fliiche zweiter Ordnung ergeben. Ks fiihrt die Beantwortung 
dieser Frage auf eine so einfache Beziehung, dass sich vermdge der- 
selben alle projectiven Eigenschaften des Flichenbiischels bis ins 
einzelnste hinein verfolgen lassen. Insbesondere kénnen in jeder 
Schaar von Erzeugenden diejenigen vier ohne weiteres bestimmt wer- 
den, welche das Polartetraeder nach gleichem Doppelverhiiltniss schnei- 
den. Die Gesammtheit solcher zusammengehdriger Linien gruppirt 
sich fiir jeden Werth des Doppelverhiltnisses zu einer Linienfliche 
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und das System dieser Fldchen achter Ordnung (Quadricuspidalen), als 
nachst einfaches nach dem Biischel zweiter Ordnung den Secanten der 
Curve zugehérig, besitzt auch in der Parameterdarstellung eine leicht 
discutirbare Form. 

Die Darstellung dieser beiden Flichensysteme nebst ihren wesent- 
lichsten Eigenschaften bildet den Hauptgegenstand der folgenden Unter- 
suchungen, die freilich keinen Anspruch darauf machen kénnen, irgend 
welche neue Methoden zu enthalten. In den Paragraphen 1.—4. habe 
ich algebraische Entwickelungen der Werthe des elliptischen Diffe- 
rentiales vorangestellt, welche zugleich den Beweis des Abel’schen 
Theoremes, wie ich denselben in einer fritheren Arbeit allgemein ge- 
geben habe, umfassen und ausserdem auf diejenigen mit dem Formen- 
systeme der Curve verbundenen Differentialgleichungen aufmerksam 
machen, deren Integrationen durch Einfiihrung des Parameters auf 
Quadraturen gebracht sind*). 

Bei dem Bestreben, die Einfachheit und weitgehende Anwendbar- 
keit dieser Darstellungsweise auch in der Ableitung einzelner geome- 
trischer Eigenschaften iibersichtlich hervorzuheben, musste ich mich 
entschliessen, diesen Aufsatz ausfiihrlicher zu gestalten, als es sonst 
mein Wunsch gewesen wire. 


§ 1. 
Das elliptische Differential. 


Sind a,?=—0O und a,? =O die Gleichungen der beiden F lichen 
zweiten Grades, durch deren Schnitt die Raumcurve erzeugt wird, so 
lisst sich dem einen iiberall endlichen Differentiale, welches sich auf 
die Raumcurve bezieht, die Form geben: 

(1) D= ee (az? =0, a2 =0, dzdaz—=0, Ge ge=0). 
Dabei bedeuten u,— 0 und v, = 0 die Gleichungen ‘zweier beliebigen 
Ebenen und der Nenner von D ist die Functionaldeterminante zwi- 
schen diesen und den beiden Flichen. Diese Functionaldeterminante, 
selbst eine Filiche zweiter Ordnung darstellend, verschwindet fiir die- 
jenigen 8 Punkte der Curve, deren Tangenten die Schnittlinie #0 treffen; 
fiir eben dieselben Punkte verschwindet auch der Zihler und das Dif- 


*) Die beziiglichen Aufsatze, welche die Veranlassung und die Grundlage 
dieser Arbeit bilden, finden sich in den Mathem. Annalen Bd. IX. Betreff der 
Litteratur tiber Raumcurven vierter Ordnung verweise ich auf Fiedler’s Be- 
arbeitung der ,,Analytischen Geometrie des Raumes“ von Salmon, 2. Auflage, 
p. 627, 653, 671. Die von mir benutzten Arbeiten sind im Folgenden an den 
zugehdrigen Stellen genannt. 











m=“ @©® & @® wae 
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ferential behialt seinen endlichen Werth. (Der Ausdruck ,endlicher 
Werth* ist der Kiirze halber gebraucht; er soll ausdriicken, dass der 
Werth von D von derselben Ordnung unendlich klein ist wie die 
Differentiale dz;.) Aus dieser Betrachtung folgt, dass D tiberhaupt 
nur scheinbar von den Gréssen u; und v; abhingt, so dass man, um 
den Werth von D in den Punkten zu erhalten, fiir welché Ziahler ; 
und Nenner verschwinden, statt « und » nur andere willkihrliche 
Constanten einzufiihren braucht. In der That ist unter den voraus- 
gesetzten Bedingungen, wie auch eine directe Maujtiplication lehrt: 
Uae — 2 Yaz U,V ge oe v%, Uae 


ll = 77 
a, &, (AxUv) a,%,(@auv) ? 





wobei uw; und v; neue willkiihrliche Ebenencoordinaten bezeichnen. 


Um dieses Differential auf seine Normalform zu transformiren, 
d. h. auf eine Form, in welcher es unmittelbar als Function einer 
einzigen unabhingigen Variabelen erscheint, ist es zweckmissig, sich 
als Linie “% die Tangente der Raumeurve in einem beliebigen Curven- 
punkte: c, za denken, demnach: 


ag=Q, a2=0, te = Q- Aste, Ve= O° Oel, 
zu setzen. Ausser dem vierfach zihlenden Punkte ¢ sind alsdann noch 
vier weitere Punkte auf der Curve vorhanden, deren Tangenten die 
Tangente des Punktes ¢ schneiden. Diese vier*Punkte lassen sich auf 
eine andere Weise darstellen. Schneiden sich nimlich zwei Tangenten 
der Raumcurve, so ist die von ihnen gebildete Ebene eine Beriihrungs- 
ebene an einen der vier Kegel, welche sich durch die Curve legen 
lassen, Jede dieser durch c, gehenden Beriihrungsebenen hat also die 


Form: 
% Azle + Ad, a, = 0 


wenn x, A der biquadratischen Gleichung: 
“1A + 4x310 + 6x71? 4+ 4x450'+ AtA’=—0 
Genitige leisten. Die Coefficienten dieser Gleichung sind die fiinf In- 


varianten des Flichenbiischels, und zwar sind die Zahlencoefficienten 
so bestimmt, dass in der symbolischen Bezeichnung: 


A=(abcd)?, O=—(abca)?, D=(abap)?, O—(aaBy)?, A= apyd). 


Das Product der vier Ebenen ist also, wenn: 


gesetzt wird: 


v2!A — 40320 + 6v,2u22% — 4v,u,°0' + u,td’= 0. 


Mathematische Annalen, XII. 4 














Ax. Harnacx. 


Demnach folgt: Unter den Bedingungen: 
a,” = 0, «,,” — 0, Ug = 0° zc, Vz = Q* UM, 

besteht die Gleichung: 
(2) [ae0(aauv)|?—=C(v,4A—4v,°u,0+ 6v,2u.20—40,u0'+u,'d). 
Denn die linke sowohl wie die rechte Seite stellt durch ihr Verschwin- 
den die namlichen 16 Punkte auf der Raumecurve dar, von denen 8 
mit dem Punkte ¢ zusammenfallen, die tibrigen 8 durch 4 je zweifach 
vihlende Punkte repgisentirt sind. Beide Seiten sind in den Coeffi- 
cienten der gegebenen Formen von gleicher Dimension, und mithin 
ist die Constante C, weil sie auch eine absolute Invariante- nicht sein 
kann, ein blosser Zahlenfactor. 

Diesen Zahlenfactor entnehmen wir aus einem speciellen Beispiele, 
welches wir beliebig wihlen kénnen, mit der einzigen Kinschrinkung, 
dass nicht die Seiten unserer Gleichung identisch verschwinden. Ks sei: 


a = 2+ 424+ 44+ 4,7, o,? = 24,2. 
Der Punkt c, von dem wir ausgingen, geniige den beiden Gleichungen: 
“— 2 pat Se 
4 =0, ¢?+¢?+c¢?=0, 


Og Me = H,Coy Ag Ae = ToC, + 13 Cy + LyCy. 


so ist: 


Ferner ist 


A=1, 60=-—1, 0=0=A'=0. 


Die rechte Seite der Gleichung (2) wird durch den Factor x,°c,? theil- 





bar und bekommt nach Absonderung desselben die Form: 
C (@,?¢,? — (€2¢, + 4c, +4, ¢,)*). 
Fiir die linke Seite findet man nach Absonderung des niimlichen Factors: 


(C43 — €,2%,)*. 





Setzt man nun in dem ersten Ausdruck z,=—0, 2,7? = —2,?— 2/, 
so miissen beide Ausdriicke in x, und x, identisch werden. Hieraus 
ergiebt sich, wenn noch ¢,? = —c,’ —c,’ eingefiihrt wird, die Re- 
lation: 
C=1. 
Folglich ist unter den vorausgesetzten Bedingungen: 
“, Cae Vaz vat Uy Vay — Yn Max ’ 
a, a, (aauv) V0, 1S — 40,5u,0 + 60,2u,2o —40,u 30 uth 
oder, wenn wieder: 
v, x 
7 a ae 
u A 


ferner, da der benachbarte Curvenpunkt durch die benachbarte Ebene 
des Biischels ausgeschnitten werden soll, 
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U,Vgx — Year mal “di —idx 
u,? 1 ore 
gesetzt wird: 
(3) D =— - —— on udi—ids — =. Gas di—ids | 
VutQ + 4310+ 6 2220 4 4x280' 4 1D’ VR(x, i) 


Die absolute Invariante des elliptischeu Differentiales ist also nichts 
anderes als die absolute Invariante des Flichenbiischels; der Modul des 
Differentiales mithin das Doppelverhiiltniss, welches der um eine Tan- 
gente der Raumecurve gelegte Biischel der Beriihrungsebenen der vier 
Kegel besitzt, oder das Doppelverhiiltniss der vier Punkte, in denen 
irgend eine Tangente der Raumcurve von vier anderen Tangenten ge- 
troffen wird*). 


§ 2. 
Die Werthe des Differentiales in den Schnittpunkten der C, mit 
einer Ebene. 
In der Form: 

Uy Vax — Vz Maz 
(1) D = ~7~«,(eawe) 
ist zunichst ganz unbestimmt gelassen, in welcher Weise der Fort- 
gang von einem Curvenpunkte 2; zu dem benachbarten 2; + da; er- 
folgt. In der zweiten Form (Gleichung (3)) dagegen wird die Grésse 
des Differentiales durch die Aenderung gemes::a$ welche der Parameter 
des Ebenenbiischels bei unendlich kieiner Drehung der schneidenden 
Ebene um die Tangente erleidet. Wir wollen uns die allgemeinere 
Aufgabe stellen: die Werthe des Differentiales zu ermitteln, wenn eine 
beliebige Ebene um irgend eine in ihr gelegene Gerade gedreht wird. 
Auf diese Weise entstehen, da vier Schnittpunkte mit der Curve vor- 
handen sind, vier Differentialwerthe, die sich als Wurzeln einer in den 
Coefficienten der Grundformen rationalen biquadratischen Gleichung 
darstellen lassen miissen. 


*) Die oben stehende Transformation des elliptischen Differentiales ist nach 
der Methode ausgefiihrt, welche von Aronhold (Berliner Monatsberichte 1861) fiir 
das auf eine ebene Curve dritter Ordnung beziigliche Differential angegeben 
worden ist. Dieselbe lisst sich bei allen elliptischen wnd hyperelliptischen Curven 
in der Ebene und im Raume verwerthen. Hat man das hyperelliptische Diffe- 
rential zuniichst in homogener Form mit drei oder vier Verinderlichen, zwischen 
denen eine oder zwei Bedingungsgleichungen gelten, so definirt, dass die will- 
kiihrlichen in der Functionaldeterminante des Nenners enthaltenen Formen ad- 
jungirte Curven bez. Flichen sind, welche die Specialschaar g ausschneiden, so 
ist das Quadrat der Functionaldeterminante unmittelbar gleich zu setzen einer 
rationalen gebrochenen Function, welche nur aus adjungirten Formen besteht 
und zufolge deren der Parameter des adjungirten Biischels als die unabhiingige 
Veriinderliche im Differential erscheint. 
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Bedeutet wu, —0 die schneidende Ebene, u, + du, =O die ihr 
benachbarte, so besteht fiir den Punkt: x; + da; der Curve, falls er 
auf dieser zweiten Ebene liegen soll, die Bedingung Uae + dug =O. 
Setzt man in der Form (1) u,—O und benutzt diese Relation, so 
erfordert die Lésung des bezeichneten Problemes die Elimination der 
Gréssen x, aus den Gleichungen: 

v, du, 


@) De 


@,«,(@auv) ’ a,” = 0, a,? == (), t, = 0*). 

In dem Ausdrucke fiir D sind die Gréssen » nur scheinbar ent- 
halten und miissen sich beim Endresultate absondern lassen. Die 
directe Inangriffnahme der Elimination ist daher unzweckmissig. Ich 
ziehe es vor, ein Verfahren einzuschlagen, durch welches diese Gréssen 
von vornherein aus dem Differentiale herausfallen, ohne dass die Sym- 
metrie desselben gestért wird. 

Unter der Bedingung: u,—0, a,?=—0O kann a,? =O gleich- 
gesetzt werden dem Producte zweier Ebenen: p,")p,@) = 0, und ebenso 
unter der Bedingung u, = 0, a,? = 0 ist a,? = gq," —=—0. Denn 
bezeichnet w, eine beliebige Ebene, so kann dieselbe stets so gewihlt 
werden, dass das Filichennetz: a,?-++ Aa,?-+ wu,w, = 0 Ebenenpaare 
enthilt. Zu dem Zwecke ist es nur néthig, die Ebene w, so festzu- 
legen, dass die vier Punkte, in welchen sie die Raumcurve schueidet, 
paarweise mit den Punkten, in denen wu, die Curve trifft, in einer 
Ebene liegen. Demnach kénnen wir setzen: 


G,° + Aa? + wt, W, = pe ps; a2? + Vag? + wes = G2 Q™, 
oder: 
(3) a2? = pep.” Oe? = ge qe. 
Die vier Schnittpunkte der Ebene uw, lassen sich also durch die Unter- 
determinanten : 

(du, (peu, (wu), (p?q?u): 

bezeichnen; d. h. fiir beliebige Werthe von w besteht die identische 
Relation: 


(pq uw) (p' gq? uw) (pq uw) (p?q?uw)—e- {[(aauw)?}? — (abur6)?(«Buw)?} . 


Es wird ferner vermége der Gleichungen (3): 


44, 0,(acuv) =p. gz (pg? uv) +-prdz?(p?q uv) +-p2*gz(p'q?uv) +p. qe?(p ur) 





*) Das allgemeine Eliminationsproblem zwischen drei quaterniren quadra- 
tischen und einer linearen Form ist von Gundelfinger erledigt worden in 
seiner Abhandlung: ,,Ueber das simultane System von drei terniiren quadratischen 
Formen‘ (Borchardt’s Journal Bd. 80). In dem speciellen hier vorliegenden Falle 
vereinfacht sich das Problem, weil die Coefficienten der einen quadratischen Form 
von den beiden anderen abhingen. 
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Substituiren wir nun fiir x successive die vier Werthe, so heben sich 
jedesmal im Zihler und Nenner des Differentiales die Determinanten, 
in denen »v auftritt, fort und man erhilt die vier auf die Schnittpunkte 
beziiglichen Differentiale in den Formen: 





eo 4(p'q udu) ats _ 4(p udu) iin 
(4) ’ (p*p'q'u) (gp qu) ’ 2 (pp eu) (q'p gis)? 
— _4(pqudu) D, = __ 2 eeudw)__ 

3 (ppd u) (Gptq' wu)? 1 (Pew peu) 


Die biquadratische Gleichung, deren Wurzeln diese vier Werthe von 
D sind, lautet demnach: 


aD'+bD'+cD?+dD+e=0, 
wobei: 
a= (pp du)? (q°p' qu)? (pp gu) (q?p?g u)?, 
b=— 4 * (pq udu) (p*p'q?u)? (q'p'q?u) (pp? qu) (Gp? qu)’, 
c= 16 “4 (pq udu) (pq? udu) (pp? u) (gp? qu) (p' p*g?u) (q'p?q?u), 


d—— 64 a (wdudu) (p' gudu) (pq udu) (yp qu) (pq? u), 
4 
e= 256 (pq udu) (p' gudu) (p?q udu) (p?g?udu). 
(Der Index unter dem Zeichen be giebt die Zahl der Summanden an.) 


Die Form 6 verschwindet identisch. Denn hebt man aus allen 
Summanden den gemeinsamen Factor heraus, so bleiben die vier 
Glieder : 


(pg udu) (p*p'q?u) (g?p?q'u) — (p' g?udu) (p*p'q'u) (g?p?q'u) 
— (pPqudu) (p?p'q?u) (pd) + (pgrudu) (p*p'q'u) (Vp qu). 
Die ersten beiden liefern durch ihre Vereinigung die Form: 
(pp udu) (q'p' gu) (q’p?q'u), 
die beiden letzten: 
(p’p'udu) (p?q?q'u) (g?p'q'u) 
und die Summe dieser beiden ist 0. 

Mit dem Vorstehenden ist die verlangte Elimination geleistet und 
zugleich das Abel’sche Theorem fiir die vier Schnittpunkte einer Ebene 
bewiesen. Es ist indessen auch von Werth, diese Formen in der ge- 
wohnlichen symbolischen Bezeichnung anzugeben, da diese fiir eine 
reale Bildung in den Coefficienten der Grundform geeigneter ist. Diese 
Uebertragung kommt der Aufgabe gleich, das simultane System des 
Flichenbiischels zweiter Ordnung und einer Ebene als Function ihrer 
vier gemeinsamen Punkte darzustellen. Da nun das vollstindige System 
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eines Kegelschnittbiischels bekannt ist, so ist es fiir die Durchfiihrung 
dieser Aufgabe vortheilhaft, die Formen auszuwihlen, welche fiir die 
vier Coefficienten in Frage kommen, und nach Substitution der Sym- 
bole p und q die Zahlencoefficienten zu ermitteln. 


§ 3. 
Die Coefficienten der biquadratischen Gleichung. 


Die geometrische Bedeutung der obigen Gréssen: a, c, d, e folgt 
aus einfachen Ueberlegungen. 

Der Coefficient a von D* muss verschwinden, sobald von den vier 
Punkten, in welchen die Raumcurve von der Ebene wu, geschnitten 
wird, zwei zusammenfallen, d. h. sobald die Ebene u eine Tangente 
der Curve enthilt. Die beiden Kegelschnitte, in denen a,? und a,” 
von der Ebene geschnitten werden, miissen sich beriihren, es muss also 
die Bedingung bestehen (Clebsch, Vorlesungen iiber Geometrie; 
herausgegeben von Lindemann, p, 298)*): 


A = 4(A 441 Ap22 —Ajt2”) (Ayi2A922—Aj22”) —(Aj 11 Ao22 —Aj12 Ai22)* = 9, 
wobei: 
Ay; = (abeu)?, Ajo = (aaBu)?, 
Ajyg = (abau)?, Ago. = (aByu)*. 
Die Form a kann, da sie in den Coefficienten der Grundform von der 


gleichen Dimension wie A ist, nur um einen Zahlenfactor yon A ver- 
schieden sein. 


Der Coefficient ¢ von D? muss gleichzeitig mit @ und zwar unab- 
haingig von du; zu 0 werden, sobald die Ebene w nicht nur eine Tan- 
gentialebene, sondern eine Osculationsebene der C, ist. Denn alsdann 
sind drei Wurzeln der Gleichung im Verhiltniss zu dem Differential- 
werth du; unendlich gross. Die vorhin bezeichneten Kegelschnitte 
beriihren sich in diesem Falle zweipunktig (schneiden sich in drei zu- 
sammengefallenen Punkten). Die Bedingung hierfiir ist (a. a. O. p. 298): 


Am _ Are _ Auge 


Ajte eas Aine Ane 
Der Coefficient ¢ muss aber gleicherweise unabhingig von du; 
auch dann verschwinden, wenn die Ebene u zwei Tangenten der Raum- 
curve enthilt, wenn also die Kegelschnitte sich in zwei getrennten 
Punkten beriihren. Soll dieses der Fall sein, so verschwindet fiir jeden 
Werth von du; die Form: 


*) Die beim Flichenbiischel zweiter Ordnung auftretenden Formen sind auch 
zum Theil behandelt im Supplement III der ,,Vorlesungen iiber analytische Geo- 
metrie des Raumes‘ von Hesse, herausgegeben von Gundelfinger. 
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PF = (Aj, Ayo, — Aqyo”) Poe — (Apts Av22— A122 A112) Fs 
: + (Aj124222— Aja2”) Fis, 
wobei: ? 
F,, =(abuduy, F,,=—(aeudu). F,, =(apudu); 
es muss demnach ¢ mit [ bis auf einen Zahlenfactor iibereinstimmen. 
Betrachten wir nun zuniichst den Coefficienten e von D®; derselbe 
wird 0, wenn die Gerade wdu eine Treffgerade der Curve ist, d. h. er 
muss bis auf einen Zahlenfactor gleich sein der Resultante: 


E=F,,?— Fy, Py. 


Der Coefficient d von D’ endlich muss folgenden Forderungen ge- 
niigen. In dem Falle, dass w eine Ebene ist, welche zwei Tangenten 
der Raumcurve enthilt, wird d unabhiingig von du; zu Null. Ferner, 
wenn die Linie w@w eine Secante der Curve ist, verschwindet d fiir 
diesen Werth von u und du. In der beliebigen Schnittebene w, liegen 
aber sechs Secanten der Curve, und sonach miissen diese durch die in 
den Coordinaten du; cubische Form d der Ebene zugeordnet werden. 
Mithin stellt dieselbe, im terniren Gebiete der Ebene w, interpretirt, 
das gemeinsame Polardreieck des Kegelschnitthiischels dar, d. h. sie 
ist bis auf einen Zahlenfactor gleich (p. 291): 


= (aaudu) (beudu) (Byudu) (aByw) (abcu). 


Ausser den sechs Erzeugenden ergiebt das Verschwinden dieser 
Form alle Tangenten des Flichenbiischels, welche sich in der Ebene 
uz befinden; bei einer Drehung um eine dieser Linien sind, wie wir 
spiter ausfiihrlicher sehen werden, von den vier Differentialwerthen 
immer zwei einander entgegengesetzt gleich. 

Fiir die durch diese Betrachtungen bestimmiten Coefficienten muss 
sich noch folgende gemeinsame Kigenschaft nachweisen lassen: Ist 
4, = eine Tangentialebene und wdu eine durch den Beriihrungs- 
intr gehende Gerade, so verschwinden alle Coefficienten der Glei- 
chung. Dass dieses bei A, A, E der Fall ist, ist evident; nur fiir 
[ muss es besonders gezeigt werden. Die geometrische Bedeutung des 
der Ebene uw, —=0 durch [f =O in Ebenencoordinaten zugeordneten 
Kegelschnittes ist folgende. Man bestimme in einem der Grundpunkte 
des in der Ebene gelegenen Kegelschnittbiischels zu den drei Strahlen, 
welche zu den iibrigen Grundpunkten fiihren, die beiden ‘quianhar- 
monischen. Jeder Geraden der Ebene werden zwei dieselbe tangirende 
Kegelschnitte zugeordnet und diese Kegelschnitte liefern in dem be- 
trachteten Schnittpunkt ein Tangentenpaar. Der Kegelschnitt [ — 0 
enthalt alle diejenigen Linien in der Ebene, welche Tangeritenpaare 
bestimmen, die harmonisch zu den beiden anfangs construirten Strahlen 
sind. Tangiren sich nun die Kegelschnitte, so liegen diese beiden 
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Strahlen vereinigt. Alle Linien [ =O miissen also Tangentenpaare 
liefern, von denen eine Linie immer in die Verbindung eines Grund- 
punktes mit dem doppelt zahlenden hineinfallt; d. h. der Kegelschnitt 
degenerirt in den doppelt zahlenden Biischel von Geraden, dessen 
Mittelpunkt in dem Beriihrungspunkte liegt. 


§ 4, 
Die Gleichungen zwischen den Formen a, c, d, ec und A, [, A, E. 


Substituirt man in die Form E fiir a,? die Symbole p,™ p,@, fiir 
a,” die Symbole gq, g,"), so folgt, da: 


(aaudu)? = ; [(p’ qd udu) (p?q?udu) + (p?q' udu) (p' qudu)], 


(abuduy? = — ; (p' p?udu)?, 
(a Budu)? = — > (qq@udu)’, 


die Gleichung: 
4E —[(p'q'udu)(p?q?udu)+ (p? qudu) (pq? udu) |?—(pp*udu) (qq? udu). 


Durch Auflésen dieser Differenz zweier Quadrate in das Product 
zweier linearer Factoren wird: 


(1) 4E = 4(pqudu) (p?qudu) (p'q?udu) (p?q udu) = are 


In dem Ausdrucke fiir A verschwinden durch Substitution der 
Ebenencoordinaten p und g die Formen A,,, und A,,. identisch, so 
dass sich A auf das Product 3 A,,,*A,..? reducirt. Nun ist: 


" 1 , , , 
Ajy. = (abau)? = = (p*p' gu) (p'p*q?u), 
1 , , , 
Aj, = (aaBu)?= 5 (@’dp'u) (¢q’p*u), 
also : 
(2) A= (rpg uy? (yrreuy Gd pu) (Yep uy = +a. 
Bei dem Coefficienten von D’ ist 
A = (aaudu) (beudu) (Byudu) (aByu) (abcu) 
zu identificiren mit 
d= — 64D) (vg udu) (p q?udu) (p?q' udu) (p'p?q?u) (q'p?q?u). 


Der Ausdruck A kann durch Vertauschung der Symbole in die 
Form gebracht werden: 


=A = (aaudu) (byudu) (Bcudu) (aBywu) (abcu). 











Ss 
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Ersetzt ‘man hier zuerst die Symbole a, b, ¢ durch p“ und p)), 
so ergiebt sich: 


54 = FD Wendy) (pyudw) (By udu) (p*B 7H) (ap'p*w). 


(Das zweite Glied dieser Summe folgt durch Vertauschung von p’ und p?.) 
Werden nun fiir @ B y die Symbole gq eingefiihrt, so wird: 


= A= ae a (pq udu) (pq udu) (q?p udu) (p?q' qu) (q?p'p?u). 
4 
Also ist: 
(3) d=—8-64A. 
Die Form [ endlich reducirt sich bei Substitution der Ebenen- 


coordinaten auf: 


| Ay)’ Fy, + Aj1 Ajo Fy Ste Aix F,, 
oder 4 mal: 


(p?p'q'u)? (p'p?q?u)? (qq?udu)? + (q?q'p'u)? (qq? p?u)* (p'p?udu)? 


+(p?p'q'u) (p'p? q?u) (q?q'p'u) (q'q?p?u) {(p'q'udu) (p?q?udu)+ (p?qudu) (p'q?udu)} . 


Die beiden letzten Summanden dieses viergliedrigen Ausdruckes 
sind direct in der fiir ¢ aufgestellten Summenformel enthalten; die 
beiden anderen lassen sich umformen. Der erste zerlegt sich in das 
Product: (p*p'q'u) (p’p?q*?u) mal: 


{ (q'p?q?u) (p'q?udu)+(p'q'q?u)(p?q?udu) } { (q?p qu) (Yp?udu)+(p'q'q?u) (p'q'udu) : : 


Der zweite ebenso in das Product: (q?q‘p'u) (q'q’?p?u) mal: 


{(p'q?p? u) (qp2udu) + (qp'p?u) (q?p?udu)} {(p2q'p'u)(pqudu)+(q?p'pu)(qp'udw} . 








Durch Auswerthung dieser Producte erhilt man die sechs Sum- 
manden von c, jeden mit —1 multiplicirt, und zwar die beiden Sum- 
manden, welche direct als Glieder in der fiir [ aufgestellten Formel 
stehen, ausserdem noch mit dem Factor 2 behaftet. Indem dieser 
Factor durch Subtraction fortfallt, resultirt die Gleichung: 

(4) c= —8-16T. 


Die biquadratische Gleichung lautet demnach, in Symbolen a und « 
geschrieben: 


A. Di—8-167-D?—8-644-D+ 26E =0, 
oder: 
(5) A- Dt‘—247-D?—9A-D+48E=0. 

Den bisher durchgefiihrten Rechnungen zur Bestimmung der Zahlen- 
coefficienten kann man zweierlei Bedeutung unterlegen. EKinmal naim- 
lich lassen sich dieselben so auffassen, als seien die Zahlencoefficienten 
an einem speciellen Beispiele eines Flachenpaares, fiir welches man 
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insbesondere zwei zerfallene Flichen gewihlt hat, ermittelt worden. 
Die Wahl von Ebenenpaaren fiir die Flichen ist deshalb statthaft, 
weil bei den hier behandelten Covarianten nur das Quadrupel der ge- 
meinsamen Punkte zwischen den Flichen und einer beliebigen Ebene 
maassgebend ist. Auch der Beweis des Abel’schen Theoremes, wel- 
cher fiir das Schnittpunktsystem einer Ebene in diesen Untersuchungen 
mit enthalten war, wird nur fiir die Summe von vier Differentialen, 
welche sich auf die Kanten cines windschiefen Vierseites (den Durch- 
schnittslinien der Ebenenpaare p,"') p,”)=0 und q,q, = 0) beziehen, 
geftihrt und gilt dann ohne weiteres fiir die Raumcurve selbst. Dieser 
einfache Zusammenhang beruht auf dem Umstande, dass sich in dem 
Differentiale D unter der Bedingung: vu, —0 die Gréssen dz; durch 
die Ebenencoordinaten du; unmittelbar ersetzen lassen. 

Zweitens kénnen aber auch die Werthe p und g nur als Symbole 
gedeutet werden (wie dies im terniiren Gebiete zuerst von Battaglini 
geschehen ist). Die einfache Rechnungsweise mit diesen, insbesondere 
das identische Verschwinden aller Determinanten, in denen mehr als 
zwei Reihen desselben Symboles vorkommen, griindet sich auf die in 
der ersten Auffassungsweise enthaltene Méglichkeit, jedem Symbole 
eine reale Bedeutung beizulegen. 


Die biquadratische Gleichung (5) kann dazu benutzt werden, das 
Differential auf eine Form zu bringen, in welcher es wiederum nur als 
Function einer wunabhdngigen Verinderlichen sich darstellt. Da diese 
Form eine Verallgemeinerung der im § 1. gefundenen bildet und bei 
den folgenden Betrachtungen Sfters vorausgesetzt wird, will ich die 
Entwickelung derselben-kurz andeuten. Man denke sich die schnei- 
dende Ebene u, und die benachbarte u, -+ du, durch dieselben zwei 
Punkte & und »; der Curve, also durch eine Secante derselben gelegt. 
Demnach setze man: 


“> 4s : . 2 2 
u==o0-2En, du—o-dztn, aPe—a,’—a?—a,’—0. 


Die Coordinaten x; bezeichnen einen beliebigen variabelen Punkt, 
die Formen: ~ die dreigliedrigen Unterdeterminanten aus den Punkt- 
coordinaten. Durch Substitution dieser Werthe von w und dw ver- 
schwinden die Coefficienten A und E unserer Gleichung; zwei Werthe 
des Differentiales werden 0, die beiden anderen sind: 


+ yn Ve. 
D=+/% 5. 


Man kann sich uun die weitere Rechnung, freilich mit Verlust 
der Symmetrie, dadurch erheblich vereinfachen, dass man annimmt, 


die Secante €y sei eine Erzeugende der Fliche a,? = 0; d. h. man 





a tots at 
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setzt aga, =. Denn es ist jedenfalls eine Fliche im Biischel vor- 
handen, fiir welche diese Relation besteht. Dentzufolge verschwinden 
in deg Ausdriicken fiir [ und A die Formen: A,,,, F,,, F,,, und 
‘es wird: 


= Aji? Fry ? A= Aj.” (3 Ajo)” ain 4 Aj19 Aso), 


also: 
my V—F, 
D= Pe ee 
, ‘ + V V3 Ajes® — 4 Aste Anee 
Nun ist: 
Pe, ae 
Fy, = (aBudu) = (aB x&y dxéy)* = — 2 (aga,)? (Equdz). 


Ferner findet man unter den vorausgesetzten Bedingungen: 

Ajj = 4azag: bz by - age, 

Ajy, = 44, Ag+ Gy Oy - BEBy + 4 aca, + a, ag- BgB, — 2a, - (aga), 

Ay, = 12 a, ag - BB, Yeyy — 6 a,” - (BzB,)*. 
Das Differential hat also den Werth: 

i | Enada | 
D=-+ V48- ema, - — i. 
oe ’ , V3 A122” —% Ajj2Ag:2 
Die Function unter der Quadratwurzel ist zufolge ihrer Entstehung 

das Product der vier tangirenden Ebenen, welche durch die Secante 
—y gehen; die Punktcoordinaten x sind véllig unabhingige Verinder- 
liche. Nach Entwickelung der unter der Quadratwurzel stehenden 
Formen hebt sich der Factor aga, /12 im Zihler und Nenner fort und 
es folgt: 


_ | énadz | 
Pwr _ 


wobei R = 
(2 iy Ag+ Oy Oy +2 a, Aye 2%g— Az + Hg ety)*—B aa: bz by (2a, ag - Bx By—az- BeBy).. 
Diese Form kann wieder zu einer symmetrischen gemacht und 


die Voraussetzung aga, = 0 fallen gelassen werden, indem man iiberall 


statt a,? den Werth a,? — a,” - “een substituirt. 
"yn 


§ 5. 
Die Parameterdarstellung der Curvenpunkte. 


Jedem Punkte der Curve ist zufolge der biquadratischen Gleichung 
bei unendlich kleiner Drehung der schneidenden Ebene ein bestimmter 
Differentialwerth zugehérig. Legt man also eine bestimmte Ebene 
als untere Grenze der auszufiihrenden Integration fest, und bewegt die 
schneidende Ebene nach irgendwelchem stetig verlaufenden Drehungs- 
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gesetze, so kommen jedem Punkte der Raumcurve Werthe des be- 
stimmten elliptischen Integrales zu. Zufolge des Gesetzes, dass die 
Summe der vier bei der unendlich kleinen Bewegung der Ebeyge ent- 
stehenden Differentiale immer gleich 0 ist, werden auch die Integral- 
werthe der in einer Ebene gelegenen Punkte eine constante Summe 
besitzen. Der Integralwerth eines Curvenpunktes kann sich bei con- 
stanter unterer Grenze, wenn der Integrationsweg ein anderer wird, 
nur um Vielfache der beiden Perioden des elliptischen Integrales 
indern, es besteht also fiir die Parameterwerthe von vier in einer 
Ebene liegenden Curvenpunkten die Relation: 


(1) u, + u, + u, + u, = C (mod @ und a’) *). 


Wir wollen nun die untere Grenze der Integrale so zu bestimmen 
suchen, dass die Constante C = 0 wird. Je nach der Art der Raum- 
curve wird man hierbei auf reelle oder imaginire Punkte gefiihrt. 

Die Raumcurven vierter Ordnung erster Species, welche reelle 
Gebiete besitzen, zerfallen iiberhaupt in zwei Hauptgruppen, die auch 
durch keine eindeutige Transformation in einander iibergefiihrt werden 
kénnen. Die eine Gruppe besteht aus allen zweitheiligen Curven; die- 
selben besitzen einen reellen Modul; die andere aus allen eintheiligen, 
deren Modul complex, aber vom absoluten Betrage 1 ist. Die zwei- 
theiligen Curven kénnen entweder aus zwei getrennt verlaufenden 
paaren oder aus zwei getrennt verlaufenden unpaaren Ziigen zusam- 
mengesetzt sein. Kin paarer Zug wird von jeder Ebene (also auch 
von der unendlich fernen) in 0, 2 oder 4, ein unpaarer in 1 oder 3 
Punkten geschnitten. 

Bei den aus zwei paaren Ziigen bestehenden Curven (Curven: ©) 
lassen sich durch jede Tangente noch 4 in einem weiteren Punkte 
beriihrende Ebenen legen; von diesen gehen zwei an den einen, zwei 
an den anderen Zug. Die biquadratische Gleichung R (x, 2) = 0 be- 
sitzt vier reelle Wurzeln; d. h. die vier Kegel des Biischels sind reell. 
Bei den aus zwei unpaaren Ziigen bestehenden Curven hingegen 
(Curven 6) giebt es durch jede Tangente keine in einem weiteren 
Punkte beriihrenden reellen Ebenen mehr; die Gleichung R (x, 4) =0 
liefert, wiewohl der Modul reell ist, vier imaginiire Wurzeln. Fiir die 
eintheilige, aus einem paaren Zuge bestehende Curve (Curven: y) ent- 


*) Fir alle zweitheiligen Curven ist @ reell, w’ rein imaginiir, wihrend bei 
den eintheiligen Curven die eine Periode complex wird. Aus der quadratischen 
Transformation dritter Art des elliptischen Integrales mit reellem Modul kann 
gefolgert werden, dass sich die complexe Periode der eintheiligen Curve in der Form 
o+a 

9 


darstellen lasst, wenn w die reelle Periode bedeutet. Math. Annalen. 


Ba. IX; p. 18. 
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hilt R(x, 4) zwei reelle und zwei imaginire Wurzeln; d. h. durch jede 
Tangente lassen sich noch zwei reelle, in einem neven Punkte beriihrende 
Ebenen legen; es sind zwei reelle Kegel im Biischel vorhanden*). 

Zufolge der Gleichung (1) besitzt jede Raumcurve 16 Punkte, in 
denen sie von einer Ebene vierpunktig geschnitten wird; von diesen 
16 Punkten sind fiir die zweitheilige Curve erster Art (a): 8, fiir die 
zweite Art (8): O und fiir die eintheilige Curve (y): 4 reell. In einen 
dieser Punkte muss der Anfangswerth des elliptischen Integrales ver- 
legt werden, damit die auf die Schnittpunkte einer Ebene beziigliche 
Constante gleich 0 sei. Ist dieses geschehen, so ergiebt sich folgende 
Vertheilung der Parameterwerthe: 

Bei den Curven a kénuen den Punkten des einen Zuges alle Werthe 
von 0 bis @ (mod @ und w’) zugetheilt werden, die Punkte des anderen 
Zuges erhalten alsdann die naimlichen Parameterwerthe, vermehrt um 


. . © ew oo’ . . . 
den rein imaginiren Werth =-- Ueber den Fortschreitungssinn, in 


welchem diese continuirlich auf einander folgenden Werthe auf dem 
einen Zuge vertheilt sind, kann eine beliebige Festsetzung getroffen 
werden. Dass damit auf dem anderen Zuge die Vertheilung der Parameter 
bestimmt ist, wird aus den Betrachtungen des folgenden Paragraphen 
sich ergeben. Conjugirt imagindre Punkte erhalten zu Folge dessen 
auch conjugirt imaginiire Argumente, ein Satz, der sich auch umkehren 
lasst. = 

Bei den Curven B bekommen alle Punkte des einen wie des anderen 
Zuges lauter complexe Werthe, so jedoch, dass der imaginire Bestand- 
theil derselben constant ist, und der reelle alle Werthe von 0 bis @ 
annimmt; denn die untere Grenze des Integrales ist complex und dieses 
selbst muss bis zu einem reellen Curvenpunkte auf einem imaginiiren 
Wege, dann aber auf einem durchaus reellen gefiihrt werden. Ist v 
der Werth des rein imaginiiren Bestandtheiles auf dem einen, w der 
auf dem anderen Zuge, so miissen dieselben den Gleichungen geniigen: 


3u0+w=0, 3w+v=0, (modo); 
denn es lassen sich reelle Ebenen construiren, welche den einen Zng 
in drei, den anderen in einem reellen Punkte schneiden. Aus diesen 





*) Alle diese Verhiiltnisse lassen sich leicht tibersehen, wenn man die Raum- 
curve von einem ihrer Punkte aus auf eine Ebene projicirt. Bei den Curven « 
wird der Zug, auf welchem das Projectionscentrum liegt, zu einem unpaaren, bei 
den Curven # zu einem paaren Zuge der ebenen C;. Von einer Secante, welche 
zwei Punkte des nimlichen Zuges verbindet, gehen also im ersten Falle vier reelle 
Tangentialebenen aus, von einer Secante, welche zwei Punkte verschiedener Ziige 
vereinigt, vier imaginire. Im zweiten Falle gelten diese Eigenschaften gerade 
umgekehrt. (Cremona: ,,Grundziige einer allgemeinen Theorie der Oberflichen“, 
deutsch von Curtze, p. 221 ff.) 
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Gleichungen folgt: 80 = 0, w= — 3v. Aber es erfiillen nicht alle 
Lésungen dieser Gleichung die im Wesen der Sache liegenden Be- 
dingungen. Denn da man auf keinem ausschliesslich reellen Wege von 
einem Punkte des einen Zuges zu einem des anderen gelangen kann, 
so miissen die complexen Werthe v und w von einander verschieden 
es ta 
4° 3? 4 
sprechend gleichen Werthe von w. Es bleiben mithin nur die Werthe: 


sein. Die Lésungen v = 0, bedingen aber die ent- 


a wre Se 
v= 5®@) ye? 3? 3 ?) 
zu ihnen gehdren beziiglich: 
w ae 5 a’ 3 a’ 1 a’ 3 oo’ 
Pie Sa 


. o’ - . 
Jeder dieser um = von einander verschiedenen Werthepaare kann 


den Argumenten der reellen Curvenpunkte als constanter imaginiirer Be- 
standtheil beigelegt werden; die Wahl eines Werthepaares hingt davon 
ab, welchem der 16 imaginiaren Osculationspunkte das Argument 0 ge- 
geben wird. Jeder dieser Punkte, die durch Viertheilung der Perioden 
gewonnen werden, kann nimlich hinsichtlich seines imaginiiren Argu- 
mententheiles vier verschiedene Werthe erhalten. Wir wollen die 


. 1 ’ 5 ’ oe 
Normirung v = 3%, w= aq fiir unsere Untersuchungen festsetzen ; 


wo der Nullpunkt des reellen Argumententheiles hierbei gelegen ist, 
wird aus der Betrachtung des Flichenbiischels zweiter Ordnung folgen. 

Durch eine Secante, welche jeden der beiden Ziige trifft, lisst sich 
ein Ebenenbiischel legen, dessen Ebenen zum Theil in conjugirt ima- 
giniren Punktepaaren schneiden. Bestimmt man zunichst die vier 


tangirenden Ebenen dieses Biischels, so miissen, wenn u, + ; 


Uy + =o die beiden festen Punkte darstellen, die Parameter x der 


Beriihrungspunkte der Gleichung geniigen: 
uy + t+ 204+ 20’ =0. 


oo, und 


Daraus folgt: 


Uy + Ue 5 ., Uy + u r, 
t=——— + 3; wm + + 33 


’ 


@. 


@l— 0/6 


Uy + Ue a Rau Uy + Us 


Reelle Ebenen, welche in conjugirt imaginiiren Punkten treffen, 
liegen zwischen der zweiten und dritten, und zwischen der vierten 
und ersten Ebene. In diesem Intervalle ist fiir jeden der beiden 


Punkte der reelle Werth constant gleich — Sf % , in jenem gleich 
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— Set Me > - Ueberhaupt sind die Argumente conjugirt imaginirer 


Punkte von der Form: 
a + =o + Bi und a+ zo — Bi. 


Bei den Curven y endlich geben wir allen Punkten des einen reellen 
Zuges Parameterwerthe von 0 bis @. Legt man wiederum durch irgend 
eine Secante das Ebenenbiischel, so enthalt dasselbe zwei Ebenen, welche 
in einem reellen Punkte beriihren; dieselben fiihren zu den Punkten: 

, Uy + Ue, Uy + Up a, 
ae ee Se 


Uy Hb te 


9 


fiir diesen Werth kann auch zufolge 


i ° a’ « 
der zweiten Periode — += gesetzt werden, so dass die 


reellen Argumententheile nicht von einander verschieden sind. (Vergl. 
Anmerkung p. 60.) 


In dem einen Intervalle zwischen den Beriihrungsebenen liegen 
Ebenen, welche in conjugirt imaginiren Punkten die Curve treffen ; bei fort- 
gesetzter Drehung in solch einem Intervalle gewinnt das Integral, welches 


. : see ss ° @ 
zuerst reell war, lauter rein imaginiare Zawiichse bis zu dem Werthe — ; 


d. h. conjugirt imaginiire Punkte haben auch hier conjugirt imaginiare 
Argumente, soweit dieses nicht durch Hinzufiigung der complexen Periode 
verdeckt ist. 


Die Beriihrungspunkte der 16 stationiiren’ Osculationsebenen er- 
halten, wenn einem derselben das Argument 0 gegeben wird, und 
die Perioden der Curve mit p und p’ bezeichnet werden*), folgende 
Wertbe: 





Pp p p+p 

(I) 0, Q? 9? 2 } 
(11) p S84 e Bie. 
4? 4? 4 2? 4 2? 
P, P,P 3p 3p , 3p’, 
am) ct 49: Ge eae 
Pp, Pp 3p ,p p , 3p 8p, 3p’ 
(lv) a Oe ee er ale oy fe 


Jede Ebene, welche durch irgend drei dieser Punkte gelegt wird, 
schneidet die Raumeurve wiederum in einem Osculationspunkte**). Dabei 


*) Der Gleichartigkeit wegen fiihre ich von jetzt ab diese Bezeichnungen 
ein; es ist fortan fiir die zweitheiligen Curven p = @, p’ = a’, fiir die eintheiligen 
, @+o’ : Se se bas 
p=, p — 2 setzen; w ist reell, w rein imaginiir. 
**) Vergl. hierzu: Reye, Sopra le curve gobbe di quart’ordine e prima specie. 
Amnali di Matemat., 8. II, T. II, p. 222. 
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kann derselbe Punkt einfach, zweifach und vierfach zihlend auftreten. 
Unter den 105 Ebenen, welche, von einem dieser Punkte ausgehend, 
noch zwei andere enthalten, giebt es 6, in denen die Tangente dieses 
festen Punktes und 12, in denen die Tangente eines anderen Punktes 
gelegen ist. Die iibrigen 87 Ebenen werden je auf drei Weisen con- 
struirt. Mithin folgt: Die 16 Osculationspunkte lassen sich im Ganzen 
116 mal zu Gruppen von vier von einander verschiedenen Punkten so 
anordnen, dass eine Ebene durch jede Gruppe hindurchgeht. Diese 
Ebenen kénnen zu Tetraedern zusammengesetzt werden, so dass auf 
jedem Tetraeder alle 16 Punkte gelegen sind. 

Unter denselben ist das eine besonders ausgezeichnet, auf dessen 
Seiten sich je vier Punkte befinden, deren Argumente um halbe Perioden- 
werthe sich unterscheiden. In dem obenstehenden Schema sind diese 
Punktquadrupel in eine Horizontalreihe gesetzt, die zugehérigen Ebenen 
durch (I) bis (IV) bezeichnet. Aus dem folgenden Paragraphen wird 
der Beweis des bekannten Satzes hervorgehen, dass diese vier Ebenen 
nichts anderes sind, als die Seiten des dem Flaichenbiischel zugehérigen 
Polartetraeders. Die Aufgabe, die 16 stationiren Osculationspunkte und 
damit die gewahlten unteren Grenzen des elliptischen Integrales zu 
bestimmen, fiihrt also auf das durch zwei biquadratische Gleichungen 
algebraisch lésbare Problem, die Durchschnitte mit den Seiten des 
Polartetraeders zu ermitteln. 

Auch die Realitiitsverhiltnisse dieses Punktsystemes lassen sich 
leicht tibersehen. Ich beschriinke mich auf die Angabe folgender Sitze: 

Fiir die Curven a sind alle vier Ebenen (1) bis (IV) reel; es 
enthalten indess nur die Ebenen (1) und (II) je vier reelle Schnitt- 
punkte, von denen immer zwei auf dem einen, zwei auf dem anderen 
Zuge sich befinden. In jeder der Ebenen (IIL) und (IV) verlaufen 
zwei reelle Gerade, auf denen je ein conjugirt imaginires Punktepaar 
gelegen ist. 

Fiir die Curven B sind alle vier Ebenen und alle ihre Schnittpunkte 
mit der Curve imaginir. Es giebt indess 8 reelle Linien, auf denen 
je zwei conjugirt imaginire Punkte gelegen sind. Dieselben verbinden 
einen Punkt der Ebene (1) mit einem Punkte. der Ebene (II1), und 
einen Punkt der Ebene (II) mit einem von (IV). 

Fiir die Curven y sind nur die Ebenen (1) und (II) reell; sie 
schneiden die Curve in je zwei reellen Punkten, wihrend die anderen 
Punktepaare conjugirt imaginir und also auf zwei reellen Geraden 
gelegen sind. Je ein imaginirer Schnittpunkt der Ebene (III) befindet 
sich mit je einem der Ebene (IV) auf einer reellen Geraden. 

Projicirt man die Raumecurve von einem dieser 16 Punkte aus auf 
eine beliebige Ebene, so entspricht dem Projectionspunkte ein Wende- 
punkt der Bildcurve dritter Ordnung. Die mit demselben auf einer 
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Seite des Polartetraeders gelegenen Punkte werden die drei Durch- 
schnitte der zu diesem Wendepunkte gehdrigen harmonischen Polaren, 
wihrend die drei tibrigen Systeme von Quadrupeln in die Beriihrungs- 
punkte der 12 Tangenten iibergefiihrt werden, welche sich an die 
ebene C, von diesen Schnittpunkten aus legen lassen. 


Bei der Projection der Raumcurve von irgend einem ihrer Punkte 
aus, dessen Argument u ist, entsprechen diejenigen neun Punkte den 
Wendepunkten der ebenen C,, welche ihre Osculationsebenen durch u 
senden. Die Argumente derselben ergeben sich aus der Gleichung 
32-+u=0, welche zu einem Punkte w neun Punkte 2 bestimmt, 
von denen, falls « reell ist, fiir alle drei Arten von Curven immer 
drei reell sind. 


Insbesondere giebt es Punktepaare auf den Curven, welche in der 
gegenseitigen Beziehung zu einander stehen, dass die Osculationsebene 
des einen durch den anderen Punkt hindurchgeht. Sind u und v die 


gesuchten Argumente, so miissen dieselben den Gleichungen Geniige 
leisten : 


3u+v=0, 3v+u=0, (modp und p), 
oder 


8u=0, v= — 3u. 


Unter den 64 Liésungen dieser Gleichung sind die 16 stationiren 
Osculationspunkte enthalten, fiir welche die Werthe von u und wv zu- 
.sammenfallen, Es bleiben mithin noch 48 Punkte oder 24 Punktepaare. 
Fiir die Curven « und y sind nur vier, beziiglich zwei dieser Paare 
reell, und die Punkte eines Paares liegen immer auf demselben Curven- 
zuge. Dagegen besitzen die aus zwei unpaaren Ziigen bestehenden Curven 
(y) 8 reelle Paare; die Punkte eines Paares befinden sich auf verschiedenen 
Ziigen. Die Bestimmung derselben ist fiir die Parametervertheilung 
von Werth, weil hierbei eine geometrische Eigenschaft fiir ein Punkt- 
system zu Tage tritt, in welchem auch der Nullpunkt des reellen Argu- 
mentes enthalten ist. 

Bei einer Projection der Raumcurve von solch einem Punkte wu aus, 
entspricht dem Punkte v ein Wendepunkt der ebenen C,, wihrend dem 
Punkte uw der Beriihrungspunkt einer von diesem Wendepunkte aus- 
gehenden Tangente zugeordnet ist. 


Der Vollstindigkeit halber erwihne ich noch zum Schlusse der véllig 
imaginiren Curven (0), welche durch den Schnitt zweier reellen Flichen 
erhalten werden. Dieselben treten indess fiir die,geometrische Anschauung 
zuriick und werden auch im Folgenden nur gelegentlich beriicksichtigt 
werden. Vor allen iibrigen imaginiren Curven vierter Ordnung sind sie 
dadurch charakterisirt, dass zu jedem Curvenpunkte der conjugirt ima- 
ginare sich gleichfalls auf der Curve vorfindet. Der Modul des elliptischen 

Mathematische Annalen. XII. 5 
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Integrals ist reell; von den beiden Perioden kann demnach die eine als 
reell, die andere als rein imaginiir vorausgesetzt werden. Denkt man 
sich auch hier-den Anfangswerth des elliptischen Integrales in einen der 
16 stationiiren Osculationspunkte verlegt, so fragt sich, durch welche 
Relation die Argumente conjugirt imaginiirer Punkte verbunden sind. 
Ist « + £i das Argument des einen Punktes, so kann das Argument 
des anderen sich von « — fi nur um eine Constante unterscheiden. Denn 
a + Bi entsteht vom Nullpunkte aus auf einem Wege, der conjugirt ist 
zu demjenigen, auf welchem a— i von dem zum Nullpunkte conjugirten 
Punkte aus erreicht wird. Der Werth dieser Constanten: c-+-c'i ergiebt 
sich ohne besondere Rechnung aus folgender Betrachtung: Ist a— Bic 
+ ci conjugirt zu «+i, so muss auch umgekehrt (a+ 6i+¢—¢i) 
+(e+¢%) gleich a + Bi sein; das heisst 2c = 0 (mod p). Da ¢ nicht 
gleich 0 sein kann, (denn sonst gibe es conjugirt imaginiire Punkte mit 


demselben Argument), so iste =. Fiir den Werth von c’i folgt, indem 
rg ? 2 ? 


man sich eine reelle Ebene durch zwei conjugirt imaginiire Punkte- 
paare gelegt denken kann, die Gleichung 2c’i = 0 (mod p’); mithin ist 
éi=0, oder &. Jeder dieser beiden Werthe kann fiir ¢ gewahlt 


werden, und die Wahl eines Werthes hingt wiederum davon ab, welcher 
der 16 Punkte als Nullpunkt angenommmen ist*). Wir wollen fiir 


das Folgende die Normirung «+61 und a- pi+2 festsetzen. Aus 


dem obigen Schema (pag. 63) folgt, dass fiir die Curven 6 alle Ebenen 
I bis IV reell sind, indem jede derselben 2 Paare conjugirt imaginirer 
Punkte enthilt. 


§ 6. 
Die Erzeugung der Raumcurven durch zugeordnete Punktsysteme. 


Durch irgend eine Tangente der Curve lassen sich vier Ebenen 
legen, welche die Curve in einem weiteren Punkte beriihren, und jede 


“dieser Ebenen ist Beriihrungsebene an einem der vier Kegel. Ist u das 


‘Argument eines beliebigen Punktes, so ergiebt sich das Argument x 
des gesuchten Beriihrungspunktes aus der Gleichung: 


2u-+ 22=0, (mod. p und p), 
*) Sind z, B. 0 und a die Argumente zweier conjugirter Punkte, so gehen 
dieselben, indem man jedem Punkte das Argument P 


+ 
Pond — Fr +(2 + zy) iiber. Bei der ersten Relation liegt die Tangente des 


zufiigt, in die Relation 


+ 
Nullpunktes auf einem reellen Kegel, bei der zweiten auf einem imaginiren. 
Vergl. den folgenden Paragraphen. 
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dd. h. legt man durch den Punkt u die vier Struhlen, welche beziiglich 
nach den Punkten: 


’ +p’ 
=) esky ei he a 


fiihren, so sind diese die von dem Punkte ausgehenden Kanten der vier 
Kegel; und umgekehrt schneidet auch jede Kante eines Kegels die 
Curve in zwei Punkten, die in einer dieser vier Relationen zu einander 
stehen. Jeder dieser vier Kegel ist also durch einen der Werthe: 
0. 2. w. ptr 

6 2B es 

Betrachtet man nun eine der vier im vorigen § angegebenen Ebenen, 
so erkennt man, dass die 6 Seiten des von den vier Punkten gebildeten 
volisténdigen Viereckes paarweise die Karten von drei Kegeln sind, 
so dass also diese Ebenen je drei Kegelcentren enthalten*), 

Insbesondere sind die Tangenten der Curve in den Berihrungs- 
punkten der 16 stationiren Osculationsebenen Kegelkanten, so zwar, 
dass die Tangenten von vier in einer Tetraederebene gelegenen Punkten 
durch die gegeniiberliegende Ecke gehen. 

Bei den Curven @ enthalten also zwei der Kegel je vier reelle 
Tangenten und nur auf diesen beiden ist es méglich, reelle Erzeugende 
zu construiren, welche in imaginiren Punkten schneiden. Bei den Curven 
y enthalt jeder der beiden reellen Kegel je zwei reelle Tangenten der 
Curve, d. h. auch hier lassen sich reelle Erzeagende mit imaginaren 
Schnittpunkten finden. Bei den Curven d sind iiberhaupt die Erzeugen- 


charakterisirt. 





den nur auf den beiden Kegeln, welche zu den Werthen 0 und g gehoren, 


reell, wahrend die anderen beiden imaginire Kegel mit reellen Centren 
darstellen**), 


Je zwei Punkte der Reihe: 
p , 
=, —u+%, —e+ >, —u+ Ptr | 


deren Argumente um halbe’ Perioden von einander differiren, sollen 
correspondirende Punkte heissen. Zu einem Punkte gehéren also drei 
verschiedene correspondirende Punkte und die drei Arten der Corre- 
spondenz entsprechen den drei Werthen der halbirten Perioden. Unter- 
scheidet man diesen drei Werthen: £ ‘ fo i 12 entsprechend Corre- 
spondenz erster, zweiter und dritter Art, so gehéren bei den Curven a 
und 6 zu einem reellen Punkte u drei reelle correspondirende, von denen 


der erste auf dem niimlichen Zuge wie u, die anderen auf dem anderen 





*) Staudt, Beitriige zur Geometrie der Lage, p. 358. 
**) Cremona a. a. O. p. 224. 
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Zuge sich befinden. Bei den Curven y vereinigt nur die Correspondenz 
erster Art reelle Punkte. 


Zwei correspondirende Punkte haben die Eigenschaft, dass die. vier 
Kegelkanten, welche von dem einen Punkte ausgehen, sich mit den 
Kegelkanten des anderen Punktes kreuzweise auf der Curve schneiden, 
so dass also die beiden Punkte zweimal mit je zwei Kegelcentren in einer 
Ebene liegen. Oder wie wir auch sagen kénnen: Die Verbindungslinie 
uweier correspondirender Punkte schneidet immer ein Paar von Gegen- 
kanten des Polartetraeders, und umgekehrt enthilt jede Secante, welche 
von irgend einem Punkte der Tetraederkante ausgeht, zwei correspon- 
dirende Punkte wnd schneidet die Gegenkante des Tetraeders (Ausnahme- 
punkte bilden nur die vier Ecken des Tetraders, von denen aus sich 
unendlich viele Secanten legen lassen). 

"Alle Secanten der Raumeurve, welche die in einem Punkte con- 
struirte Tangente ausser in ihrem Beriihrungspunkte treffen, schneiden 
auch die Tangente des correspondirenden Punktes. Verbindet man 
iiberhaupt zwei beliebige Punkte der Curve durch eine Gerade, so treffen 
alle Secanten, welche diese Gerade ausser in den Curvenpunkten schnei- 
den, auch die Verbindungslinie der correspondirenden Punkte; d. h. die 
beiden einander correspondirenden Verbindungslinien haben auch die 
Eigenschaft, zwei Erzeugende einer die Raumcurve enthaltenden F'liche 
zweiter Ordnung zu sein, eine Eigenschaft, durch welche allein sie 
iibrigens noch nicht definirt sind. 


Kine Raumcurve vierter Ordnung ist durch zwei Paare correspon- 
dirender Punkte und drei weitere Punkte bestimmt. Denn sind a, a, a, 


. . . i} 
die Argumente dieser drei letztgenannten Punkte, ferner w und w+ ‘ ; 


D . . 
v und » + F die Argumente der correspondirenden Punktepaare, so 


. . - i] 
kann man, da die Verbindungslinien: u,v und u++- ?., » + E Erzeugende 


einer Fliche des Biischels sind, diese Fliiche vermittelst projectiver 


Ebenenbiischel darstellen; ebenso liefern aber auch die Geraden: u, v + £ 


erscheint als Schnitt dieser beiden; d. h. in jeder durch zwei Punkte, 
wie w und v, gelegten Ebene ist der Schnitt einer Geraden mit einem 
Kegelschnitte zu bestimmen. 


Drei Paare correspondirender Punkte derselben Art sind in ihrer 
gegenseitigen Lage nicht mehr von einander unabhingig. Denn sind 


u,v, w die Argumente dreier Punkte, «u + ‘, vo+ ‘, w+ - die 


der correspondirenden, so miissen sowohl die Ebenen durch: 
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u v w 
u o4+2 w+ 

u+% v w+t2 

uf oft w 


wie auch die Ebenen durch: 


D U) 
uz o4+4 w+t 








u+- v w . 
u v+2 w 
u v w+ 


9 
sich beziiglich in den Curvenpunkten: 


P 
2 





—u—v—w und —u—v—w+ 
schneiden. 

Eine sehr einfache lineare Construction der Raumcurve ergiebt sich 
durch eine andere Art von Zuordnung ihrer Punkte. Legt man niimlich 
von einem Punkte u die 9 Ebenen, welche die Curve in einem weiteren 
Punkte osculiren, so folgt das Argument x dieser Punkte aus der 
Gleichung: " 


82+u=0, c=—2 44, (w=p,p’). 


Diese neun Punkte lassen sich auf 12 Weisen zu Tripeln anordnen, 
so dass die Punkte eines Tripels um den niamlichen Drittheil der 
Perioden differiren; je drei solcher Punkte sollen ein T'ripel conjugirter 
Punkte heissen. Bei der Projection der Raumcurve von einem ihrer 
Punkte aus auf eine beliebige Ebene entstehen aus solchen neun Punkten 
jedesmal neun Punkte der ebenen C,, welche die Projectionen eines 
bestimmten Curvenpunktes von den neun Wendepunkten aus bilden, 
und also entsprechend den 12 Wendepunktslinien zu 12 Inflexionstripeln 
angeordnet werden kénnen. Dieselben werden nach den vier Wende- 
punktsdreiseiten in vier Arten zusammengefasst. 

Ein reeller Curvenpunkt gehért einem und nur einem Tripel con- 
jugirter Punkte an, welches lauter reelle Punkte vereinigt. Die drei 
Punkte befinden sich dann immer auf dem nimlichen Curvenzuge. 
Sind nun zwei reelle Tripel derselben Art gegeben: 


P 2p 
u, ut, ut) 


2p 
v, o++, o+ + 











. te 
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(w und v kénnen demselben Zuge oder verschiedenen angehdren), so 
lege man durch je drei Punkte eine Ebene, deren Durchschnitt einen 
neuen Punkt der Raumcurve bestimmen wird; nimlich die Ebenen durch: 


>. p p 2p. 2p 2p 
uwveots; ors +s ot as et 0+ Yo 


schneiden sich im Punkte: — wu — 2v + 2R, Die Ebenen durch: 
2p. Pp : wn 2p 2p P 
uwvo+ts; ut . o+ 3 83 u+ ; o+ : v+ 5 
im Punkte — u — 2v+ 4 - Endlich die Ebenen durch: 
9 
uo+F v+ =P u+ vo+ aE v; u+—? vot P 


im Punkte — «w— 2v. Es sind somit drei neue Punkte der Curve ge- 
funden, die selber wieder ein Tripel conjugirter Punkte bilden. In- 


dem man nun die nimliche Operation z. B. auf die Tripel wu, w+ rf P 
u + *P und das eben construirte anwendet, erhilt man z. B. das Tripel: 
lu+4v, lut+4v+%, 1u+4v4*?. 


Auf diese Weise lisst sich die Construction im Allgemeinen unbegrenzt 
fortsetzen, und liefert jedesmal als Schnitt dreier Ebenen, welche durch 
je drei Punkte gelegt sind, einen neuen der Curve angehérigen Punkt*). 
Diese Construction giebt in ihrer Einfachheit ein Analogon zur 
Schréter’schen Construction der ebenen Curve dritter Ordnung aus 
drei Paaren correspondirender Punkte. Wollte man die ebene Curve 
dritter Ordnung aus conjugirten Punktetripeln darstellen, so ist zu be- 
merken, dass zwei Tripel in der Ebene in ihrer Lage nicht mehr un- 
abhiingig von einander sind, und dass die Curve dritter Ordnung erst 
durch zwei Tripel und einen willkiirlich angenommenen Punkt be- 
stimmt ist (analog der Bestimmung der Raumcurve aus drei Paaren 
correspondirender Punkte) **). 





*) Auf die weiteren geometrischen Eigenschaften dieser Construction will 
ich hier nicht eingehen. Es entsteht die Frage: welche Art von Curven ist durch 
zwei conjugirte Tripel festgelegt und auf welchem Zuge liegt jeder der gegebenen 
Punkte, sowie jeder weitere aus ihm construirte. Liegen uw und v auf dem niim- 
lichen Zuge einer zweitheiligen Curve erster Art («), so erhilt man durch diese 
Tripelconstruction nur die Punkte eines Zuges. Es ist indessen nicht schwer, 
auch den Uebergang zum anderen Curvenzuge vermittélst projectiver Ebenen- 
biischel zu vollziehen. Aus det folgenden Paragraphen geht niimlich hervor, 
dass durch zwei conjugirte Tripel je drei Erzeugende derselben Schaar von drei 
Flachen des Biischels gegeben sind. 

**) Es folgt hier beiliiufig der Satz: Zwei beliebige Dreiecke im Raume lassen 
sich auf einfach unendlich viele Weisen von einem Punkte des Raumes auf jede 
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§ 7. 


Das Secantensystem der Curven. 


Wie die Kanten der vier Kegel dadurch erhalten werden, dass 
man einen Punkt uw der Raumcurve mit den Punkten: 


Pp py p+p 
8 Oe, — OH ey Of HF 


verbindet, so lassen sich auch die Erzeugenden aller anderen Filachen 
des Biischels in gleich einfacher Weise kennzeichnen. Ordnet man 
nimlich einem Punkte uw denjenigen Punkt zu, welechem das Argu- 
ment —u-+C zukommt (wobei C eine beliebige Grésse innerhalb des 
Periodenparallelogrammes bedeutet), so entspricht: auch umgekehrt der 
Punkt « dem Punkte —u-+C. Durch die Verbindungslinien zuge- 
ordneter Punkte erhilt man eine einfach unendliche Schaar von Ge- 
raden; durch jeden Punkt der Curve geht eine Linie der Schaar und 
auf jeder Linie liegen zwei Ourvenpunkte. _Betrachtet man nun zugleich 
die Zuordnung « und — u — C, und die durch dieselbe entstandene 
Schaar von Erzeugenden, so ist evident, dass jede Gerade der ersten 
Schaar von jeder Geraden der zweiten Schaar geschnitten wird; denn 
die Summe von wu, —u+C, vo, —v—C ist congruent 0, welchen 
Werth w und v auch haben mégen. 

Mithin bilden alle Secanten (u und'—u-+C) die eine, alle Secanten 
(wu und — wu — C) die andere Schaar einer und glerselben Fliche eweiter 
Ordnung und jede Fiche des. Biischels wird durch einen bestimmten 
Werth von C charakterisirt. 

Diese Darstellung gewahrt zuniichst eine Orientirung iber die 
Realitaét der Erzeugenden der Flichen bei den verschiedenen Curven- 
arten: Es giebt bei allen drei Curven Flachen mit reellen Erzeugenden. 
Bei den Curven a sind dieselben entweder durch reelle Werthe von 0 
(auf diesen Flaichen schneiden die reellen Erzeugenden theils in ‘ima- 
giniren Punkten theils zweimal denselben Zug) oder durch complexe 


Werthe, deren imaginirer Bestandtheil f ist, charakterisirt; (hier 
schneidet jede Erzeugende jeden der beiden Ziige). Bei den Curven B 
werden dieselben nur durch complexe Werthe von C, ha imaginarer 
Bestandtheil constant gleich P” (oder auch — —_ =~.) ist, geliefert. 
Die Erzeugenden der einen Schaar treffen rit nimlichen Curvenzug 


zweimal (zum Theil enthalten sie auch ein imaginires Punktepaar), die 
Erzeugenden der anderen Schaar dagegen schneiden jeden der beiden 


Ebene so projiciren, dass die Dreiecke in der Ebene auf drei Arten perspectivisch 
liegen. Die Projectionscentra befinden sich auf einer Raumcurve vierter Ordnung, 
fiir welche die*gegebenen Dreiecke zwei Tripel conjugirter Punkte bilden. 
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Ziige und besitzen demnach immer zwei reelle Schnittpunkte. Bei den 
Curven y und d werden Flichen mit reellen Erzeugenden nur durch 
reelle Werthe von C dargestellt; die Erzeugenden einer Fiche schneiden 
den Curvenzug y theils zweimal, theils in imaginiren Punkten. 


Reelle Flachen mit imaginiren Erzeugenden gehéren bei den Curven 
a, y und @ zu rein imaginaéren Werthen von C oder, was fiir die Curven 


y dasselbe bedeutet, zu complexen, deren reeller Bestandtheil F ist; bei 


den Curven sind solche gar nicht vorhanden, da man zu einem Punkte 
u niemals zwei conjugirt imaginire Punkte von der Form — u+C 
und — « — C erhalten kann. 


Damit die auf einer Fliche C verlaufende Curve eine Erzeugende 
der Fliche tangire, muss die Bedingung bestehen: 
. —u— C=u oder -u+C=u 
also: 
2u = — C oder 2u=C. 


Jede dieser Gleichungen liefert vier Werthe’fiir w, die sich zu 6 Paaren 
von correspondirenden Punkten anordnen lassen; d. h. es giebt auf’ jeder 
Fliiche in jeder der beiden Schaaren vier Erzeugende, welche zugleich 
Tangenten der Raumcurve sind. Bei den Curven a@ sind in den drei 
genannten Fallen beziiglich 8, 0 und 0 Tangenten reell, bei den Curven 
6B in dem einen Fall reeller Flichen jedesmal 4, bei den Curven y 
beziiglich 4 und 0. Die Osculationsebenen der Curve in diesen Punkten 
sind Tangentialebenen der zugehdrigen Fliche. 

Betrachten wir die beiden Tetraeder, welche von den Beriihrungs- 
punkten jeder dieser beiden Systeme gebildet werden. Die vier Linien, 
welche eine Tetraederecke mit den Ecken des anderen verbinden, sind 
nach dem obigen Satze Erzeugende der vier Kegel, d. h. die beiden 
Tetraeder liegen auf vier Arten perspectiv zu einander. Die Anordnung 
ist folgende: Werden die Ecken des einen Tetraeders durch 1, 2, 3, 4, 
die des andern durch 1’, 2’, 3’, 4 bezeichnet, so sind die Linien 

11° 22° 33° 44 Kanten des Kegels I 
12’ 21’ 34 43’ Kanten des Kegels IJ 
. 138 24 31° 42’ Kanten des Kegels III 
14 23° 32° 41° Kanten des Kegels IV. 
Es schneiden sich demnach auch (die rémischen Zahlen bedeuten die 
Centren der vier Kegel): 


LJ 2II 3III 4IV im Punkte 1’ 
[a ae 3IV 4 EI im Punkte 2’ 
1TII 21I1V 31 4II im Punkte 3’ 
1IV 221% 312 42° im Punkte 4, 
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d. h. jedes der beiden Tetraeder liegt auch mit dem Polartetrader des 
Fliichenbiischels perspectiv. 

Diese Punkte sind sonach, wie auch aus dem Satze p. 68 folgt, 
zu je 6 in 12 Ebenen vertheilt. 


Zur Construction drei solcher auf vier Arten perspectiv liegender 
Tetraeder im Raume kann immer eines ganz willkiirlich angenommen 
werden, und ausserdem noch ein Eckpunkt. Denken wir uns das Te- 
traeder J---IV als gegeben und iiberdies den Punkt 1, so werden 
die Punkte 1’---4’ so construirt, dass man die Strahlen 17, 17, 1 III, 
1IV zieht, und auf denselben jedesmal den vierten harmonischen Punkt 
zu 1 in Bezug auf die Tetraederecke und den Durchschnitt mit der 
gegentiberliegenden Tetraederebene bestimmt. Die naimliche Construc- 
tion fiihrt von irgend einem der so construirten Punkte zu den Punkten 
1, 2, 3, 4. Zwischen den Tangenten der Raumcurve in diesen 
Punkten besteht noch die Eigenschaft, dass jede Tangente des einen 
Quadrupels sich mit den Tangenten des anderen auf einer der vier 
Tetraederebenen schneidet. 

Hr. Voss hat in seiner Abhandlung: ,,Die Liniengeometrie in 
ihrer Anwendung auf die Flichen zweiten Grades“*) auf die wind- 
schiefen der Curve eingeschriebenen Vierseite aufmerksam gemacht, 
deren Seiten Erzeugende zweier Flichen sind. Die Relationen, welche 
hierbei stattfinden, lassen sich leicht mit Hilfe der Parameterdarstellung 
iibersehen. : 

Sollen die Gegenseiten des Vierseits Erzeugende derselben Schaar 
zweier Flichen sein, so miissen, wenn die aufeinanderfolgenden Eck- 
punkte mit: w, v, —v-+ C, —u-+C bezeichnet werden, die Glei- 
chungen bestehen: 


yu=—utC, —v0+C=u-C+7, 
u+OC+C=u—C+C’ oder 2C’=+ 20. 


Die Lésung C’ = + C liefert keine eigentlichen Vierseite; als brauch- 
bare Lésungen erhilt man die von u villig unabhingigen Werthe: 


d. h. 





Cm+0+2, Umto+2, cm c+ Ht. 


Es giebt also zujeder Fliiche des Biischels drei zugeordnete, welche die Eigen- 
schaft haben, dass sich je zwei Erzeugende aus einer Schaar der einen Fiche 
mit je zwei Erzeugenden aus einer Schaar der anderen Fliche schneiden. 
(Man kann die Kigenschaft auch so aussprechen: Die vier Flaichen 


C, C+ u. s. w. liegen paarweise mit einem linearen Complexe in 


*) Math. Annalen Bd. X, p. 147 ff. 
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Tnvolution.) Bei den zweitheiligen Curven (« und ) sind einer reellen 
Fliche immer drei reelle in dieser Weise zugeordnet, bei den ein- 
theiligen (7) nur eine reelle. Die gegeniiberliegenden Ecken des Vier- 
seites sind Paare correspondirender Punkte derselben Art. 

Insbesondere sind auch in dem Biischel Fliichenpaare vorhanden, 
bei denen beide Arten von Erzeugenden sich gegenseitig durchschneiden ; 
(so dass also eine Schaar von Erzeugenden auf der einen Fliache nicht 
nur mit einer, sondern mit jeder Art von Erzeugenden der anderen 
Flache einem linearen Complexe angehiért). Die Bedingung hierfiir ist 
folgende: 


Das Linienpaar: « und — u + C, v und — v + C muss von einem 
Paare der Erzeugenden einer Fiche — C’ geschnitten werden; ebenso 
das Linienpaar « und —u-+ C, w und — w + C von einem Paare der- 
selben Fliche — C’. Demnach finden die Gleichungen statt: 


o=—utC’, w=—u-—C, 
—vtC=u—C4+0, —w4+C=u—-C-C. 


Daraus folgen, indem sich uw, v, w eliminiren, zwei Bedingungsglei- 
chungen zwischen C und C’: 


20=2C, 2C=—2C’ 
4C=0. 


Ausser den vier Kegeln, welche selbstverstaindlich der gestellten Be- 
dingung geniigen, giebt es also noch 6 Flaichen, entsprechend den 
Werthen: A (oder P), a - (oder *P a F); f (oder “zy, 
+E (oder F+ °F) E+ oder B+ °F), “P+ (oder f+ F): 
Diese Filaichen lassen sich zu drei Gruppen von je zwei zusammenge- 
hérigen anordnen; — in der hingeschriebenen Reihenfolge gehéren 
zwei aufeinanderfolgende zusammen. Es sind also drei Flachenpaare 
vorhanden, welche in der geforderten Relation zu einander stehen*); 
dieselben sind'‘auch dadurch ausgezeichnet, dass sie von den 120 Ver- 
bindungslinien der 16 stationiren Osculationspunkte je 16 als Erzeugen- 
de besitzen. (Die iibrigen 24 in den Tetraederebenen gelegenen Linien 
gehéren zu 6 einem der Kegel an.) Bei den Curven a@ sind -zwei 
Flaichenpaare reell; das eine besitzt reelle Erzeugende, das andere nicht. 
Bei dem ‘Curvérf*sind gleichfalls: zwei Paare reell; die 8 reellen Ver- 
bindungsgeraden *der’stationiiten Osculationspunkte sind hierbei auf 
ein Flichenpaar vertheilt. Bei.den Curven y endlich ist nur ein Paar 


das heisst: 





*) Analytisch sind diese Fliichenpaare im Biischel dadurch charakterisirt, 
dass ihre simultanen Invarianten © und ©’ verschwinden. Voss a. a, O. p. 177. 
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von Flichen reell; die eine derselben, auf welcher vier reelle. Ver- 
bindungslinien verlaufen, ist geradlinig, die andere nicht. 

Es lasst sich aber noch eine zweite Art von windschiefen Vier- 
seiten der Raumcurve einschreiben, bei welchen namlich ein Paar von 
anliegenden Seiten aus Geraden besteht, welche Erzeugende der beiden 
Schaaren einer und derselben Fliche sind. Vom Punkte u ziehe man 
die Linien nach — wu + C und — wu — C, und suche einen Punkt v so 
zu bestimmen, dass die Verbindungen von v mit diesen beiden Punkten 
einer Fliche angehédren. Es muss demnach: 

—u—C=-—v40, —uw+C=—v-C 
sein; d. h, 


—u—C=—u+C+ 2C oder 2C = —20C. 


Durch diese Fordgrung sind also jeder Fliiche dieselben drei, wie vor- 
hin zugeordnet; aber die Erzeugenden eines Flichenpaares sind jetzt 
in anderer Weise gruppirt. 


Ks bietet sich hier Gelegenheit, nochmals auf die Parameterverthei- 
lung bei den Curven £ zuriickzugehen, um die Art der Bestimmtheit der- 
selben zu erkennen. Nachdem man die imaginiren Schnittpunkte zweier 
Tetraederebenen construirt hat, werden die vier reellen Geraden gezogen, 
welche die Punkte eines Ebenenpaares verbinden. Diese vier Geraden 
liegen auf einer bestimmten Flache des Biischels, welche je zwei Tangen- 
ten mit jedem Curvenzuge gemein hat. Setzt man fest, welche reelle 
Gerade dic -Punkte 0 und f verbinden soll, so muss diejenige reelle 


Gerade, zu welcher man bei continuirlichem Fortgang innerhalb der- 
selben Schaar von Erzeugenden gelangen kann, ohne eine der vier Tan- 


und = besitzen, Die beiden 
Tangenten, welche dieses Linienpaar einschliessen, fiihren dann zu den 
Punkten 0+ c. und 0 + 2 4 Damit sind die Nullpunkte des reellen 
Argumententheiles auf den beiden Ziigen festgelegt, und es ist auch nicht 


2 . . 
genten zu tiberschreiten, die Argumente f 





mehr zweifelhaft, welchem Zuge der constante Werth f- und welchem sf, 
zukommt; desgleichen hat man die Punkte f ao x und z a oP - In wel- 
chem Fortschreitungssinne nun die Parameter von 0 bis f auf jedem Zuge 
wachsen, dariiber kann noch eine beliebige Festsetzung getroffen werden ; 


denkt man sich z. B. durch die Verbindung von 0 ps und -. 422 
die vier tangirenden Ebenen gelegt, so kann man den Punkt a und +P 


auf den Ziigen durch eine willkiihrliche Bestimmung fixiren. 
Von einer Secante, welche zwei Punkte mit den Argumenten u 
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und » verbindet, gehen vier Tangentialebenen aus, welche beziiglich 
nach den Punkten: 


u+tv uto , p ote u+v , pty 
—*#, —SPae, 48, — spy ete 





? 


fiihren. Die Tangenten in diesen Punkten treffen die angenommene 
Secante in vier Punkten, deren Doppelverhiltniss, fiir alle Secanten 
constant, gleich dem Doppelverhiltniss der vier entsprechenden Tan- 
gentialebenen ist. In gleicher Weise lassen sich nun alle Secanten, 


welche die Linie u v treffen, in Quadrupel anordnen, némlich: 





uto C uto utv Cp utv C, pty 
ae 2? ae. c +e, a: 7a 9 to? ae ih | ee 
uto, C v uto, OC ’ 

Hop 0 wbe Cy pete Oy whe Oy be 


Je zwei unter einander stehende Punkte sind dabei durch eine Secante 
verbunden gedacht, und giebt man der Grosse ; alle méglichen Werthe 
innerhalb des geviertheilten Periodenparallelogrammes, so erhalt man 
alle Secanten, welche die Linie «u v schneiden. Das Doppelverhiiltniss, 
welches diese vier Linien (oder auch die vier zugehirigen Ebenen) auf 


der Secante u v bestimmen, ist nur abhiingig von dem Werthe =- Denn 
iiberhaupt wird der Ebenenbiischel um jede beliebige Secante durch 
die variabelen Werthe eines Parameters eindeutig dargestellt, und diese 
Parameterdarstellung ist~ bei allen Secanten so normirt, dass zu den 
Werthen der halben Perioden die Tangentialebenen der Biischel gehdren. 
Je vier Ebenen des einen Biischels haben dasselbe Doppelverhiltniss, 
wie die entsprechenden vier des anderen. Insbesondere differiren in 
den eben gebildeten Quadrupeln die Parameter immer nur um halbe 


Periodenwerthe; das Doppelverhaltniss — unabhingig von wu und v 


— ist also lediglich durch © bestimmt. 


(u—v) 
9 


Fiir den besonderen Werth . == -+ erhalt man fiir die Se- 


cante uv das (Juadrupel: 


1 ee. 
— wu, —u+4, —u+, —n+ 25 z 
te p’ pte 

v,; o> Ss o> —v-+ — 


In jeder dieser vier Ebenen liegt ein Kegelcentrum und die Gerade 


u v wird von den vier zugehdrigen Secanten in ihren Schnittpunkten 
mit den Tetraederebenen getroffex. Das Doppelverhiltniss dieser vier 


Punkte ist nur von dem Werthe * = -+ (w—v) abhiingig; somit er- 
halten wir den bemerkenswerthen Satz: 
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Alle Secanten, fiir welche die Differenz zwischen den Parameter- 
werthen der beiden Curvenpunkte denselben Werth hat, schneiden das 
Polartetraeder nach gleichem Doppelverhiiltniss. 


Es giebt auch drei Werthe von : 


>» fiir welche die zugehérigen 


Quadrupel sich auf doppelt ziihlende Secantenpaare reduciren; nim- 
lich fiir 
~~ ia ae 
Cay: 2 
Diese drei Punktepaare bilden die Covariante sechster Ordnung zu der 
biquadratischen Form, welche auf jeder Secante durch die 4 Tangenten 
uusgeschnitten wird. (Vgl. p. 80.) 


; § 8. 
Ueber ein System von covarianten Linienflichen achter Ordnung 
(Quadricuspidalen). 


In meinen friiheren Aufsiitzen iiber die Darstellung der ebenen 
Curven dritter Ordnung durch elliptische Functionen habe ich Systeme 
von covarianten algebraischen und transcendenten Curven abgeleitet, 
indem ich die Gesammtheit der Geraden betrachtete, welche je einen 
variabelen Curvenpunkt, dessen Argument w ist, mit dem Punkte: 
o-u-+C verbinden. Bei constanten Werthen, von @ und C entsteht 
eine Classencurve, und die Gesammtheit aller Curven, welche dem 
nimlichen Werthe von o entsprechen, bilden das Integral eines zur 
Fundamentaleurve covarianten Connexes. Abgesehen vom Werthe 
o = —1, welcher hier auf lauter Strahlbiischel fiihrt, deren Mittelpunkte 
auf der Fundamentalcurve gelegen sind, erhalt man das einfachste 
System dieser Art durch den Werth 9 =-+ 1. Dasselbe besteht aus 
Curven sechster Classe, welche durch eine ganze Reihe von sehr nahe- 
liegenden projectivischen Beziehungen mit der Fundamentaleurve ver- 
bunden sind. Gemiiss der Differentialgleichung, welcher dieses System 
geniigt, werde ich dieselben im Folgenden gelegentlich als die Haupt- 
coincidenzcurven des Connexes Q bezeichnen. 

Die analoge Problemstellung fiihrt bei den Raumeurven vierter 
Ordnung auf Systeme von covarianten Linienfliichen, deren Erzeugende 
simmtlich Secanten der Fundamentalcurve sind. Auch hier ist es der 
Werth @=-+1, der niichst dem Flachenbiischel zweiter Ordnung 
das einfachste System dieser Art bestimmt. Wie sich sogleich zeigen 
wird, sind diese Flichen die von de la Gournerie ausfiihrlich be- 
handelten ,,Quadricuspidalen*)*. 





*) Recherches sur les surfaces réglées. Paris 1867. 
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Ordnet man einem Punkte « der Raumecurve denjenigen Punkt zu, 
welcher das Argument «+ C besitzt, so entspricht umgekehrt der 
Punkt « dem Punkte «—C. Halt man den Werth von C fest, wihrend 
uw alle méglichen Werthe durchliuft, so entsteht eine von einfach un- 
endlich vielen Secanten gebildete Fliche, und demnach, wenn’ suc- 
cessiv alle méglichen Werthe annimmt, ein System von einfach unend- 
lich vielen Linienflichen. Jede Secante gehért zu einer und ‘nur zu 
einer dieser Flachen, auf welcher stets die Raumcurve vierter Ordnung 
als Doppelcurve gelegen ist. 

Um die Ordnung und Classe derselben zu bestimmen, frage man, 
von wie vielen Erzeugenden solch einer Fliche irgend eine Secante 
geschnitten wird. Ist diese Secante durch die Punkte a, und a, gelegt, 
so wird sie in diesen beiden Punkten von je zwei Erzeugenden (a,-+ C 
und a, — C, a,+C und a, —C) getroffen. Fiir jede weitere Er- 
zeugende u,«u-—+-C, welche die Secante schneiden soll, muss die Be- 
dingung bestehen: 
2u + a,+a,-+ C=0 oder u=— — tae — : (0, ae a PtP , 
d. h. es giebt im Allgemeinen noch vier Erzeugende; dieselben bilden 
ein Quadrupel der im vorigen § charakterisirten Art. Mithin erhalten 
wir das Resultat: 

Durch die Zuordnung: u und u-+-C entsteht eine Schaar von 
Fliichen achter Ordnung und achter Classe. Die vier Punkte, in denen 
eine beliebige Secante von einer solchen Fliiche ausser in den Curven- 
punkten getroffen wird, haben auf allen Secanten das gleiche Doppel- 
verhiiltniss. 

Die vier Erzeugenden, welche die Linie a, a, schneiden, liegen 
auf einer Fliche zweiter Ordnung (nimlich auf derjenigen, welche 
durch den Werth -+- (a,—a,) charakterisirt ist); also hat jede Fliche 
des Biischels mit einer der Flichen achter Ordnung ausser der Raum- 
curve noch 8 Erzeugende — vier von jeder ihrer beiden Schaaren — 
gemeinsam. 

Fiir alle Erzeugenden einer der Flichen achter Ordnung ist die 
Differenz der Rarameterwerthe zwischen den beiden Curvenpunkten 
constant gleich C, und also schneiden die Erzeugenden einer solchen 
Fliiche die Seiten des Tetraeders nach constantem Doppelverhiiltniss. 
Oder wie wir auch sagen kénnen, jede Fliche bildet den Durchschnitt 
eines auf das Polartetraeder beziiglichen tetraedralen Complexes mit der 
durch das Secantensystem dargestellten Congruenz. 

Da die Erzeugenden jeder Fliche sich durch elliptische Functionen 
eines Parameters darstellen lassen, so folgt, dass diese I'lache ausser der 
Raumeurve noch Doppelcurven besitzen muss, welche das Geschlecht 
weiter um 16 Einheiten erniedrigen. Die Untersuchung derselben ergiebt, 
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dass es vier rationale Curven vierter Ordnung sind, die in den Ebenen 
des Polartetraeders verlaufen. Denn wenn die Secante uu + € von 


einer Secante v v + C getroffen werden soll, so besteht fiir den Werth 
von v die Bedingung: 


2u + 20+ 2C=0. 
Es ist demnach: 


v=-—u—C, v= u—C+4, v= c+é, v=—u cpete 
vo+C=—u, v+C——u+ ., o+C——u+%, o+C —u Pte . 


Jede Erzeugende wird also von vier anderen geschnitten, und diese 
vier Schnittpunkte liegen auf den Tetraederebenen, weil die durch vier 
Punkte wie: u, u+C, —u, —u—C gelegte Ebene zwei Kanten 
eines Kegels enthitlt. Der Verlauf dieser vier ebenen Doppeleurven 
lisst sich aus dem Kegelschnittbiischel, welches in jeder Tetraederebene 
durch den Flachenbiischel bestimmt wird, entnehmen. Jede Curve geht 
namlich durch die vier festen Punkte dieses Biischels und schneidet 
ausserdem jeden Kegelschnitt in vier Punkten, deren Doppelverhiltniss 
constant ist. Denn von einem solehen Quadrupel gehen die 8 Erzeugen- 
den aus, welche zugleich der Fliche achter Ordnung und der zum 
Kegelschnitt gehérigen Fliche zweiter Ordnung gemeinsam sind. 

Jeder der vier Kegel beriihrt die Flache lings vier von einander 
verschiedenen Erzeugenden und jede ebene Doppeleurve hat folglich 
in den drei Kegeleentren (dem Polardreiecke des Kegelschnittbiischels) 
selbst einen Doppelpunkt*). 

Unter der Gesammtheit der Flichen achter Ordnung sind insbe- 
sondere vier ausgezeichnet. Die erste derselben ist durch den Werth 
0 der Constante charakterisirt: jeder Punkt der Raumecurve wird da- 
durch sich selbst zugeordnet. Durch die Verbindungslinie entsprechender 
Punkte entsteht mithin die von den Tangenten der Curve gebildete 
developpabele F'liiche. 


Legt man nun weiter der Constanten C die speciellen Werthe 
2 2. £8 


+e ee 
denen jede doppelt zahlend in dem behandelten Flaichensysteme ent- 


halten ist**). Denn von jedem Punkte w der Raumcurve geht jetzt 


bei, so erhilt man drei Fliichen vierter Ordnung, von 


*) Die vier variabelen Punkte, in welchen ein Kegelschnitt des Biischels 
von den ebenen C, geschnitten wird, liegen paarweise mit den Schnittpunkten 
der Seiten des Polardreiecks und des Kegelschnittes harmonisch. Ein Grenzfall 
dieser Eigenschaft ist es, dass die beiden Tangenten in einem Doppelpunkte har- 
monisch sind zu den beiden von diesem Punkte ausgehenden Seiten des Polar- 
dreiecks, zufolge deren dela Gournerie diese Curven: ,,Trinodale harmonique“ 
genannt hat. A.*a, O. p. 91. 

**) Surfaces limites‘‘ de la Gournerie p, 114. 
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nur noch eine einzige Erzeugende aus, da die Punkte w+ C und u—C 
identisch sind. Ebenso wird, wie die friiheren Gleichungen lehren, eine 
beliebige Secante der Curve nur noch in zwei weiteren Punkten ge- 
schnitten. Die Erzeugenden je einer dieser drei Flichen verbinden 
Corr irende Punkte“ derselben Art; solche Linien schneiden sich 
aber, wie wir gesehen haben, nur auf zwei Gegenkanten des Tetraeders. 
Es ergiebt sich demnach das Resultat: 

Die durch zwei Gegenkanten des Polartetraeders bestimmte Linien- 
congruenz hat mit dem Secantensysteme der Raumcurve vierter Ordnung 
eine Linienfliche vierter Ordnung gemein. 

Die Leitlinien der Congruenz sind die Doppellinien dieser Fliche. 
Das Geschlecht derselben ist also ebenfalls gleich 1. Jede Tetraeder- 
ebene schneidet die Flache lings der Doppellinie und einem Paare von 
Erzeugenden. Nach allem Bisherigen kann die Construction dieser 
Linienflachen vierter Ordnung auch so ausgesprochen werden: Bestimmt 
man auf jeder Secante der Fundamentalcurve die vier Punkte, in welchen 
dieselbe von vier Tangenten der Curve geschnitten wird, so lassen sich 
diese auf drei Arten in je zwei Punktepaare zusammenfassen; construirt 
man nun weiter auf allen Secanten drei neue Paare von Punkten, von 
denen jedes mit zwei zusammengehérigen Paaren des Quadrupels har- 
monisch ist, so erzeugen diese drei Punktepaare die drei Linienflichen 
vierter Ordnung. 

Da durch jeden Punkt des Raumes im Allgemeinen nur zwei 
Secanten der Curve gehen (ausser den Punkten der Curve bilden nur 
die vier Kegelcentren eine-Ausnahme, wihrend auf den Erzeugenden 
der vier Kegel die beiden Secanten in eine zusammenfallen), und in 
jeder Ebene 6 Secanten enthalten sind, so folgt, dass auch in jedem 
Punkte des Raumes sich im Allgemeinen nur zwei Flichen schneiden, 
und dass jede Ebene von sechs Flichen des Systemes beriihrt wird. 
Um die Lage der sechs Beriihrungspunkte in irgend einer Ebene zu 
bestimmen, projicire man die Raumcurve von einem ihrer Punkte aus 
auf eine Ebene. Die Bildeurve dritter Ordnung ist eindeutig auf die 
Raumeurve bezogen und jedem ihrer Punkte kann dasselbe Argument 
beigelegt werden, welches der entsprechende Punkt im Raume besitzt. 
Ist a das Argument des Projectionscentrums, so besteht fiir drei auf 
einer Geraden gelegene Punkte der C, die Relation: u,-++-u,-++-u,—=—a. 
Demzufolge erscheinen die Tangentialkegel des Flichensystemes als die 
Hauptcoincidenzcurven des Connexes Q in der Ebene. Eine beliebige 
Gerade in dieser Ebene wird von drei der Curven beriihrt und zwar 
in den drei Punkten, von denen jeder harmonisch gelegen ist zu einem 
Schnittpunkt der Geraden mit der Curve in Bezug auf die beiden 
anderen. Legt man also durch eine Secante der Raumeurve eine be- 
liebige Ebene und sucht den Beriihrungspunkt dieser Ebene mit der 
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Fliiche achter Orduung, welcher die Secante angehért, so hat man zu 
den zwei Curvenpunkten und zu dem Punkte, in welchem die Ver-~ 
bindungslinie der beiden anderen in der Ebene gelegenen Punkte der 
C, die Secante trifft, den vierten harmonischen zu construiren. 
Insbesondere ist um eine Erzeugende eines Kegels jede Ebene eine 
uneigentlich tangirende in dem Durchschnitte der Erzeugenden mit der 
gegeniiber liegenden Tetraederseite und nur die Ebene, welche zugleich 
den Kegel tangirt, tangirt auch die Fliche lings der ganzen Geraden. 
Ks eriibrigt noch die Realititsverhiltnisse dieser Fliichen zunichst 
bei den reellen Curvenarten kurz zu erértern: Bei den Curven a und B 
gehen von einem reellen Curvenpunkte zwei reelle Erzeugende aus, 
wenn der Constanten C entweder vollig reelle oder complexe Werthe mit 


dem imaginiren Bestandtheile z beigelegt werden. Es giebt indessen 


auch F lichen, fiir welche die Raumcurve vierter Ordnung eine isolirte 
Doppelcurve bildet; dieselben gehéren zu rein imaginiren Werthen 
von C. (Denn ist C = Bi, so sind im ersten Falle die Punkte a — BS 
und @ + ae im zweiten Falle « + eP _ Ee und « + ep oa fs con- 
jugirt imaginiir, welchen Werth auch « haben mag). Bei den Curven y 
werden die F'laichen reell und die Doppelcurve verliuft auf einem reellen 
Flichenstiicke, wenn C reell ist; dagegen wird sie fiir reelle Flichen bei 
rein imaginiren Werthen der Constanten isolirt. Die vier ebenen Doppel- 
curven vierter Ordnung sind bei den zu @ gehdrigen Flichen alle reell, 
bei den zu # gehdrigen imaginiir, wihrend bei der dritten Art y zwei 
reell, zwei imaginiir sind. 

Hier bietet sich auch wiederum die Gelegenheit, die vollig imaginire 
Raumcurve vierter Ordnung zu erwihnen, welche als Durchschnitt eines 
reellen Flaichenbiischels zweiter Ordnung auftreten kann. Dieselbe fiihrt 
nimlich auf reelle Quadricuspidalflichen, bei denen die vier ebenen 
Doppeleurven reell, dagegen die riumliche Doppelcurve imaginiir ist. Von 
den drei Linienfliichen vierter Ordnung sind in diesem Falle, wo die 
Developpable imaginir ist, zwei reell. 


g 9. 


Die eindeutigen, insbesondere die linearen Transformationen der 
Curve in sich selbst. 


Die beiden Arten eindeutiger Zuordnung der Curvenpunkte, welche 
durch die Erzeugenden des Flichenbiischels zweiter und des Flichen- 
systemes achter Ordnung geliefert werden kénnen, erschdpfen alle 
Méglichkeiten eindeutiger Transformationen der Curve in sich selbst. 
Es entsteht die Frage, ob unter diesen auch solche sind, welche zu- 
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gleich eine lineare Transformation des ganzen Raumes bedeuten. Die 
nothwendige und, wie sich sogleich ergeben wird, auch hinreichende 
Bedingung, welche fiir dieselben erfiillt sein muss, besteht darin, dass 
vier in einer Ebene gelegene Curvenpunkte wiederum in vier Punkte 
einer Ebene iibergefiihrt werden; d. h. es muss sowohl fiir die Trans- 
formationen « und —«-+C, als auch w und + «+ C die Gleichung 
gelten: 
4C=0, (mod. p und yp’). 

Diese Gleichung liefert 16 Werthe fiir C. Unter diesen sind insbe- 


sondere ausgezeichnet: C = 0, . f, PtP - Die zu diesen Werthen 
gehérigen Transformationen der einen Art (u und —u- (C) lassen 
jeden der vier Kegel in sich unverindert und sind je in einer Collineation 
des ganzen. Raumes enthalten, bei welcher jedesmal eine Kegelspitze 
Collineationscentrum und die gegeniiberliegende Tetraederebene die 
feste Collineationsebene ist. Die entsprechenden Transformationen der 
anderen Art (wv und + «- C) setzen sich aus je zwei dieser linearen 
Transformationen zusammen; sie sind also selbst linear und enthalten 
auch die identische Transformation. 

Die iibrigen 12 aus jeder Reihe sind aber gleichfalls lineare des 
ganzen Raumes; denn durch dieselben wird jedem Raumpunkte, als 
dem Durchschnitte zweier Secanten, ohne Ausnahme ein und nur ein 
Punkt, nimlich der Durchschnitt der entsprechenden Secanten, zuge- 
ordnet. Es giebt mithin im Ganzen 32 lineare Transformationen, bei 
welchen die Raumcurve vierter Ordnung und mit ihr der Fliaichenbiischel 
zweiter Ordnung in ihrer Gesammtheit ungeindert bleiben*). 


*) Setzt man das Polartetraeder des Flichenbiischels als bekannt voraus, so 
muss sich die Gruppe der ersten 8 Transformationen rational, die der 24 anderen 
durch Quadratwurzeln darstellen lassen. In der That wird, wenn das Polar- 
tetraeder als Coordinatensystem gewihlt und das Flichenbiischel in der Form: 

(Key A) ay? + (Rg + A) 4? + (eg + 2) 3? + (hy + 2) wy? = 0 
gegeben ist, die erste Gruppe durch die einfachen Gleichungen: 

OM =H TY, OLe—HYe, CO M— TY, CO M=—tYH 
geliefert; die Zeichencombinationen bestimmen acht verschiedene Méglichkeiten. 
Die iibrigen Transformationen sind durch Gleichungen von folgender Form cha- 
rakterisirt: opel 

@ = & = + V(ky—ey) (ky—hy) - ye, 
@- X= +V(ky—hy) (ky—hy) 1, 
@ + ty = +V (ky —k) (ky— he) - 
@ t= + Vkg—&) (hp — Fe) - ys - 
Solch ein System repriisentirt acht Transformationen und kann auf drei verschie- 


dene Arten gebildet werden. Andere lineare Transformationen als diese sind 
nicht vorhanden, 
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Die geometrischen Eigenschaften derselben in Bezug auf den Flichen- 
biischel sind folgende. Hat,C einen der vier ausgezeichneten Werthe, 
so geht bei den vier Transformationen: « und — uw -+ C jede Fliche 
des Biischels in sich selbst tiber, derart, dass sich eine Erzeugende 
der einen Schaar mit einer der vier aus der anderen Schaar vertauscht, 
von welcher sie auf einer Tetraederebene geschnitten wird. Dagegen 
bleiben bei den Transformationen « und w+ C die beiden Schaaren 
auf jeder Fliche in sich ungeandert und es vertauschen sich je zwei 
Linien des eben erwihnten Quadrupels. Bei den noch iibrigen 12 Trans- 
formationen jeder Reihe geht eine Fliiche des Biischels in eine der drei 
anderen tiber, welche mit ihr einem linearen Complexe angehiren (§ 7.). 
Dieser Uebergaug wird bei je zwei zusammengehdrigen Flachen auf 
8 verschiedene Weisen bewerkstelligt, indem man jede Erzeugende mit 
einer der 8 Linien vertauscht, welche auf der anderen Fiche gelegen 
das Polartetraeder in demselben Doppelverhiltniss treffen, wie die urspriing- 
liche Erzeugende. Insbesondere geht bei diesen 24 Transformationen 
jeder Kegel in einen anderen iiber, und die nimlichen beiden Kegel 
entsprechen sich bei 8 verschiedenen Umformungen. 

Ueberhaupt wird bei allen Transformationen der ersten Reihe (u 
und — «-+ (C) die eine Schaar der Erzeugenden einer Fliche, welche 
durch den Werth C’ charakterisirt ist, in die eine Schaar der Erzeugen- 
den der durch den Werth 2C — C’ charakterisirten Fliche tibergefiihrt, 
wihrend die zweite Schaar der ersten Fliiche m eine Schaar von Er- 
zeugenden auf der Fliche 2C + C’ verwandelt wird. Es giebt also 
bei jeder Transformation vier Fliichen, welche in Bezug auf jede ihrer 
beiden Schaaren in sich ungeiindert bleiben; dieselben gehéren zu den 
Werthen: 








+00, +R, C+%, 04 PHY. 
Nur bei den 24 linearen Transformationen fallen je zwei dieser Flichen 
zusammen. 


Sind w und wv die Argumente zweier Punkte, so sind —u+C 
und —v-+ C die der zugeordneten. Da die Differenz zwischen den- 
selben fiir beide Paare den niimlichen Werth hat, so folgt, dass bei 
allen diesen Transformationen jede Secante immer nur in eine solche 
iibergefiihrt wird, welche das Tetraeder in demselben Doppelverhiiltniss, 
wie jene schneidet; es bleibt mithin in dem Systeme der F lichen achter 
Ordnung jede Fliche fiir sich bestehen. 

Die Transformationen der zweiten Reihe werden dadurch erhalten, 
dass man je zwei Transformationen der ersten Reihe verbindet. Ins- 
besondere kann man auf eine Transformation der ersten Reihe immer 
eine perspectivische Umformung vermittelst eines der Kegel folgen lassen, 
man erhilt so alle Transformationen der zweiten Reihe. Bei diesen 
6* 
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Collineationen vertauschen sich nur die beiden Schaaren von Erzeugen- 


‘den auf jeder Fliche des Biischels, niimlich je zwei, welche sich auf 


einer Tetraederebene schneiden, und es bleiben die eben bewiesenen 
Sitze alle giltig. 


§ 10. 


Ueber mehrdeutige Beziehung zwischen den Curvenelementen und der 
entsprechenden Relation zwischen den Differentialen. 


Es soll endlich noch kurz auf die Flichen, welche man durch eine 
allgemeine lineare Relation zwischen den Argumenten erhilt, hinge- 
wiesen und der Zusammenhang zwischen diesen Untersuchungen mit 
der im § 4. aufgestellten Fundamentalgleichung fiir die Werthe des 
elliptischen Differentiales erértert werden. 

In einer Tangentialebene einer Fliche zweiter Ordnung liegen vier 
Punkte der Curve und zwischen den Argumenten je zweier derselben 
finden die Relationen statt: 


v7, =—v,+C, 1=——v,—C. 
Dreht man nun die beriihrende Ebene unendlich wenig um eine in ihr 
gelegene Tangente der Fliiche +-C, so erhilt man wiederum eine Tan- 
geutialebene der niimlichen Fliche und zwischen den Differentialen der 
vier neuen Schnittpunkte, das heisst zwischen den Zuwiichsen, welche 
die Argumente erfahren haben, miissen die Gleichungen bestehen: 


dv, = —dv,, dv,=— dv,. 


Sollen aber in der allgemeinen biquadratischen Gleichung je zwei Wurzeln 
einander gleich sein, so muss der Coefficient von D' verschwinden. 
Der Fliichenbiischel zweiter Ordnung bildet demnach das Integral der 
durch die Form: 


A = (aaudu) (beudu) (Byudu) (aByu) (abcu) = 0 
dargestellten Differentialgleichung*). 


*) So evident dieses Resultat im gegebenen Falle vermége der geometrischen 
Kigenschaft von A = 0 ist, es kniipft sich an dasselbe doch die allgemeine Frage, 
in welcher Weise sich eine Form mit zwei Reihen von Ebenencoordinaten als 
Differentialgleichung auffassen lisst, und unter welchen Bedingungen das Integral 
solch einer Differentialgleichung in ein System von einfach unendlich vielen Fli- 
chen gebracht werden kann, so dass jeder Punkt des Raumes zusammen mit den 
durch ihn hindurchgehenden Tangentialebenen je ein Element der Differential- 
gleichung darstellt. Zur Bildung einer Differentialgleichung ist erforderlich, dass 
die zweite Reihe der Ebenencoordinaten nur in Unterdeterminanten mit der ersten 
Reihe verbunden auftritt, oder deutlicher gesagt, die Formen mit einer Reihe von 
Ebenencoordinaten (dualistisch: Punktcoordinaten) wnd einer Reihe von Linien- 
coordinaten sind es, welche zu den totalen Differentialgleichungen zwischen vier 
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Die namliche Ueberlegung fiihrt auch auf die Differentialgleichung 
des Flichensystemes achter Ordnung. In einer Beriihrungsebene an 
eine dieser Flaichen liegen vier Curvenpunkte, und zwischen den Argu- 
menten derselben bestehen die Gleichungen: 


%=1,+C, (1, = —v, — 20, —C). 


Bei einer unendlich kleinen Drehung um eine Tangente der Fliache 
erhilt man eine neue Tangentialebene, und die Differentiale der vier 
neuen Schnittpunkte sind durch die Gleichungen verbunden: 


dv, =dv,, (dvy=— dv, — 2dy,), 


d. h. das Flichensystem achter Ordnung ist das Integral der durch das 
Verschwinden der Discriminante unserer biquadratischen Gleichung dar- 
gestellten Differentialgleichung. Nach Absonderung des Factors: 6°-4°A 
erhalt diese Discriminante die Form: 


E (AE— 392)? — 9A? (9AA2+ GATE —29) = 0. 


Dieselbe ist in den Differentialen du vom zwélften Grade und liefert 
mithin zu jeder Ebene w das Quadrat der sechs Punkte, welche auf 
den Secanten der Raymcurve harmonisch zu den Ecken des Polardrei- 
eckes in Bezug auf die Curvenpunkte gelegen sind*). 

Diese Untersuchungen lassen sich nun so verallgemeinern, dass 
zwischen den Argumenten zweier Curvenpunkte die lineare Beziehung: 


m Y e 
v=—-ut+C=e-u+C 


eingefiihrt wird. Dabei bezeichnen m und » zwei relativ prime rationale 
oder irrationale reelle oder auch imaginiire Zahlen. Die Verbindungs- 
linien entsprechender Punkte erzeugen bei constanten Werthen von @ 
und C eine Linienfliiche, die im Allgemeinen nur fiir rationale und 
reelle Werthe von @ algebraisch ist. In diesem Falle ist Ordnung und 
| Classe der Fliiche gleich 3m? + 2mn-+ 3n? und die Raumcurve vierter 
Ordnung bildet eine m? + n?-fache Curve solch einer Fliche. Zu dem- 
selben Werthe von @ gehért, wenn C variirt wird, ein Flachensystem. 





homogenen Veriinderlichen fiihren. Soll eine solche Gleichung insbesondere durch 
ein Flichensystem integrabel sein, so muss sie erstlich in ein Product linearer 
Factoren in Bezug auf die Differentiale zerfallen (d. h. in jeder Ebene artet die 
zugeordnete Classencurve in ein Product von Strahlbiischeln erster Ordnung aus), 
sodann muss jeder dieser linearen Factoren ein exactes Differential sein. Die 
analytischen Bedingungen lassen sich am einfachsten formuliren, indem man die 
Formen wie homogene ternire behandelt. Denn unter den sechs Liniencoordi- 
naten kénnen je drei so ausgewihlt werden, dass von ihnen und den Grdssen wu; 
die tibrigen in linearer Weise abhingen. 

*) Um direct den Nachweis zu fiihren, dass die Discriminante ein Quadrat 
ist, miisste man die Form A? als Function von Ay,+--+ und Fy --- entwickeln. 
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Durch jeden Punkt des Raumes gehen im Allgemeinen vier Flachen und 
jede Ebene wird von zwélf Flichen des Systemes beriihrt. Die zwélf 
Beriihrungspunkte liegen paarweise auf den sechs in der Ebene ver- 
laufenden Secanten und je einer dieser Punkte bildet mit einer Ecke 
des Polardreieckes in Bezug auf die beiden Curvenpunkte ein fiir das 
ganze System constantes Doppelverhiiltniss, dessen Werth d = — g ist. 
Der Beweis dieser Siitze kann auch ohne weiteres aus den fiir die 
ebene C, in meinen friiheren Aufsitzen aufgestellten Relationen ent- 
nommen werden. 

Die Differentialgleichung solch eines Flaichensystemes wird er- 
halten, indem man die Bedingung einfihrt, dass die biquadratische 
Gleichung zwei Wurzeln von der Form D und g- D enthiilt; sie ist 
wie erforderlich in den Gréssen du vom zwélften Grade. Dass speciell 
nur die Discriminante in ein Quadrat ausartet, ist zufolge des bei ihr 
stattfindenden harmonischen Verhiiltnisses in diesem Zusammenhange 
ersichtlich. Bei ihr wird das zugehdrige Flichensystem gewissermaassen 
doppelt dargestellt, da zu dem Werthe + C und — C der Constanten 
dieselbe Fliche gehért. Auch fiir den iquianharmonischen Werth des 
Doppelverhiltnisses gewinnt man eine Differentialgleichung zwiélften 
Grades; denn es sind auf jeder Secante immer noch zwei Beriihrungs- 
punkte vorhanden. Die nihere Untersuchung dieser F'lichensysteme, 
insbesondere hinsichtlich der auf ihnen gelegenen Doppelcurven und 
der vier mit den Tetraederecken zusammenfallenden singuliren Punkte 
erfordert Hilfsmittel, die tiber die Parameterdarstellung der Funda- 
mentalcurve hinausgehen, weil nunmehr eine Repriisentation der ein- 
zelnen auf einer Erzeugenden gelegenen Punkte nothwendig wird. 


Darmstadt, im Januar 1877. 


























Ueber die Discriminante. 
Von 
A. Britt in Miinchen. 


In dieser Note beabsichtige ich, eine in der Geometrie gebriuch- 
liche Untersuchungsmethode fiir die Theorie der Gleichungen zu ver- 
werthen, um einige in der nachfolgenden Abhandlung ofter angewendete 
Sitze zu beweisen. Gegeben sei eine Gleichung mit einer Unbekannten 
und reellen Coefficienten, die nicht absolut constant, sondern von einer 
Anzahl von verinderlichen Parametern abhiingig zu denken sind. Dann 
kann man den folgenden Satz aussprechen: Wenn die Discriminante 
dieser Gleichung bei stetiger Veriinderung der Coefficienten den Werth 
Null passirt, indem sie ihr Vorzeichen dndert, so geht eine ungerade 
Anzahl von Wurzelpaaren der Gleichung aus dem Reellen in das Ima- 
giniire tiber (oder umgekehrt); dndert die Discriminante aber, indem 
sie durch Null geht, ihre Vorzeichen nicht, so andert sich die Zahl der 
complexen Wurzelpaare um eine gerade Anzahl oder tiberhaupt nicht. 
Lisst sich also beispielsweise aus der Discriminante ein in jenen 
Parametern rationaler Factor doppelt ausscheiden, so wird allemal, 
wenn dieser den Werth Null passirt, sich die Anzahl der reellen 
Wurzeln entweder iiberhaupt nicht, oder um ein Vielfaches von 4 andern. 

Der Satz ist eine unmittelbare Folge des nachstehenden: 

Das Vorzeichen der Discriminante einer Gleichung — lauter ver- 


schiedene Wurzeln vorausgesetzt — ist negativ, wenn die Anzahl der 
complexen Wurzelpaare eine ungerade ist, positiv, wenn diese Zahl 
gerade ist. 


Die Discriminante kann man hierbei durch das Quadrat der Wurzel- 
differenzen, das von ihr sich um eine positive Constante unterscheidet, er- 
setzen. Wir betrachten das Quadrat des Differenzenproducts A, von n 
reellen bez. paarweise conjugirt imaginairen Grossen: 


’ L, %y Xz -** ny 
und nehmen an, das Product: 


4,? = (4,—2,)? (a, ~ 23)? Pi 3 (G1 — Xn)” 
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habe einen positiven oder negativen Werth, je nachdem die Zahl der 
conjugirt imaginiiren Gréssenpaare x eine gerade oder ungerade ist. 
Dann bleibt die Behauptung noch richtig, wenn man zu den vorhandenen 
nm Gréssen eine weitere reelle Grosse z,4, binzunimmt, wodurch zu A,” 
der positive Factor: 


(%n41—2;)? (Hn41—2)* + - + + (Gn41—Fn)? 
hinzutritt; ebenso bei Hinzunahme von beliebig vielen reellen Gréssen, 


Nimmt man aber zu jenen n Gréssen 2 conjugirt imaginiire 241, tn+2 
hinzu, so erhalt A,? den Factor: 


(aps — a)? (apt — 2)? = «++ (41 — Me)? 
Gn42— 21)? (Gnp2— 2%)? + +++ Gn42—Fn)? - 
+ (%n4-2 — Xn 41)’, 


der wegen des letzten Klammerfactors eine negative Grésse ist. Der 
Satz ist also fiir n+-1 und n-+-2 richtig, wenn er es fiir » ist. Fiir 
n= 2 und n = 3 ist die Giltigkeit aber evident, und was so fiir das 
Quadrat des Differenzenproducts bewiesen ist, gilt unmittelbar von der 
Discriminante selbst. 

Bei Gleichungen, die der Analysis oder der Geometrie entstammen, 
kommt es vor, dass die Discriminante, als Function der Parameter, von 
welchen die Coefficienten abhingen, aufgefasst, in rationale Factoren 
zerfallt. Um den Zusammenhang zwischen dem Grade der Vielfach- 
heit, in welchem ein solcher Factor in der Discriminante vorkommt, 
und der Anzahl der durch das Verschwinden derselben herbeigeftihrten 
Wurzeliiberginge zu finden, ermittle man zuniichst die entstehenden 
Deppel- oder vielfachen Wurzeln, und bestimme aus einer Variation, 
die man den Parametern zugleich mit den Variabeln ertheilt, die Zu- 
wiichse der letzteren als Function der ersteren. 


Sei § die Doppelwurzel, so berechnet sich die Variation ¢ von & 
aus der Gleichung : 


R 5 0)  L 
of+T(Fh-e+2-St c+or) 
29 . eer 
+e33 Fe O+3-Sil 43.0 gt asp) 4. R - a= 0, 


wo unter df die erste, d?f die aweite etc. Variation von f hinsichtlich 
der darin auftretenden Parameter zu verstehen ist und fiir x iiberall &, 
fiir die Parameter diejenigen Werthe angenommen sind, fiir die & eine 
Doppelwurzel wird. Aber indem man tiber das Verhalten der Variationen 
der Parameter beim Durchgang durch Null passend verfiigt, kann man in 
der nichsten Nahe der Verschwindungswerthe alle Variationen einer 
unter ihnen proportional setzen, die dann als linearer Factor von df, 
als quadratischer von 6*f ete. auftritt, so dass man hat: 
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Ueber die Discriminante. 
1/(@ is 0 
uti + = (GE 2e-y Ht tf) 
1 a ‘ Of, 7) 
+b Gh- 843-0 Ch 4 3eqt Be p)t---=0. 


Nimmt man nun y und damit « sehr klein an, so reducirt sich diese 
Gleichung auf: 





2 
af, + . te ek = 0 
sofern nicht einer dieser Terme einzeln fiir sich verschwindet. 

Im anderen Falle muss man zu héheren Potenzen von ¢ bez. y 
fortschreiten und durch die bekannten (Puiseux’schen) Regeln die 
beizubehaltenden Terme bestimmen. Ebenso nun, wie in der Nihe 
des Verschwindungswerthes der Grésse y die Gleichung fiir ¢, von 
welchem Grade sie auch immer sein mag, diejenige fiir x ersetzen kann, 
so vertritt in der Néhe des Verschwindungswerthes der Variationen der 
Parameter die Discriminante der Gleichung fiir « diejenige der Gleichung 
fiir x, indem die erstere das Quadrat des Differeuzenproducts der ein- 
ander gleich werdenden Wurzeln und somit, bis auf einen constanten 
Factor, den verschwindenden Theil der Discriminante der Gleichung 
fiir x darstellt. 

Aus dieser Bemerkung lisst sich aber die Vielfachheit desjenigen 
Factors der Discriminante der Gleichung fiir ~ bestimmen, dessen Ver- 
schwinden die Wurzel € zur Doppel- oder vietfachen Wurzel macht. 
Diese Zahl ist offenbar gleich dem Grade der Discriminante der Glei- 
chung fiir ¢ in Bezug auf ny, oder wenn zugleich mit € auch noch 
andere davon und untereinander verschiedene Wurzeln &', &”, - - - mehr- 
fache Wurzeln werden, gleich dem Product der Grade der Discriminanten 
der entsprechenden Gleichungen. 

Beispiele zu diesem Satz findet man bei Pliicker, algebraische 
Curven (2. Abschnitt) und bei Zeuthen, der von &hnlichen Ueber- 
legungen geleitet eine auf zusammenfallende Lésungen beziigliche Modi- 
fication des Chasles’schen Correspondenzprincips angab (Almindelige 
Egenskaber, Acad. Kopenhagen Ser. V, Vol. 10, § 26.) sowie in der 
nachfolgenden Abhandlung § 6., 7. 











Ueber rationale Curven vierter Ordnung. 


Von 
A. Brut in Miinchen, 


(Mit zwei lithographirten Tafeln.) 


Die eleganten Higenschaften einzelner rationaler Curven 4. Ord- 
nung und ihr Vorkommen in Problemen der angewandten Mathematik 
hat die Geometer seit Langem und wiederholt zu Untersuchungen ver- 
anlasst, die interessante Details hinsichtlich der Gestalt und Erzeugungs- 
weise dieser Curven zu Tage forderten. Viele jener Eigenschaften 
erscheinen aber bei niherer Betrachtung als Ausdruck bekannter Sitze 
der projectivischen Geometrie, Der Zweck des Nachfolgenden ist, 
eine zusammenfassende, auch die speciellen Falle nicht ausschliessende 
Darstellung der projectivischen Eigenschaften der Curven 4. Ordnung 
mit 3 Doppelpunkten und ihrer gestaltlichen Formen zu geben, in 
welche sich die bekannteren bequem einreihen lassen. Es liegt nahe, 
hierbei auf gewisse Fragen einzugehen, die fiir die Curven 4. Ordnung 
ohne Doppelpunkt noch unbeantwortet, fiir die rationalen Curven aber 
wegen der Einfachheit ihrer Gleichung eben noch discutirbar sind. 
Ich habe namentlich die Eigenschaften der Wendepunkte und deren 
gegenseitige Lage im Auge, sowie den engen Zusammenhang derselben 
mit den Doppeltangenten, wie er nach den Untersuchungen von 
Zeuthen*) iiber Systeme von Curven 4. Ordnung und dessen Sitzen 
iiber die Realititsverhaltnisse der Doppeltangenten und Wendepunkte, 
die Klein auf Curven ». Ordnung ausgedehnt hat, bestehen muss. 

Die Doppeltangenten der rationalen Curven 4. Ordnung hat Sal- 
mon**) durch eine geschickte Umformung der Gleichung dieser Cur- 
ven dargestellt; zur Untersuchung der Wendepunkte muss man jedoch 
einen anderen Weg einschlagen. Ich gehe von der Darstellung der 
Coordinaten der Curve durch einen Parameter aus, was die Entwickelung 





*) Zeuthen, Almindelige Egenskaber etc. (s. vorige Note), ferner: Sur les 
courbes du 4. ordre. Diese Annalen Bd. VII. — Klein, Eine neue Relation 
zwischen den Singularitiiten etc., ibid. Bd. X. 

**) Salmon, héhere Curven, herausg. von Fiedler, Art, 284 ff. 
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an die Bildungen eines simultanen Systems von 3 quadratischen Factoren 
zu kniipfen gestattet, und bilde in diesen die Gleichungen 6. und 8. 
Grades fiir die Parameter bez. der Wendepunkte und Doppeltangenten. 
Die erstere erweist sich als im Allgemeinen auf Gleichungen niederen 
Grades nicht zuriickfiihrbar; dies bestiitigt die auch sonst sich ergebende 
Bemerkung, dass die Eigenschaften der Wendepunkte tiefer liegen als 
die der Doppeltangenten. Die 6 Wendepunkte zeigen ein den 3 Wende- 
punkten einer rationalen Curve 3. Ordnung, die auf einer Geraden 
liegen, analoges Verhalten: sie liegen auf einem Kegelschnitt, der die 
Curve in noch 2 Punkten von iibrigens nicht weiter bemerkenswerthen 
Eigenschaften schneidet. Namentlich geht derselbe im Allgemeinen 
nicht durch einen Doppelpunkt der Curve, woraus man denn ersieht, 
dass beim Uebergang von einer rationalen zu einer Curve 4, Ordnung 
ohne Doppelpunkte dieser Kegelschnitt nicht in einen solchen durch 
8 Wendepunkte iibergehen kann. 

Ein merkwiirdiges Verhalten zeigen die Discriminanten der er- 
wahnten Doppeltangenten- und Wendepunkts-Gleichungen; sie zerfallen 
nimlich (s. den vorstehenden Aufsatz) in Factoren, die in den Coeffi- 
cienten der betreffenden Gleichung rational sind. Bei der Bedeutung 
derselben fiir die Curve erschien es zweckmiissig, ihnen besondere 
Namen beizulegen; ich nenne z. B. ,,Undulationsfactor“ den Factor, 
der durch sein Verschwinden das Auftreten- einer Undulationstangente 
anzeigt. Diese Factoren nun sind alle bis auf* einen den Discrimi- 
nanten der Wendepunkts- und der Doppeltangentengleichung, zum 
Theil in verschiedener Vielfachheit, gemeinsam, und in dieser Erschei- 
nung finde ich den algebraischen Erklirungsgrund fiir die von Zeu- 
then und Klein bemerkten Beziehungen zwischen den reellen Wende- 
punkten und den isolirten Doppeltangenten, wonach die Zahl der 
Ersteren zwar von den isolirten, nicht aber von den etwa vorhandenen 
imaginiren Doppeltangenten abhiingt. Wenn nimlich ein solcher 
Factor, wie z. B. der ,Undulationsfactor“, einfacher Factor in beiden 
Discriminanten ist, so verschwinden, nach dem in vorstehender Note 
aufgestellten Satz, gleichzeitig mit zwei reellen Wendepunkten auch 
zwei reelle Beriihrungspunkte einer Doppeltangente, sie wird zur isolir- 
ten Doppeltangente; wenn aber andererseits z. B. der ,,Cuspidalfactor“, 
dessen Verschwinden niamlich das Auftreten eines Riickkehrpunktes 
anzeigt, in der Discriminante der Wendepunktsgleichung einfach; in 
der der Doppeltangentengleichung doppelt auftritt, so erkennt man 
daraus, dass beim Durchgang durch den Verschwindungswerth die 
Zahl der reellen Wendepunkte um 2, die der Beriihrungspunkte der 
Doppeltangenten entweder um 4 oder iiberhaupt nicht ab- oder zunimmt, 
d. h. die Zahl der Doppeltangenten mit reellen Beriihrungspunkten indert 
sich entweder iiberhaupt nicht, oder es werden 2 conjugirt imaginir. 
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Man findet zum Schluss eine vollstiindige Aufzihlung der ver- 
schiedenen Curvenformen, auf welche sich unsere Darstellung bezieht. 
Von allen rationalen Curven 4. Ordnung ist die Curve mit dreifachem 
Punkt die einzige, auf die unsere Untersuchungen keine unmittelbare 
Anwendung haben, weil diese Curve nicht, wie alle anderen, selbst die 
Grenzfille nicht ausgenommen, durch quadratische Transformation aus 
einem Kegelschnitt erhalten werden kann. 


§ 1. 
Die Gleichungen fiir die Singularititen einer rationalen Curve. 
Wenn die Coordinaten einer Curve rational durch einen Para- 
meter darstellbar sind, so lassen sich die homogenen (Dreiecks-)Coor- 
dinaten 2, x, 2, ganzen Functionen F;(4), (i= 1, 2, 3) desselben pro- 
portional setzen: 


Q: 2, = F,(4) 
(1) Q + #, = F,(A) 
@- 2, = F(A), 


wo von den Functionen F;(4) mindestens eine den n. Grad erreicht, 
wenn die Curve von der n. Ordnung ist. 

Es mégen zuniichst die Gleichungen fiir die Singularitiiten wie 
Wendungen, Doppelpunkte, Doppeltangenten in einer Form aufgestellt 
werden, welche eine bequeme Berechnung der Coefficienten dieser 
Gleichungen ermdéglicht und darum fiir nicht zu hohe Werthe von n 
vor der iiblichen Darstellung den Vorzug zu verdienen scheint. Ich 
beschrinke mich der Einfachheit halber auf Curven 4. Ordnung: 


F(A) = a; + 4b; + Ve; + Bd; + Ate, (6 =—1, 2,3), 
wo die a, b, c, --- constante (reelle oder imaginire) Gréssen sind, 


und beginne mit der Aufstellung der Beziehung zwischen den Para- 
metern 4, 4, 4, von 3 auf einer geraden Linie: 


Oy Hy Oy + ar, = O 
liegenden Punkten der Curve. Ist 4, der dem 4. Schnittpunkt zuge- 
hérige Parameter, so erhilt man, nach Substitution der F(A) in die 


Gleichung der Geraden, die symmetrischen Functionen der Wurzeln 
dieser Gleichung ausgedriickt durch: 


@,A,+%,4,+0,€,=— 6-4,-A,d,4,, 
a,b, + a,b,+ a, bs = —6-A, (A, Ag+ A,4,4+4, 4.) —6- a, a, A; , 

(3) }a,¢,+,¢,4+4,¢,= 6-A4,(4, +4, +4, )+0(A,4,+4,4,4+4,4,), 
a, d,+a,d,+a,d,=—6-d,-1 —o(A, +4, +4, ), 
H, €; + Oy €, +, €, = 6-1, 








wo 6 
zwisch 
Punkt 


(4) 0: 


\ 
I 


verwe 
dann 
aus (é 


Die A 
neten 
yom - 


] 
Gleic 
gente 
man 


als ( 
mete 


tang: 


gesel 
hilta 
chun 


(1) 


wen) 


ding 


Dop 




































Ueber rationale Curven vierter Ordnung. 93 


wo 6 ein constanter Factor ist. Hieraus ergiebt sich die Gleichung 
zwischen den Parametern 4, 4, A, dreier auf gerader Linie liegender 
Punkte der Curve: 


A, Ay Az A, Ay As 0 
0&3, —44—Gake hh eee 
(4) O= D(A, A, Ay) =| C, Cy Cg 4A,+4,+4, A, A, Ag dy Ay Ay). 
Id, d, ds —1 —1,—i,—A, | 
| €, & ey 0 1 | 


Wir betrachten einige besondere Lagen der Geraden. 

I. Der Punkt @ (wo der. Parameter zur Benennung des Punktes 
verwendet ist) liege auf der Tangente*an einem Punkt 4 der Curve; 
dann besteht zwischen @ und 4 eine ,Correspondenz“-Gleichung, die 
aus (4) erhalten wird, indem man 4, = @, 4, = 4, =A setzt: 


D(o44) = D, (ad) - e@? + D(a) - 9 + D,(4a) = 0. 
Die Ausdriicke D,, D,, D, gehen aus den unten (IV) ebenso bezeich- 


neten hervor, indem man dort 4, = 4, =A setzt, und sind demnach 
vom 4. Grad in 4. 


II. Neben -D(@A44)=0 besteht dieselbe nach g differentiirte 
Gleichung, wenn g, 4 ein den Beriihrungspunkten einer Doppeltan- 
gente zukommendes Parameterpaar ist. Durch Elimination von @ erhilt 
man die Discriminante: " 

D,? (4a) — 4 D,(44) D,(4d) = 0 
als Gleichung fiir die den Beriihrungspunkten zugehérigen 8 Para- 
meterwerthe. 

Aus den 5 Gleichungen (3) ergeben sich fiir das einer Doppel- 
tangente zugehérige Parameterpaar A,, A,, indem 


A=4,= N35 4H A—A, 
gesetzt wird, 5 Gleichungen, welche sich durch Elimination der Ver- 
hiltnisse a, : @,:a,: 6 auf ein (zweien iquivalentes) System von Glei- 
chungen zwischen A, und A, reduciren. Eine dieser Gleichungen ist: 
yy + Ogg WM, Sg 0 2 
(1) ty €y “Og ly + Oisey Ay A, : 
wenn, wie wir dies spiter annehmen werden, a, —a,—e, =e, =O ist. 
III. Wird die Gerade Wendetangente, so erhilt man die Be- 
dingungsgleichung fiir den Parameter eines Wendepunkts: 


D(aAdd) = 0 = D, (aa). a2 + D, (Ad) - 4+ D, (Aa). 





IV. Gehdren endlich die Parameter 4, und 4, den 2 Zweigen eines 
Doppelpunkts an, so wird der Parameter 4, = @ eines dritten Schnitt- 
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punktes der Geraden unbestimmt. Ordnet man also D(A,4,4,) nach 
Potenzen von A, an, so verschwinden die Coefficienten derselben einzeln. 
Nun ist aber: 


D(A, A, 43) _ D, (A, Ay) > A, + D, (A, A.) » As + D,(A, A.) , 


wo die D durch folgende Determinanten darstellbar sind: 


|@,a,@, AA, 0 | 
b, b,b, —A, —A, —A,A, | 
D,(A, Ay) =| Cy Cy Cg 1 Ay +A, | } 
naa 9 —t } 
C) Cees 0 0 | 
M,4,a, A,A, 0 
b, b, b, —4, —A, 0 
(6) D, (A, A.) =| ¢, C2 Cg 1 dA, 3 
d, d, d, 0 —A, —A, 
Cy Cy Cy 0 1 
A; A, A, 0 0 
b, b, b, —A,A, 0 
Ds (A, A.) =|, €, ¢3 4, +A, Aya, 
|\d,d,d, —1 —iA,—A, 
1G, & Oe 0 1 | 





Die Parameterwerthe eines Doppelpunktes geniigen also den 3 
Gleichungen*): 


D, (A, 4,) = 0, D, (A; 4.) = 0, Dy (A, A.) = 0. 


§ 2. 
Die Gleichungen fir die Wendepunkte und Doppeltangenten unter 
Adjunction der Coordinaten der Doppelpunkte. 


_ Die Gleichungen des vorigen Paragraphen werden weiterer Be- 
handlung zuginglich, wenn man die Doppelpunkte der rationalen 
Curve 4. Ordnung in die Eckpunkte des Coordinatendreiecks verlegt. 
Von den linearen Factoren, in welche man die F;(4) zerfillen kann, 


*) Diese Gleichungen sind zweien Aquivalent; denn die D gehiren einer 
Matrix von 5 Horizontal- und 6 Verticalreihen an, fiir welche sich in bekannter 
Weise (Salmon-Fiedler, Raumgeometrie II., Art. 408) die gemeinsamen Ver- 
schwindungswerthe aller Determinanten durch die von zweien und gewissen Unter- 
determinanten darstellen lassen. 
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sind dann je 2 paarweise einander gleich, und man erhiilt so die Coor- 
dinaten in der Form: 


(7) o:-2%=Fl,—f;f,, 
e:% =F, =f, 


wo f;, fo, fs quadratische Functionen von 4 sind. 


Peers 


Die Gleichungen fiir die Parameter der Doppelpunkte werden dann 
gegenstandslos, und diejenigen fiir die Wendepunkte W — 0 und die 
Beriihrungspunkte der Doppeltangenten 7 = 0 erhalten eine einfachere 
Gestalt, wenn man die folgende kanonische Form der Functionen f 


zu Grunde legt: 
f,=V+ait+bd, 
(8) | 2=+ ci+d, 
fz == A. 
wodurch man dann erhilt: 
o-a, =A +ci?+di, 
(9) | 0: %,=A5+ad?+ di, 
Q +X, = At + AS(a+c)+ 47(b+d-+ac)+ A4(be+ad) + bd. 
Diese Form der / ist noch allgemein genug, um alle invarianten Bil- 
dungen, die in den Coefficienten derselben erhalten werden, auf allge- 
meine quadratische Formen iibertragen zu kénnen. Die Gleichungen 
W =0 und 7 = 0 erhalten wir (§ 1., III., I.) in der Form: 
W=D,-#?+D,-4+D,=0, 
T=D,—4D,D, ==. 

Fiihrt man die Coefficienten der kanonischen Form von F, F, F,, wie 

sie oben (7), (8) angenommen wurde, ein, so erhalt man: 

D,=—#-K; D,=L; D,=—bdd-K, 
wo: 
K= i? (c—a) + 2A4(d—b) + ad —be, 

(10) } L=At(b—d) + 245 (be—ad) + a? (b—d) (ac—b—d) 

| + 2aAbd(a—c)+ bd(b—d) 
ist. Es ist somit die Gleichung fiir die Wendepunkte: 


(11) W=41-L—(A+t0dqK=0. 
Die Gleichung fiir die Beriihrungspunkte der Doppeltangenten wird: 
(12) T=L[?—4bd-VK?=0. 


Das Product endlich der Parameter A;A, zweier derselben Doppel- 
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tangente zugehérigen Beriihrungspunkte ist fiir unsere Annahmen eine 
constante Grésse und zwar (§ 1. (5)): 


(13) A2A,2 = bd. 


Wir werden weiter unten aus den Gleichungen (9) durch Elimi- 
nation von- 4 die Gleichung der Curve 4. Ordnung ® in homogenen 
Coordinaten x, x, x, ableiten, wobei sich die Coefficienten als simul- 
tane Invarianten der 3 quadratischen Formen f ergeben. Man denke 
sich nun die Gleichungen derjenigen Curven gebildet, durch welche 
die Wendepunkte und Beriihrungspunkte der Doppeltangenten aus ® 
ausgeschnitten werden. Setzt man in diese Gleichungen fiir die Coor- 
dinaten x, etc. wieder ihre Werthe /, f, etc., so erhilt man resp. W 
und 7’ durch simultane Invarianten der f dargestellt. Nachdem man 
sich nun aber von der Méglichkeit einer solchen Darstellung iiberzeugt 
hat, verfihrt man zweckmiissiger umgekehrt und bildet mit Hiilfe des 
»Vollstindigen* Formensystems, wie Gordan das System der In- und 
Covarianten genannt hat, durch die alle anderen in der Form von 
ganzen Functionen darstellbar sind, die allgemeinen Ausdriicke fiir W 
und 7’ aus den oben fiir die kanonische Form aufgestellten. 


Das vollstindige System von 3 quadratischen Formen /,, /,, /; 
besteht aber aus folgenden Bildungen (Clebsch, binire Formen, 
p. 201 ff.): 


f fy hs Bo; Bs, Bi. D,, D;, Dy, D,, Dy, Ds; Rios ? 
wo die Indices jedesmal angeben, in welcher Ordnung die Coefficienten 


der 3 Formen auftreten. Die Bedeutung der #, D und R ist, in den 
homogenen biniiren Variabeln 4, w geschrieben, die folgende: 





i ed fi(A) file) |. 
*\f# (4) fi'(w) 
| f," (Aa) fy" (Aw) A" (ee) | 
Rrays= yh (4) fe) fA’ (wH)|5 
fy'(44) fe’ (Aw) fy" (we) | 





Dix = [fi (44) fe’ (we) + Ef (we) - fe’ (4a) — Sf (Aw) + fe (Aw). 


Ausser den Formen selbst und deren Functionaldeterminanten sind 
keine Covarianten in dem System enthalten. Dies erleichtert die Um- 
wandlung von Z und K, aus denen sich W und 7 zusammensetzen, 
in invariante Bildungen wesentlich. Das vollstindige System lautet in 
der von uns angenommenen kanonischen Form folgendermassen (u werde 
= 1 gesetzt): 
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f, =#+ai+5, 

fp =V+ cht+d;y 

fy =4; 

%,—= + (#—d), 

9, = — > (42-0), 

a. = ; {4?(c—a) + 24 (b—d) + ad — be}; 


Dy= 2(6—4), 


(14) 
Da= 2(4—5), 
1 
D;, = — 2 
Dy, =? 
Ds, => ~ ? 


D,=b+d— ~ 3 





R =k, = = (b—d). 


Endlich mégen gleich hier noch die folgenden Invarianten, welche 
sich spater als die Coefficienten in der Gleichung 9(x,2,2,) =O un- 
serer Curve 4. Ordnung in homogenen Coordinaten erweisen werden, 
Platz finden: 

d,, = Ar33 = D, D3, — D.3? = — d, 
dy = Assi, = D3; Dy, — Dx? =— 1b, 
ds3 = Aro, = Dy, Dy, — Dj.’ = (be — ad) (a—c)— (b—d)*; 


(15) dys = Aggy, = Ds, Dy, — Dy, Dog = be — 5 (6+4), 
ds, = Aging = Dy D., — Dy, Dg, = ad — ; (6+4), 





1 
dyy = Ayos3 = Dg, Dy — Dy3 Dip = 2 (6+), 


fiir welche meist die kiirzere, aber mit der obigen Bestimmung beziig- 
lich der Indices nicht mehr iibereinstimmende Bezeichnung d;; gebraucht 
werden wird. Wir merken noch an: 
(15*) G2=— i; De—Diis dxr= chi. 
Man hat nun sogleich: 

K =29,,. 


Mathematische Annalen. XII. 
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T ist in den Coefficienten jeder der 3 Formen vom 4., W vom 
2. Grad. JZ muss sich also aus Covariantenproducten von der Form: 
7, wo der obere Index den Grad in 4, w angiebt, zusammen- 
setzen. Kin solches Product ist: 


Ry» “f 1 f 2? 
welches schon im ersten und letzten Glied mit J iibereinstimmt. Zur 
Herstellung der tibrigen kann also nur noch ein Product verwendet 
werden, das /, als Factor hat; das einzige dieser Art, das den vorigen 
Bedingungen geniigt, ist: 
A f: 3° o,, -D = 
In der That ist: 


2 Rishi fe + 22D hf = L— > -AK=L—ac-i-4,,. 


Aber die Grésse ac- 4, welche ein Product von der Form TT. sein 


miisste, lasst sich als solches nicht darstellen, und man darf dies nicht 
einmal erwarten, da ja zwar W und 7, nicht aber K und L einzeln 
invariante Bildungen sein miissen. Andererseits ist aber: 


— (44+ bd) + (644)? = — 48,;5,;, 

und weiter durch Vereinigung: 
(ac—2(b+d))a2? = — 2 D,, f,2, 

so dass schliesslich die Gleichung zur Bestimmung der Wendepunkte 
den folgenden einfachen Ausdruck erhidlt: 
(16) Ld = Ryos - fifo fs + 44129254, - 
Mit Hiilfe der Identitéten (Clebsch, binire Formen 1. c¢.): 
(a) R - f, = Di F23 + Doi Fs: + Dsitr, 
(b) 0 =f, 9. + fF + £392, 
(c) 292,93, = fefsDi: —f? Dog +h Da +h fDi» 
(d) 2 B,3” = — f,? Dss — fs? Dy» +2fofsDrs ; 
Di; Dz; Ds; 
(17) { @) 2R-@2=—| Diz Dax Dox 
ho oh fs 
Dy Dy, Dy; | 
(f) 2h? =| D,, Dy», Dy 13 
Ds, Dsz Dys | 
1 (g) 2 Riss" Dis = dy, ds, — dog ds, , 
und der analog gebildeten kann man den Ausdruck fiir W oder viel- 


mehr fiir R- W auf eine fiir das Folgende wichtige Form bringen. 
Es ist niamlich: 
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49;, 95393: + fh D3 F 23+ Dogg + D3 942) + Dyes (F923 +h 931 +5912) 
= — 3 (295, 82; — Afr Ds, —f fg Dy) — O54 (2 O93 O42 —f fo Dos — fos Diz) 
+ 912(f3? Dio +hife Dss) 
= 923 (fofs Dy + A? Dos) + O51 (fof Dart fe? Dar) + P12 (fy? Dia th feDss). 
Daher endlich: 

| Dy Dy Dis fefs Dis +f? Dos | 
; x Soe | Dy Dy, Dy ff, Do + £2 Ds, | ‘ 

| Ds, Dos Dys fife Das + fy? Dis | 

l feohok 0 | 


Da die Formen f; den reciproken Werthen der Coordinaten x; pro- 
portional sind, so hat die Gleichung W=O in dieser Darstellung (die 
den Fall R =O natiirlich ausschliesst) die Bedeutung einer Curven- 
gleichung, und zwar werden durch diese Curve, die von der 6. Ordnung 
ist, die Wendepunkte aus der gegebenen Curve 4. Ordnung ® ausge- 
schnitten. In welchem Zusammenhang dieselbe mit der Hesse’schen 
von ® steht, die sie in vielen Beziehungen zu ersetzen geeignet ist, 
wird weiter unten (§ 4.) erértert werden. — Rechnet man die Deter- 
minante aus, so kommt unter Einfiihrung der oben (15) definirten 
Invarianten d;,, fiir welche Identitaiten bestehen, wie: 


(17) { dy, Dy, + dy, Dy. + dy Dy, = 2 RB, 
dy, Dy; + dp Dos + d,3 Dys = 0, 
der Ausdruck : 
Ant? ( Dosf\— Ds fr—Dyofs) + Dy Aishihels 
(18) Sif RW | 40 Daft Dt Dols) + Doe dooh hols 
+ dys fs? (—Doshy— Ds f+ Dyas) + Ds dash hols: 
Wir wenden uns zur Umgestaltung der Gleichung T = 0 fiir die 


Doppeltangenten. Man hat oben den Ausdruck fiir LZ erhalten in der 
Form: 


1 ac 
2 L = My4293 + a fe P12 ’ 





wo 
TT 1228 — Ryoshihe + 9). Dish; . 

Daher 

2 I? 7 * a o 

7 = 7 bd. Kt =(14 ““f,0,.)' — 4d - f,28,," 

- 2 2 
= — 211+ Dys + ATF, Dis Dos 12 + 94? fy? (—< — 404). 

Nun ist: 


o° — Abd = 2 (Dy Dy Dy — Dy Dy? — Dy, Dis?). 


7° 
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Vereinigt man diese Glieder mit den iibrigen, welclie den Factor @,,? 
besitzen, so kommt, unter Benutzung der Identitat (17°): 


T 
we RRA D the hy? Dat fy fy? Dss) + 26 fofs (P23D 2D 13+ 95, DogDoy 


+4.D;;D,;) | . 


was endlich, mit Hiilfe von (17") und (17°), tibergeht in: 
T 


(20) _ (fof 343 + fh dis +h fo die) — 62°F 9? doe dy3 — fy? /,? Fy3. 44, — fy? fo? dy do. 


Unter Einfiihrung der den f; proportionalen reciproken Werthe der 
Coordinaten 2; in 7 =O erhalt man die Gleichung des die Beriihrungs- 
punkte der Doppeltangenten ausschneidenden Kegelschnitts, eine Glei- 
chung, die auf anderem Wege Salmon (a. a. O.) aufgestellit hat. 


§ 3. 
Die Curvengleichung in homogenen Coordinaten. Specielle Fille. 

Bevor die erhaltenen Gleichungen weiter discutirt werden, midge 
die geometrische Bedeutung der vorstehenden Darstellung in Kiirze 
untersucht werden. 

Zwischen den simultanen Invarianten D;, und den quadratischen 
Formen f, f, f, besteht nach Clebsch, bin. Formen p. 205, die iden- 
tische Relation: 

| Dy Di, Dis fF | 
Dy, Dy Dy fr Lhe 
Ds, Dsy Ds; fs 
fi fr f 9 
Setzt man die Formen f; proportional den homogenen Coordinaten 


y; eines Punktes in der Ebene, so reprisentirt diese Gleichung einen 
Kegelschnitt: 


(2) PCY) = yy A da Yo? + yg Ys? + 2 dos Yo Ya 24514 Yet 2 dio, Yo= 9, 
welcher aus der Curve 4. Ordnung ® durch die quadratische Transfor- 
mation: 


(1) 


1 . 1 . 1 — . . 
WH Me Ye 22937 Vs * WY 
hervorgegangen ist. Die Gleichung unserer Curve ist demnach: 
(4) D (a) =, ©? £y? +-y, £5? Ly? dy3%,? Hq? 4-2 dygX,? LyX, 2dy, 2," X52, 
+24d,.27,?2,7,—0, 

wo die d, die in § 2. (15) definirten Combinationen der Coefficienten 
der 3 quadratischen Formen / sind. 

Umgekehrt kann man die Coordinaten jeder Curve 4. Ordnung, 
deren Gleichung in dieser Form gegeben ist, in der angegebenen 


(3) %,2%,:%, = 
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Weise darstellen, indem man die Coordinaten des zugehérigen Kegel- 
schnitts durch einen Parameter ausdriickt. Ueberhaupt gehért in den 
Bereich unserer Darstellung jede rationale Curve 4. Ordnung, die durch 
eine quadratische Transformation der angegebenen Form in einen Kegel- 
schnitt tiberfiihrbar ist; und dies ist immer méglich, so lange die Doppel- 
(oder Riickkehr-) punkte, die reell oder imaginir (vgl. § 8.) sein kénnen, 
nicht zusammenfallen. Dass jedoch durch passende Grenziiberginge 
auch diese Fille mit in den Kreis der Untersuchung hereingezogen 
werden kénnen, wird weiterhin (s. III., sowie § 6.) gezeigt werden. 

Aus den Gleichungen (3) folgt: 

(5) Yr 2 Yo Ys = Uys? Uym, 2 He, =f, i fy: fy. 

Die Substitution der x fiir die f in die Gleichungen ((18) und (20) § 2.) 
R-W=+=0Ound 7 = 0 fiir die Wendepunkte und Doppeltangenten er- 
giebt Gleichungen von Curven von bez. der 6. und 2. Ordnung, von 
denen die erste in den Eckpunkten des Coordinatendreiecks 3-fache 
Punkte besitzt. Ersetzt man dagegen die f; durch die y;, so erhiilt 
man die aus jenen durch quadratische Transformation hervorgegangenen 
Curven, welche auf dem Kegelschnitt » (y) = 0 diejenigen Punkte aus- 
schneiden, in welchen Kegelschnitte, die durch die 3 Eckpunkte des 
Fundamental(Coordinaten)-Dreiecks gehen, osculiren, bez. doppelt be- 
riihren. 

Einige specielle Fille, auf die spiiter dfters Bezug genommen wird, 
moégen gleich hier an die Darstellung der Curvengleichung angeschlossen 
werden. 

l. Fir d,, = D,.D,, — D,,? =0 <zerfillt die Curve 4. Ordnung 
(sofern nicht gleichzeitig R—O ist) in die Seite 2,0 des Coordinaten- 
dreiecks und eine rationale Curve 3. Ordnung; zugleich haben /, und 
f> einen linearen Factor gemeinsam, der als solcher auch aus den 
F, = fof, ete. sich ausscheiden und mit dem Proportionalititsfactor @ 
vereinigen lisst. Es bleiben so die Coordinaten der Curve 3. Ordnung, 
ausgedriickt durch einen Parameter*). 


*) Es ist bemerkenswerth — und diese Bemerkung gilt ganz allgemein, 
wenn eine rationale Curve in der angegebenen Weise in solche von niederer 
Ordnung zerfallt — dass man auch die Gleichung der sich absondernden Geraden 
erhalten kann, indem man die durch thr Verschwinden das Zerfallen bewirkende 
Grosse dy, nicht absolut = 0 setzt, sondern zugleich mit dem verschwindenden Factor 
(4—«) unendlich klein werden lisst, was denn, unter Vernachlissigung der héhe- 
ren Potenzen von 4—«, fiir die 2; homogene lneare Functionen von 4—« und 
dy 
Gleichung der Geraden darstellen. (Ein Beispiel bietet die kanonische Form der 
x, fir d=0,1=0.) 





dy, ergiebt, welche, indem nun alle méglichen Werthe durchliuft, die 
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Il. Zerfallt fir R—O der Kegelschnitt m in 2 Gerade, so spaltet 
sich die Curve ® im 2 Kegelschnitte, deren Gleichungen unmittelbar 
durch die jener Geraden gegeben sind*). 


III. Riicken 2 Seiten des Coordinatendreiecks zusammen, so er- 
halt man einen Selbstberiihrungspunkt. Dann werden z. B. f, und f, 
einander proportional, also d,,— R—O. Setzt man, um das identische 
Verschwinden zu vermeiden: 

- h=fht+e-h, 
wo « eine gegen Null convergirende Grésse und /f, eine beliebige 
quadratische Form ist, so bleiben in der Tabelle des § 2. die Formen 
fi f;%3,D,,D ,D;, ungeiindert, ferner wird: 
fp =fitéh, Dy, = Dy + 2eDy, + & Dy, 
Py. = Oy, Dy, = D,; + Dy, nl Riya, = & + Rys. 
925 = 3 +8-O5, Dyp=— Dy + eDy,, 
Die Transformationsformeln (3) werden: 

Wy? hy? Xs =f fs? heh th? = %2Ys 2 MMW? 

und die Gleichungen fiir die Wendepunkte und Doppeltangenten ge- 
winnen die Form: 


=P fs Ryyg — 44,,9,, = 0, 





SR-« SAP [Ry (2 Dysfy? + Dysh,?) +265 (Ds: Dy Oy3+ Dys Dy; 95, + Dyy?4,,)] 


Durch das Auftreten eines Selbstberiihrungspunktes werden also zwei 
Doppeltangenten, jedoch kein Wendepunkt absorbirt. 





*) Die Bedingung fiir das Zerfallen des Kegelschnitts: 
OY = f(A) = a2? + 2H,4+ ¢,, 
OY. = fo(4) = a4? ++ 20,4+ &, 


oa Ys = f; (4) = aga? + 20,4 + ©, 
ist die folgende: 


a, by cy | 
R=/| a, bh | = 0. 
ay bs ¢, 
Hieraus erhalt man ein System von Griéssen uw, uw, U3, 80 dass: 


UY, + UeYe + Uys = 0. 

Ejinem Punkt y, der dieser Gleichung geniigt, entsprechen dann 2 Werthe 4, 
welche sich aus zweien von den obigen Gleichungen bestimmen, Diese Gerade, 
welche von dem System der Werthe von 4 doppelt iiberdeckt wird, représentirt im 
Allgemeinen, doppelt gerechnet, den Kegelschnitt. Nur in dem speciellen Fall, dass 
die 3 Functionen f einen Factor gemeinsam haben, wird jene Gerade blos ein- 
fach erzeugt. Man hat dann den in der vorhergehenden Note besprochenen Fall, 
fiir welchen der Kegelschnitt in 2 discrete Curven (hier Gerade) zerfillt, deren 
Gleichungen man in der dort angegebenen Weise bestimmt. 
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Ein noch speciellerer Fall ist der einer Curve mit (Selbst)-Osculations- 
punkt, Es riicken dann die 3 Eckpunkte des Coordinatendreiecks so an- 
einander, dass sie consecutive Punkte des durch sie gehenden Kreises 
(des Bildes der unendlich fernen Punkte, § 9.) werden. Man kann dann 
die Formen f in: folgender Weise annehmen: 


fh=f + 8h fh=h + mef, + &m(m—1)f,, 
wo wieder « eine gegen Null convergirende Grosse, m eine Constante 
und /,, f, quadratische Formen sind. Die Coordinaten der Curve stellen 
sich unter Einfiihrung von linearen Combinationen der 2; in der Form dar: 


b= 3 -<‘sie a= 4) =f? —fhs £— >> T= hhs =f’ 


é = 
und die Gleichungen fiir die Wendepunkte und Doppeltangenten werden: 








Ww 
2e3m(m—1) Ris fy? — 49,, = 9, 

T 
8 Re m(m—1) =f (—3f, Dy? Ry; + 24,,(D,?—D,, Dy) 


‘+ m,,D,, Dy, + 8%eDy? + 4, Dy, Dy) = 9, 


wo dann ersichtlich wieder die Zahl der Wendepunkte ungeiindert bleibt, 
wahrend 3 Doppeltangenten in die Osculationstangente fallen. 

IV. Kin Doppelpunkt der Curve 4. Ordnung geht in einen Riick- 
kehrpunkt iiber, wenn eine der 3 Formen 2 gleiche Factoren erhiilt, 
also wenn z. B. D,, = 0 ist. 

Dass sich dann die Classe der Curve um 1 reducirt, erkennt man 
durch Darstellung der Liniencoordinaten u,u.u, der rationalen Curve 
4. Ordnung als Functionen eines Parameters, was bei diesem Anlass 
geschehen mdge. Die Liniencoordinaten sind bekanntlich proportional 
den Grdéssen: 

Gx, OX Om, O04; 

[oe feo aes 
wenn man sich mit der Variabeln w die Homogeneitiat hergestellt denkt. 
Nun ist aber z. B.: 


F fate) & fafd—F (fal) gq Fad half Pes +h 9s 912) =— 2 Pr 
und man hat also die folgende Darstellung: 

U2 Mg 2 Uy = f;7 Dog : (225, 2 [4?F)0 
Diese Ausdriicke sind vom 6. Grade und bekommen fiir D,;, = 0 den 


auch in #,, und @,, enthaltenen linearen Factor ///,. 


V. Die Bedeutung, welche das Verschwinden der Invarianten dj; 
und D,, besitzt, ist in I. und IV. auseinandergesetzt. Hier mége noch 
kurz tiber das Verschwinden der Dj, und d;, gesprochen werden. Wenn 
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D,, verschwindet, so bilden die Wurzelpaare von /, und f, auf der Curve 
4 harmonische Punkte. Das Verschwinden von d,,—D,,D,,—D,,.Ds; 
veranlasst, dass die Tangenten des Doppelpunkts in der Ecke z,—2,—0 
zu den anstossenden Seiten des Coordinatendreiecks harmonisch liegen. 

VI. dD, + 4,; D,, = 0 ist die Bedingung dafiir, dass eine 
Tangente in dem Doppelpunkt 2, = x, = 0 Wendetangente wird (vgl. 
§ 4. am Ende). 

VII. Weiter unten (§ 6.) wird eine Curve auftreten, fiir welche 
die Bedingungsgleichung erfiillt ist: 


Du Dis—Des Dx= 5 (0 — da?) = Fp (dus Gis — de ds) = Dy dey — D1 dr=0. 


Dies geschieht allgemein durch die Annahme: 


f= ad+b =(A—a) (Af), 

fp = 42 + aki + DP = (A—ka) (A—k 8), 

13 =A =A ? 
wodurch die Wurzeln von f, und /,, iibers Kreuz gepaart, mit denen 
von f, in Involution zu stehen kommen; denn die Determinante R der 
Formen: 

9, = (A—a) (A—kB); 9, = (A—fB) (A—ka); gyp=—A 

verschwindet identisch. 


Fiir die Curve 4. Ordnung sagt dies aus, dass von den 4 Schnitt- 
punkten der Tangenten in zwei Doppelpunkten zwei auf einer durch den 
dritten Doppelpunkt gehenden Geraden liegen. Denn die Tangenten in 
“,=2,=0 und 2, = x, = 0 sind: 


a) x,ka — af, (ka) = 0, c) «,« — xf; (a) = 0, 

b) 1, kB — asf, (kB) =0, d) 2,6 — 2,f,(8) =0. 
Schneidet man a) mit d) und b) mit c), so liegen, wie man so- 
gleich erkennt, die Schnittpunkte auf der Linie: 2, k—axz, = 0, q. e. d. 


Dieser Fall tritt z. B. ein, wenn die Curve eine Symmetrieaze be- 
sitzt oder aus einer solchen durch Centralprojection hervorgegangen ist. 


§ 4. 
Der Wendekegelschnitt. 


Fiir die Wendepunkte ergab sich oben (§ 2.) eine Gleichung 
3. Grades in den Formen f;; R-W =O, welche durch Einfihrung 
der x; in eine die Wendepunkte ausschneidende Curve 6. Ordnung (mit 
3-fachen Punkten in den Eckpunkten des Coordinatendreiecks) tiber- 
fiihrbar war. Man kann nun die Gleichung dieser Curve mit Hilfe 
der Gleichung ®=0 der gegebenen Curve in die eines durch die Wende- 
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punkte gehenden Kegelschnitts [=0 tberfiihren*). Dies wird jedoch zweck- 
miissig nicht erst an der Curve 6. Ordnung, sondern an der ihr ver- 
mdge der quadratischen Transformation entsprechenden Curve R. W=0 
oder @ (y, ¥.Y3) = 0, wie ihre Gleichung in den y geschrieben heissen 
mége, vorgeiommen, wo denn unter Adjunction des Kegelschnitts 
y=0 (§ 3.) eine rationale Curve 4. Ordnung y—=0 mit 3 Doppelpunkten 
in den Eckpunkten des Coordinatendreiecks (statt des Kegelschnitts 
= 0) zu erzeugen ist. Der Ausdruck: 


GiyY?( ¥ Dos—Y2 Dg:—Y3 Dy.) 
B=) Ady. yp? (—Y Dog t- Yo Dgy— Yq Dy2) + Y:Yos (4) Dj y+ dog Doo dg D3) 
+ dys y37(—Y, Dos— Yo Dy +3 D2), 
(wo zwischen den d;, und Dj, die § 2. angefiihrten Beziehungen be- 
stehen) ist also mit Hiilfe von: 


P = Ay Y,? + dy Yo? + Ayg YQ? + 2dy3YoYg + 2ds,Y3y; + 2dyoY, Yo 


und gewisser noch zu bestimmender Formen 1. und 2. Ordnung q und 
p in eine solche Gestalt y zu verwandeln, dass in: 


(1) y=@3q+ Py 


die Coefficienten der Glieder von y,‘, y,>y, und der analogen Glieder 
simmtlich verschwinden. Aber man hat zu Erfiillung dieser 9 Glei- 
chungen nur 8 Gréssen: die Verhiiltnisse der Coefficienten in g und p, 
zur Verfiigung, und es muss demnach eine dieser Gleichungen eine 
Folge der iibrigen sein. Indem man die Coefficienten in p eliminirt, 
bleiben 3 Gleichungen fiir die in g, die sich als in der That mit ein- 
ander vertraiglich erweisen. Man erfiillt sie durch die Annahme: 


Y = Fy, dog y, + Ayo d34 Yo + sg Ayo Ys 
und es ergiebt sich weiter: 
p = — Dysdygdyyy,.? — + --- + 2d); (do Dy. + 4)3Dy3) Yo¥s 3 sian 
wo die den angeschriebenen analog gebildeten Glieder hier wie im 


Folgenden durch Punkte bezeichnet sind. Endlich wird der Coefficient 
von y,*y,° des Ausdrucks y: 


Fxg 4R°D,, (dyp Dyo+ 43 Di3)5 


der Coefficient von 2y,?y,y, wird: 


*) Ich erhalte nachtriglich Kenntniss von einer Arbeit des Herrn J. Grass- 
mann tiber Wendepunkte (Dissertat. Berlin 1875), in welcher derselbe ebenfalls 
die Existenz des Wendekegelschnitts und zwar durch directe Umgestaltung der 
ausgerechneten Hesse’schen Determinante erst auf die Form JZ (s. unten), dann 
auf die Form [ nachweist. 
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Y23 = 2 FR? (42413 + Dyy Dy3 dos + Dos? dys + $4, dos) 
= R? (2d,.d,\,+34d,, d,,-+-4 d,. D,;*) ? 


wo man wie oben hat: 


wahrend die Determinante der D;, = 2R?, die der d;, = 4R' ist. 

Wendet man auf die Glieder der Identitét (1) die quadratische 
Transformation y,:¥.:Y, == %_%:%,%,:%,%_ an, so erhilt sie die Form: 

260. + PO, =F, - 2? x,*x;’, 
und die Gleichung des Wendekegelschnitts wird: 
4 Dy, (yp Dy dy3 Dis) @)?+2 (2d )94,9+ 3d, dy5+4dy3 Do?) 2X5 
O=T= | —4 Dy, (dys Dost doy Dyy)y?+ 2 (2g gy -+-3dqyds,+4ds, Ds,?) x5 x, 
—4 Dy3(ds, Dg, +ds2 Do) #3?+ 2 (2d54dyo+ 3554) o-+ 4d). Dy.) #, Xo. 
Dieser Kegelschnitt geht durch einen Eckpunkt des Coordinatendreiecks, 
wenn D,, = 0, d. h., wenn ein Doppelpunkt zum Riickkehrpunkt ge- 
worden ist, oder fiir d,, D,, + d,,;D,, = 0, was dann eine Wendetan- 
gente im Doppelpunkt anzeigt. Dann muss durch diesen auch die Ver- 
bindungslinie G = 0 der beiden mit den Wendepunkten auf einem 
Kegelschnitt gelegenen Punkte gehen. Man erhalt die Gleichung derselben 
durch Combination von Q mit ® zu folgender Identitat: 
D + dy, dyds3 — Q (%_%3d,3d,.+---) = 24, 2,0, -G- RB, 
wo die Gleichung der gesuchten Geraden wird: 
O = G = 2, dys (d,. Dy. + d3 Dy3) + %2 dg, (dy Dz, + dys Do5) 
+ 3 dyp (ds Ds, + ds Ds.). 

Diese Gerade geht durch den Doppelpunkt x, = 2, = 0 auch dann 
hindurch, wenn d,, = 0 ist, d. h., wenn die Tangenten desselben zu 
den anstossenden Seiten des Fundamentaldreiecks harmonisch sind (§ 3.). 

Die Curve 6. Grades 2 =O schneidet in den Eckpunkten des 
Coordinatendreiecks die gegebene Curve ® =0 in 6 Punkten, also 
ebensovielmal, wie in diesen Punkten die Hesse’sche Curve H=0 von 
® = 0 schneidet. Der Ausdruck Q lisst sich aber trotzdem nicht mit 
Hilfe von ® auf die Form H bringen, man hat es hier vielmehr mit 
einem der wohl von Néther zuerst bemerkten Fille zu thun, wo die 
Division — auch unter Adjunction von ® nicht ausfiihrbar ist, obgleich 
Zahler und Nenner dieselben Verschwindungspunkte auf =O besitzen. 
Man kann jedoch eine Uebereinstimmung von 2 und H in méglichst 
vielen Gliedern verlangen und erhilt so die Identitit: 

H=62+4 30B + 32,2,2,L, 

wo H die Hesse’sche Determinante ist: 
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ee 2D BO BO _ 
H=Z=+ Oz? On, Oa, 


= 3.2, 4 (dy3?— day d3) (dg3 2? + 2 ds %_ X49 Xs”) + - -- 

+ 6,9 ay X (dys dag + 2 doy”) (dy3%-+ dyp%) + + -- 

+ 6%,°%,3 d,5(2d,3d.3—dyds3) + +++ 

+ 182 ,?x,? x5? (dy, dy9dyg + Gyo do5 51), 
B eine Form 2. Grades: 

B = — 4, (dy_d33— dys”) — «+» + 2di2djg%_%3 +--+ 
und endlich L = 0 die Gleichung einer durch die Wendepunkte gehen- 
den Curve 3. Ordnung ist: 
L=2 £,? (dyy 33 — yg”) + +» - 4-2; Ly Bq (dy dys” + dy» dy,” + yy dQ” 

+3d,1 dy d33— 6d. 25 d;,). 





§ 5. 
Die Wendepunktsgleichung. 


Indem wir von der allgemeinen Form zu den im §. 2 aufgestellten 
Gleichungen fiir die Parameter der Beriihrungspunkte der Doppeltan- 
genten und der Wendepunkte in der kanonischen Darstellung zuriick- 
kehren, bemerken wir zunichst, dass die Erstere in zwei zerfallt: 
T=L?—4bd-2K’=(L+2yba-,K) (L—2ybd-aK) =T,-T,=0. 

4 6 
Man kann diese Factoren 7,, 7, sowie die Gleichung: 
W=AL — (4t+bd) K=0 
dadurch auf einfachere Form bringen, dass man statt der Constanten 
a, b, c, d vier andere Gréssen einfiihrt, naimlich: 








3 b—d be—ad —b—d 
omg Gagt Oe Gag th Pee gens Ai 
Man erhilt so: 
n}- 5 (a—o [aat+8a(64/8)+62a(y +3 72) 
2 
+34//8(6 +72)+ a9], 
Ww = 18 4+ Pade + 3448 4+ 43 ay + 3120 + 2dad + Be. 


Setzt man noch fiir einen Augenblick: 


4t=0- ot; alsodAmeg-/O—Q-8e, 
ferner: 
Qa 
a 


p= {I= 


£. a 
e? 


so gewinnt W die Form: 
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WwW -|{ o° + 2pe* + 3qe" 


_ 
a—e +3e°+2p0 + q Tt *re = 
Diese Gleichung geht fiir g—1 im eine reciproke iiber. Es treten 
dann die Wurzeln in Involution; aber der Punkt, in welchem sich dann 
die Verbindungslinien der (paarweise verbundenen) Bilder der Wende- 
punkte auf dem Kegelschnitt ¢—0 schneiden, und der in diesem Falle 
sich rational ergiebt, ist in einem anderen speciellen Fall (a—0, b——d) 
nur durch Auflésung einer quadratischen Gleichung zu finden und kann 
demnach nicht fiir die allgemeine Gleichung rational vorhanden sein. 
Ueberhaupt scheint jene Gleichung 6. Grades keine Invarianteneigen- 
schaften zu besitzen, die eine Zuriickfiihrung ihrer Auflésung auf solche 
von niedrigerem Grade ermdglicht*). 

Den Fall involutorisch gepaarter Wurzeln mégen wir hier etwas 
naher erértern. Zunichst folgt aus der Bedingungsgleichung: 


*) In der That kann man folgendermassen zeigen, dass die 6 Wurzeln jener 
Gleichung 6. Grades im Allgemeinen in keiner Beziehung zu einander stehen. 
Man nehme die Coordinaten der Curve 4. Ordnung in der Form an: 

Hy 2 Ly: Ly = 13(A-+ a): (A+-D) : (A+-1)8 (4+ 0), 
wodurch die Tangenten in 3 Wendepunkten (4=0, —1, ©) adjungirt und zu 


Seiten des Coordinatendreiecks gemacht werden. Dann wird die Gleichung fiir 
die 3 tibrigen Wendepunkte: 


W’ = 13(A+3) + 22(2Ab—A+3C)+4 1(aC0+2B)+aB=0, 
A=c—a; B=3be—c+b; C=c+2b 


ist. Die Wurzeln dieser Gleichung stehn aber augenscheinlich zu den Parametern 
der angenommenen Wendepunkte in keiner projectivischen Beziehung. 

Fiir diese Darstellung der Gleichung der Curve lasst sich auch die Bedingung, 
dass 3 Wendepunkte auf gerader Linie liegen, in einfacher Weise ausdriicken. 
Wenn nimlich die Parameter 0, — 1, © dreien in gerader Linie liegenden Punk- 
ten zugehéren sollen, so muss die Grisse D,(A,4,) (§ 1.) verschwinden, wenn man 
4,=0, 4,=—1 und fiir die Coefficienten a;, b;, --- ihre Werthe einsetzt. Man 
erhiilt so: 

ab=bc+b—ce 
als Bedingungsgleichung dafiir, dass die 3 adjungirten Wendepunkte in gerader 
Linie liegen. Auf dieser Linie liegt aber noch ein weiterer Punkt der Curve, 
dessen Parameter: 


i=— — 


Cc 
in die Gleichung W’=0 eingesetzt, dieselbe erfiillt. Denn mit Hiilfe der Be- 
dingungsgleichung liasst sich W’ auf die Form bringen: 


W’ = (Ci+B) (42+4(2b+a) + ab) =0, 


und der 4. Schnittpunkt ist also ebenfalls ein Wendepunkt, wie dies iibrigens aus 
anderen Griinden vorauszusehen war. 
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entweder 6 = d, also Zerfallen (§ 3.), oder: 

b? —ad=0, 
eine Gleichung, die (§ 3., VII) eine involutorische Paarung der Wurzeln - 
der Formen f, und f, tibers Kreuz mit denen von f, aussagt und durch 


Kinfiihrung der besonderen Form (§ 3.) fiir /, f, f, erfillt wird. Nun 
folgt aus der Bedingungsgleichung aber weiter (Bezeichnungen wie in § 3.): 


B= bk = 2#. 
Ist also 4 eine Wurzel, so ist entsprechend dem Wurzelpaare 9 und 


- der reciproken Gleichung, - eine andere. Nun hat man: 


A )=—taw; 244=™-n0, 


die Coordinaten eines Wendepunktpaares sind also von der Form: 











w, = Af, (a); x, =f, (4)- “3 ’ 
a, = Af, (A); ty = f, (A) - di ’ 
. tt 
t; =f, (4)-f, (4); % =f, (4)- h(a) Gr 
Die Gleichung der Verbindungslinie dieser Punkte: 

5, U2 B Af, kk, —f,) | eb 

bo XH a! sap bo Af, h— kf, 23 = 0," 
| &5 3, wy bs fihe 0 


(wo &€ laufende Coordinaten sind) hat nun aber die Higenschaft, unab- 
hingig von 4 erfiillt zu werden durch: 


B= 0, & + 8k =0. 
Die Coordinaten dieser Punktes befriedigen ferner, wie man sich leicht 
liberzeugt, die Gleichung der Verbindungsgeraden G =O der beiden 
mit den Wendepunkten auf dem Wendekegelschnitt liegenden Punkten 
der Curve 4. Ordnung, und man hat also den Satz: 

Wenn 2 von den Schnittpunkten der Tangenten in zwei Sea: 
punkten der Curve 4. Ordnung auf einer Geraden mit dem dritten 
Doppelpunkt liegen (s. § 3.), so schneiden sich die Verbindungslinien 
der 3 Paare, in welche dann die 6 Wendepunkte zerfallen, in einem 
Punkte der Geraden G, durch welchen die Verbindungslinie jener 
2 Doppelpunkte geht. — Der Fall, wo die Curve eine Symmetrieaxe 
besitzt, liefert ein anschauliches Bild dieses Vorkommens. 

Die einfache Form, auf welche oben die Wendepunktsgleichung 
gebracht wurde, fiihrt auf einen wichtigen Factor der Discriminante 
derselben. 
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Man bemerkt, dass die Gleichung (2) durch 9 = 1 befriedigt wird, 
wenn die Bedingung: 


l+p+tat+tr=0 
zwischen den Coefficienten erfiillt ist, und dass dann zugleich auch: 
ay w 
de \a—c. 


fiir g=1 verschwindet. Ist also g—=1 eine Wurzel der umgestalteten, 


oder ist A= j/b@ eine Wurzel der urspriinglichen Gleichung fir die 
Wendepunkte, so ist sie eine Doppelwurzel derselben. Der Ausdruck: 


(©) = (a—e) 1+p+ 9+") = (a@—e) (#®&+8a+e6+ ay) 


ist also ein Factor der Discriminante Aw von W. Da dieser jedoch 
eine rationale Function der Grésse e‘ = @ ist, in welcher Aw rational 
ist, so miissen noch die 3 anderen Ausdriicke, die man durch Ver- 
tauschung von é¢ mit den 3 iibrigen vierten Wurzeln von 6 erhilt, Fac- 
toren von Aw sein. Man erhalt durch Ausrechnung des Products aller 
4 Factoren: 


(4) V=9(«)-9(—2)- pV —2®)- p(—V—® 
(a—c)[a?(/d+ y2—Yd(Vd+p)"] [a2(—Yd+y"+ Yd (—V0+8)?] 
(a—c)* [a4 (y?—0)?-+- 4.078 (By —8) (8 — y)— 0(6?— 4)’. 


Indem fiir die «, B, y, 0 wieder die Werthe in a, b, c, d eingefiihrt 
werden, kann man zuniichst’ den Factor (b—d)* ausscheiden. Denn 
es ist: 


«(a—c) = 2 (b— 4d); 
(B?— 9) (a—c)? = (bec —ad)*? — bd(a—c)*? = (b—d)? (be? —a*d). 


Man erhilt so: 


v~(5%)- [810 5%) oa" +. 360418 y—0)(8 —-») —-4babe? a2]. 


Beriicksichtigt man ferner, dass: 


fs 0an ; ee ae (6+ a— ac) _ sbdl, 


und substituirt fiir 6, y und ¢d auch sonst ihre Werthe in a, b, ¢, d, 
so kommt nach einer Reduction: 


r= C59 (C59 [GY- S6+e-H'+ 
+ 4ba|be—aad(a—p—@—a?| [C59 -40-“)(@- “)]t ; 
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oder endlich indem man von der kanonischen Form der f mittelst der 
Formeln des § 2. zu der allgemeinen iibergeht und die simultanen 
Invarianten in der dortigen Bezeichnung einfiihrt: 

Vou -U, 
wo: 


U = BCR’ —2D,, Dy, Dy3)? + 4d); dy. 435 (FR? +2 Dj, Dy, Dss). 


Die Symmetrie dieses eleganten Ausdrucks ist eine Bestitigung fiir die 
Richtigkeit unserer Rechnung*). Der gefundene Ausdruck ist Factor 
der Discriminante der allgemeinen Wendepunktsgleichung 6. Grades 


(§ 2.): th 
lee R. hi fols + 49.9595, =0 


— die iibrigen leichter zu bestimmenden Factoren werden unten ange- 
geben — und sein Verschwinden bewirkt, dass 4 = j/bd Doppelwurzel 
der Gleichung W=0 wird. Aber fir 4 = j/d = « nimmt der Factor 
T, von T (s. oben) die Form 4-é?g(e) an, und da auch oe fiir Ae 
den Factor p(¢) erhilt, so schliesst man wie oben, dass der Factor 
V = R°U auch in der Discriminante Ay der Doppeltangentengleichung: 
T,T,=0 auftritt. Andererseits erfiillt der Werth 4 = j/bd, der auch 
hier Doppelwurzel wird, fiir die Parameter A, und A, der Berihrungs- 
punkte einer Doppeltangente gesetzt, die zwischen denselben bestehende 
Gleichung (§ 2.): : 
A,?A,? = bd, 
und da man diesen Schluss umkehren kann, so hat die Curve in diesem 


Falle eine in dem Punkt 4 —/j/bd vierfach beriihrende Tangente 
(Undulationstangente). U0 ist also die Bedingung fiir das Auf- 
treten eines Undulationspunktes, und der Facter U moége darum der 
» Undulationsfactor“ der Discriminante heissen. 

Um JU in den Coefficienten der Curvengleichung © = 0 selbst an- 
zuschreiben, multiplicire man U mit R"°, und setze fiir 2R?D;, die 
Werthe aus § 4. ein. Der so umgestaltete Ausdruck bildet dann den 
Hauptbestandtheil der Tactinvariante der Curve 4. Ordnung und ihrer 
Hesse’schen Curve (deren Verschwinden aussagt, dass beide Curven 
sich beriihren, Salmon-Fiedler, hdh, Curven § 377.); die iibrigen 
Factoren sind diejenigen, welche sogleich noch fiir Aw bestimmt werden. 

U ist vom 6. Grade in den Coefficienten jeder der 3 quadratischen 
Formen f,, f,, f; und im Allgemeinen nicht in rationale Factoren zer- 
fillbar, wie man z. B. erkennt, indem man D,, =O setzt. Dann 





*) Den Zusammenhang zwischen den d;,, D,, und & findet man in § 2. an- 
gegeben. 
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scheidet sich der Factor R? aus (was im Allgemeinen nicht der Fall 
ist) und der iibrig bleibende Factor ist durch Einfithrung der a, b, c, d 
leicht als unzerfallbar zu erkennen. Dagegen lisst sich, wie sogleich 
gezeigt werden wird, U in irrationale Factoren auflésen. 

Die iibrigen Factoren, welche die Discriminante Aw ausser V be- 
sitzt, lassen sich in folgender Weise ermitteln. 

I. W=0 erhilt beim Auftreten eines Riickkehrpunktes (§ 3. Fe) 
einen Doppelfactor, der = /f, ist, weun etwa D,, — 0 oder b = - 3 - 
angenommen wird. Daher besitzt (vgl. d. vorstehenden Aufsatz) die 
Discriminante Aw den Factor D,,, und der Symmetrie wegen auch die 
Factoren D,,, D,,, deren Product: 

D;; Dy Dss 
der ,Cuspidalfactor“ heissen mige. 

Il. d,, ——d=O veranlasst die dreifache Wurzel 40 von 
W = 0, daher (vgl. d. vorstehenden Aufsatz) Aw den Factor d,,d,,. dy, 
mindestens quadratisch besitzt. Dieser Factor, dessen Verschwinden 
im Allgemeinen anzeigt (§ 3., I), dass die Curve sich in eine Gerade 
und eine Curve 3. Ordnung spaltet, heisse ,Spaltungsfactor“ 1. Art. 

Ill. Endlich bemerke man, dass, wenn die Curve in 2 Kegel- 
schnitte zerfallt, d. h. fir b—d oder R=0, W ein vollstiindiger Cubus 
wird, dass also 2mal 3 Wurzeln zusammenfallen, was dann den ,,Spal- 
tungsfactor 2. Art“ R* ergiebt (vorstehende Note). 

Das Product: 

Aw = U- R- dy? day? 33? - Dy; Dy» Dgs 
ist aber in den Coefficienten jeder der 3 quadratischen Formen vom 
6 + 14 = 20. Grade. 


Andererseits muss -die Discriminante der Wendepunktsgleichung 
in den Coefficienten : 


(a—c), a(a—c), B(a—e), --- Bd(a—e) 
der Gleichung 6. Grades W—0 vom Grade 2(6—1)—10 sein. Jeder 
dieser Coefficienten ist aber in den Coefficienten der quadratischen Formen 
von héchstens dem 2. Grade, die Discriminante kann also den 20. Grad 
nicht iibersteigen und das obige Product Aw repriisentirt somit in der 
That die gesuchte Discriminante. 


§ 6. 
Die Gleichung fiir die Beriihrungspunkte der Doppeltangenten. 


Man hat oben die Zerfallbarkeit der Gleichung 70 in der kano- 
nischen Form in zwei in den Coefficienten von 7’ irrationale Factoren 
bemerkt. Aber die Eigenschaften der Doppeltangenten gestatten eine 
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solche Zerfillung von 7 auch in der nicht kanonischen Form und 
zwar gleich in quadratische Factoren. Man kann nimlich den Aus- 
druck 7 durch Adjunction der Identitit (§ 3. (I)) zwischen den f; und 
d;, in folgender Weise umgestalten: 


T 
T= (hehsdeosthsh tist hile dye) —fr fs? a2 ds3—f shy? 93 dy —fy?f2? Ay a0 
1 wa re thes ean ie : 
a (AV di +heV de, +hyV43)(—h Vai: +he V'a,, +fsV dss) 
5 (f, Va, —h, V doy +f; V ds)( f; Vay; +h V dy —fs V dys) 
= tt, tet 
mg 18 942 
wo nun jeder dieser quadratischen Factoren die Beriihrungspunkte einer 
Doppeltangente ergiebt. Wir benutzen diese Zerfillung zur Bildung 
der Discriminante Ay der Gleichung fiir die Doppeltangenten. 
Die Discriminante eines Products ist bekanntlich gleich dem Product 


(TT) der Discriminante der einzelnen Factoren mal dem Quadrat des Pro- 
ducts (P) der Resultanten derselben, wenn man sie zu je zweien combinirt. 


Was zunichst die Grésse P angeht, so lisst sich die Resultante 
aus je zweien der 4 Factoren von 7, z. B. aus den beiden ersten ¢, 
und ¢,, in die Form bringen: 


Res. (t,, t) = dy, - Res. (f,, pV der +f V 3) = 1 + Res. (f,, fi); 
wo fiir einen Augenblick: 
fi =feV dee + faV dss 


gesetzt ist. Nun ist aber (Clebsch, bin. Formen p. 201) in den Be- 
zeichnungen des § 2. geschrieben: 


Res. (f;, fi) =D,, Dii— Di? 
Dy, (Dyydyy+2Dy3 V doo dy3 + D yyy) —(Dj 2 V.dyy + Dy V 39)” 
2 dyy dy —2 dys V doo dys - 

Daher endlich: 
Res. (t,, t.) = 2d,, Vdy_dg3 (doy 33 — dag). 


Die Resultante von ¢, und ¢, unterscheidet sich hiervon nur durch das 
Vorzeichen des Wurzelausdrucks, und man hat also: 


Res. (t,, t.) - Res. (t,, t,) = — 4d,,?d,.d, -2.R? - D,, 
und somit das Product P aller 6 Resultanten bis auf einen Zahlenfactor 
P= (dy; doo g3)* D4, Do Dg : RS. 


Wir wenden uns zur Bildung des Products TT der 4 Discriminanten. 
Man erhilt diese aus der Discriminante von ¢,: 


+ 
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Diser. (t,)= Dy, 44 + Doo day + D3 dy3 +2 V dye 4y3 Dy +2 V.dy3 4, Ds, 
+2) d;; do Dy» 

durch paarweise Aenderung der Wurzelvorzeichen, Aber die Aus- 
rechnung des Products aller vier lasst sich vermeiden, wenn man be- 
denkt, dass seiner Bedeutung nach dieses Product TT von dem oben 
gefundenen Undulationsfactor U nur um einen unwesentlichen Factor 
sich unterscheiden kann. Wir kénnen Letzteren durch eine Abzihlung 
bestimmen. 

T ist in den Coefficienten jeder der 3 quadratischen Formen f 
vom 4. Grade, A; muss also in den Coefficienten beispielsweise von 
f, vom 4-2(8—1) = 56. Grade sein. Nun ist aber P? vom Grade 
2.24 — 48, U vom 6. Grade, es fehlt also in Ay noch ein Ausdruck 
2. Grades. T7' enthilt aber den Factor R (§ 2. (9)) explicite, und die 
Discriminante A; muss demnach R zur 14. Potenz enthalten. Jener 
fehlende Factor ist also R? und man hat: 

Ar=TI- P? = R".- U.- (d\,d..d55)° - (D;,; Da. D353)’, 
wo denn also auf TT das Product der Discriminante der 4 Factoren ¢ 
T= Rh.-U=V 
kommt. 

Mit Hilfe dieser Zerfiillung des Undulationsfactors U (oder eigent- 
lich von V) in 4 irrationale Factoren kann man sofort die reellen (ge- 
meinen), isolirten und imagindren Doppeltangenten, bez. Undulations- 
tangenten, welche eine durch ihre Gleichung gegebene Curve besitzt, an- 
geben. 

Fiir d,,—d,.—d,, und d,,—d,,—d,, werden die Discriminanten 
von ¢,, ¢; und ¢, einander gleich und verschwinden fiir einen leicht 
angebbaren Werth des Verhiltnisses Au 


q.> Was dann einer Curve mit 3 
12 
Undulationstangenten entspricht. 


Sind von den Gréssen d;, eine oder zwei negativ, d.h. fallen ein 
oder zwei Eckpunkte des Fundamentaldreiecks ins Innere des Kreises, 
so werden 2 Doppeltangenten conjugirt imaginir. Das Gleiche tritt ein, 
wenn etwa /, und f, Formen mit conjugirt imaginiren Coefficienten, 
d. h., wenn zwei Doppelpunkte conjugirt imaginir geworden sind 
(s. § 8.). Dann werden auch D,, und D,,, D,, und D,, und ebenso 
d,, und d,, je conjugirt imaginir, wihrend D,,, D,, und d,, reell 
bleiben, so dass 2 Doppeltangenten conjugirt imaginiir werden. 

Wenn endlich die Curve einen Selbstberiihrungs- oder Osculations- 
punkt besitzt, so bestimmen sich die Factoren des Undulationsfactors 
ohne Miihe aus den hierfiir aufgestellten Gleichungen des § 3., III. 
Statt der Gleichung 7’ =O (fiir welche sich indess die -Rechnung 
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bequemer gestaltet) hatte man auch die von dem Factor RF befreite 
Gleichung (§ 2.): 


i 
T=>p=0 


als Bestimmungsgleichung fiir die Beriihrungspunkte der Doppeltangenten 
ansehn kénnen. Uebrigens unterscheidet sich die Discriminante Ay 
von A, bloss um den Factor R'4, d. h. die Discriminante der von dem 
tiberflissigen Factor R befreiten Doppeltangentengleichung erhdlt den Aus- 
 druck: : 
Ay = U (dy; doy ds)° + (Dy, Dap D3)’. 
Hier bezieht sich dann also der Factor U auf das Zusammenfallen der 
Beriihrungspunkte auf einer Doppeltangente, alle anderen Factoren auf 
das Zusammenfallen der Beriihrungspunkte verschiedener. 

Diese Unterscheidung zwischen zwei Gattungen von Factoren der 
Discriminante der Doppeltangentengleichung, die hier ein niheres Inte- 
resse kaum gewahrt, wird vonBedeutung bei einer anderen Auffassung der 
Frage. Ich entnehme einer brieflichen Mittheilung von Herrn Zeuthen 
die Bemerkung, dass man die Frage nach den Factoren der Discrimi- 
nante der Doppeltangenten- und Wendepunktsgleichung — unter Be- 
schriinkung auf ein einfach unendliches Curvensystem — auch fiir all- 
gemeine Curven 4. Ordnung mit etwa vorhandenen (Pliicker’schen) 
Singularitaéten beantworten kann. Man hat dann nur unter der Glei- 
chung fiir die Doppeltangenten etc. die fiir eine Coordinate der betreffenden 
Singularitit zu verstehen; die auftretenden Factoren, deren Zahl und 
Bedeutung eine wesentlich andere wird, zerfallen dann fiir die Doppel- 
tangentengleichung in die oben angegebenen 2 Gattungen. Zur ersten 
Gattung gehért, wie ich den von Herrn Zeuthen mir mitgetheilten 
Formeln entnehme, u. A. ein Factor, den man ,,Selbstberiihrungsfactor“ 
nennen kénnte. Fiir unsere Darstellung der Gleichung der Curve ist 
das Auftreten eines Selbstberiihrungspunktes an zwei Bedingungs- 
gleichungen gekniipft, deren Verschwinden — ohne gleichzeitiges Zu- 
sammenfallen zweier Eckpunkte des Coordinatendreiecks — eine andere 
Bedeutung besitzt (§ 3., III.), so dass hier ein ,,Selbstberiihrungsfactor“ 
im eigentlichen Sinne nicht auftritt. 


§ 7. 
Vergleichung der Discriminanten beider Gleichungen. 


Kin Vergleich der Discriminante der Wendepunkts- und der Doppel- 
tangentengleichung zeigt zuniichst, dass siimmtliche in Aw auftretende 
Factoren, bis auf R, auch in Ay vorkommen. Verschwindet also einer 
dieser Factoren, so erhalten W und 7’ gleiche Wurzeln, was denn je 
nach der Vielfachheit des verschwindendeh Factors eine Aenderung 
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in der Zahl der reellen Wurzeln hervorbringt oder nicht. Nach den 
Bemerkungen des vorstehenden Aufsatzes sind jedoch bei der Beur- 
theilung dieser Aenderung noch andere Umstiinde mit in Betracht zu 
ziehen; diese sollen im Nachfolgenden untersucht werden. 


I. Was zunachst den Undulationsfactor betrifft, so kommt derselbe 
einfach in Aw und A; vor; verschwindet er, so andert sich also die 
Zahl der reellen Wendepunkte und Beriihrungspunkte um 2. Dass 
nun mit dem Gewinn (oder Verlust) von 2 reellen Wendepunkten immer 
ein solcher von 2 reellen Beriihrungspunkten verbunden ist, erkennt 
man daraus, dass fiir U0 die kleinen Zuwichse 6 der 2 gleichen 
Wurzeln 4=/j/bd der Gleichung WO und die Zuwichse + der 
gleichen Wurzeln 4=j/bd der Gleichung*) 7—=O sich nur um einen 
Zahlenfactor unterscheiden. 


In der That, es bestimmen sich 6 und rt aus den Gleichungen: 


ol aew st | eT 
ror l+law]—o + [Ge]+[27]-0, 
wo die Variationen sich auf alle Coefficienten in W und 7 erstrecken, 
und die eckigen Klammern um einen Ausdruck bedeuten, dass U—0, d. h. 
(fir e—j/b d): 
&-+ a+ eB + ay—0 


und 4‘ = 6d angenommen wird. Nun ist aber: 
oe W ° eT > |< 
(sr|-—w[rx}, [22]--» lex}, 


ferner ist: 


[87] = [44°K]-[8W), 


Wee ns 
_——_ 
36 as ¢° == 2 P4E 


und somit: 


wo denn ersichtlich die Zuwiichse 6 und rt gleichzeitig reell und ima- 
ginir werden. 

Da beziiglich des betrachteten Undulationspunktes keinerlei be- 
schrinkende Voraussetzung gemacht wurde, so gilt die folgende aus 
Vorstehendem sich ergebende Bemerkung ganz allgemein, dass nimlich 
die Geschwindigkeit, mit welcher , beim Durchgang durch den Fall einer 
Curve mit Undulationspunkt, die Beriihrungspunkte der Doppeltangenten 
sich von eimander entfernen, zu derjenigen der Wendepunkte sich wie 


V3:1 


*) Statt der Gleichung T mége in der Folge der Bequemlichkeit wegen die 
fiir alle Factoren ausser R iquivalente Gleichung 7 genommen werden (§ 6.). 
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verhalt, Vorausgesetzt ist hierbei selbstverstiindlich, dass die Deformation 
der Curve stetig vor sich geht. 


II. Verschwindet der Cuspidalfactor, indem z. B. D,,—=b— “=0 
wird, so wird f, = (at “y Factor von 7’ (§ 2. (19)), aber iat von 


#,,—=2K, und also von L (wegen § 2. (18*)). Demnach verschwindet 
nicht nur 7’ selbst, sondern auch die erste Variation von 7’, welche 


dem Werth = + db von 6 entspricht, so dass sich die zugehérigen 


Zuwiichse t von 4 (vgl. d. vorstehenden Aufsatz) aus einer quadratischen 
Gleichung von der Form: 


far 
SEE] +e0-n=o 
ae 


berechnen, wo 7’, und die eckige Klammer Constante sind. Passirt 
also 0b den Werth Null stetig, so iindert t? sein Vorzeichen nicht und 
die Zahl der reellen Wurzeln bleibt dieselbe. 

Durch das Verschwinden des Cuspidalfactors bleibt also in 7' die 
Zahl der reellen Wurzeln ungeiindert, wihrend die von W um 2 zu- 
oder abnimmt, weil dieser Factor einfach in Aw auftritt. 


Ill. Das Verschwinden des Spaltungsfactors veranlasst fiir W keine 
Aenderung in der Realitiit der Wurzeln, weil, beispielsweise fiir ein 
verschwindendes d, die zugehérige Wurzel A sich dreifach ausscheidet. 
In 7 tritt, wenn die Zahl der reellen Wurzelii iiberhaupt sich aindert, 
eine Vermehrung oder Verminderung immer um 4 ein. 


§ 8. 
Fall imaginarer Doppelpunkte. 


In den vorstehenden Paragraphen werden die Coefficienten der 
Gleichungen: fiir Wendepunkte und Doppeltangenten als reell voraus- 
gesetzt. Es ist nun bemerkenwerth, dass dies auch dann noch ge- 
stattet ist, wenn die Coefficienten von zweien der 3 quadratischen Formen, 
z. B. von f, und f,, conjugirt imaginir sind. Dann werden auch die 
Coordinaten x, und x, conjugirt imaginir, und sofern man die homogenen 
Coordinaten eines Punktes den Abstinden desselben von den Seiten 
eines Coordinatendreiecks gleich (oder von denselben um reelle Con- 
stante verschieden) setzt, werden dann auch 2 Seiten des Coordinaten- 
dreiecks und die 2 danunat liegenden Doppelpunkte der Curve imaginar, 
ohne dass es diese selbst wird. Setzt man: 


Ow =h—M tig; O'wR=h=—% —1%;5 0° ¥=fs, 
wo i=)/—1 und die @ und f, quadratische Functionen mit reellen 
Coefficienten sind, so kann man diese wieder in einer kanonischen 
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Form derart annehmen, das f, = 0 und in /, und f, die Coefficienten 
von 4? wie friiher —1, @ und ¢ dagegen ebenso wie b und d conju- 
girt imaginaér sind. Dann werden aber die 4 Gréssen a, B, y, 0 
(§ 6. ff.), aus denen sich die Gleichungen W = 0, 7 =O u. 8. w. zu- 
sammensetzen, wieder reell und alle auf die Realitit dieser Gréssen 
gestiitzten Schliisse, d. h. der Inhalt der vorstehenden Paragraphen 
fahren fort zu gelten. Um die so dargestellten Curven construiren zu 
kénnen, fiihre man reelle rechtwinklige Coordinaten §, 7 ein durch die 
Gleichungen: 
p= Fs =F, 
so wird: 
Yi Yo 4s =F + in: § — ine; 
ferner werden die durch quadratische Transformation aus y erhaltenen 
Coordinaten 2: 
—in in 1 1 
xy ty t ym St ae :1 = hig? fay: 1 = 
= + in’: & — in’: 1. 
Daher stehen die rechtwinkligen Coordinaten §, y der y-Ebene mit 
den Coordinaten §'/ der durch quadratische Transformation aus der 
y-Ebene hervorgegangenen z-Ebene in der Beziehung: 


c= ww f= Faw 
eine Transformation, die, wenn man &’y’ wieder als rechtwinklige Coor- 
dinaten deutet, bekanntlich durch reciproke Radienvectoren hergestellt 
wird. Wird also eine Curve 4. Ordnung auf diesem Wege aus einem 
Kegelschnitte abgeleitet, so fahren fiir diese alle die vorstehenden Be- 
trachtungen fort zu gelten, obgleich die zu Grunde gelegte Darstellung 
der Coordinaten nicht mehr reell ist. Natiirlich gilt das Gleiche von 
Curven, die durch reelle Projection aus einer solchen entstanden sind, 
wobei die imaginiren Kreispunkte, welche fiir die Transformation durch 
reciproke Radienvectoren als Ecken des Coordinatendreiecks gelten miis- 
sen, sich in das Endliche hereinschieben. Liasst man diese schliess- 
lich noch zusammenriicken, so hat man den Fall einer Curve mit Selbst- 
beriihrungspunkt als Uebergang zu der mit 2 reellen Doppelpunkten. 


, § 9. 
Graphische Darstellung. 
Bei den mannigfaltigen Anwendungen, welche die rationalen Curven 
4. Ordnung in der Mechanik erfahren haben und in gewissen Zweigen 


derselben, wie der Kinematik, allem Anscheine nach noch erfahren 
werden, spielen die gestaltlichen Verhiltnisse eine hervorragende Rolle. 








— lr lh CU OU PTC, Ct 











Ueber rationale Curven vierter Ordnung. 119 


Es scheint daher der Miihe nicht unwerth, die verschiedenen Formen, 
deren eine Curve 4. Ordnung fahig ist, zu einem -iibersichtlichen 
Schema zusammenzustellen, in welches die bekannten sich bequem 
einreihen lassen. Ich werde ankniipfend an eine bekannte Constructions- 
methode (Salmon-Fiedler héh. Curven Art. 284) einen kurzen Ueber- 
blick iiber das Gebiet der Gestalten der rationalen Curven 4. Ordnung 
geben, indem ich einige Betrachtungen itiber die Construction der 
Doppeltangenten vorausschicke. 

Man denke sich in der y-Ebene den Kegelschnitt m (§ 3., wir 
werden ihn spiter als Kreis annehmen) und ein reelles Dreieck gegeben, 
dessen Winkel A,A,A, seien; die Coordinaten seien gleich den Ab- 
stinden von den Seiten desselben; man ordne der Ebene y die Ebene 
x durch quadratische Transformation: 


° ¥; ei 


zu. Dann erhilt man die Curve ®, indem man die beiden Ebenen 
sowie die Coordinatendreiecke zusammenfallen lisst, den Punkt y von 
g mit den Eckpunkten <A,A,A, dieses Dreiecks verbindet und die 
Winkel, die jeder dieser Strahlen mit den 2 durch den Eckpunkt gehen- 
den Seiten bildet, je mit einander vertauscht, der so erhaltene Punkt x 
gehért dann der Curve ® an. Der unendlich fernen Geraden der einen 
Ebene: 
y, sin A, + y, sin A, + y, sin? A, = 0 
eutspricht dann in der anderen der dem Uoordinatendreieck umschriebene 
Kreis (x): 
x = xx, sin A, + 2”, sin A, + 2,2, sin A, = 0, 

und man findet also die Richtungen nach den unendlich fernen Punkten 
von ® durch Construction der Bilder der Schnittpunkte von g mit x. 

Den Wendepunkten und Doppeltangenten an ® entsprechen oscu- 
lirende bez. doppelt beriihrende Kegelschnitte zu gm, welche durch die 
Eckpunkte A, A, A, gehen. Aber wihrend die Gleichung fiir die 
Ersteren im Allgemeinen durch Quadratwurzeln nicht auflésbar, also 
die Construction der Wendepunkte durch Zirkel und Lineal nicht méglich 
ist, lassen sich die Doppeltangenten aus der Bemerkung construiren, dass 
die Verbindungslinien der Beriihrungspunkte, deren Gleichungen (§. 6.): 


01 V dy + Yo V doy + Y3 V dy3 = 9, 

VV dy + 92 V dey — Yy V dy = 0 
sind, sich paarweise auf den Seiten des Coordinatendreiecks schneiden, 
und zwar in Punkten, die offenbar sowohl zu den Eckpunkten des 


Dreiecks wie zu dessen Schnittpunkten mit dem Kegelschnitt m har- 
monisch gelegen sind (geometrisch beweist diesen Satz v. Staudt, 
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_Beitrage p. 238). Uebertrigt man die so erhaltenen Punkte von » auf 
®, so erhailt man die Beriihrungspunkte der reellen Doppeltangenten, 
bez. die isolirten Doppeltangenten, Letztere aus der bekannten Con- 
struction*) eines durch 3 feste Punkte gehenden Kegelschnitis, der 
durch die imaginiren Schnittpunkte einer Geraden mit einem anderen 
Kegelschnitt geht. 

Instructiv ist der Fall zweier Riickkehrpunkte, wo dann nur eine 
Doppeltangente vorhanden ist. Den Uebergang derselben vom Reellen 
zum Imaginiren bildet die Undulationstangente, der ein 4-punktig 
beriihrender Kegelschnitt entspricht. Hilt man diejenigen Seiten des 
Coordinatendreiecks fest, welche m beriihren, und lisst die dritte so sich 
bewegen, dass immer eine Curve mit Undulationspunkt entsteht, so 
umhiillt dieselbe einen jene 2 Seiten ebenfalls beriihrenden Kegelschuitt. 

Auf diese Fille beziehen sich die Zeichnungen Taf. II, Fig. 1, 2. 
Fig. 5 (Taf. If) zeigt eine Curve mit zerfallendem Wendekegelschnitt (und 
Osculationspunkt), fiir welche 4 Wendepunkte in gerader Linie liegen. 

Zur Aufzihlung der verschiedenen Curven 4. Ordnung mit 3 Doppel- 
punkten iibergehend schicke ich voraus, dass nach Friiherem in das Bereich 
unserer Darstellung sowohl Curven mit Selbstberiihrungspunkt und Oscu- 
Jationspunkt als auch Curven mit conjugirt imaginiren Doppelpunkten 
fallen (§ 3., 6., 8.). 

Es mégen nun als zu demselben Typus gehdrig alle diejenigen 
Curvenformen angesehen werden, welche durch stetige Deformation 
(die Durehfiihrung durch das unendlich Weite mit eingerechnet) in ein- 
ander iiberfihrbar sind, ohne dass der Charakter einer der 3 Doppel- 
punkte (reell, imaginiar oder isolirt zu sein) geiindert wird. Zu dem- 
selben Typus gehéren also namentlich alle durch Centralprojection aus 
einander ableitbaren Curven. Wir wollen nun das Coordinatendreieck 
der x mit dem der y zusammenfallen lassen — da man durch Projection 
jedes beliebige Dreieck in ein gegebenes iiberfiihren kann — und mit 
der gleichen Berechtigung auch den Einheitspunkt in den Schnitt- 
punkt der Halbirungslinien der 3 Winkel verlegen, was zu der im An- 
fang dieses § angegebenen Constructionsmethode fiihrt. Aber man 
kann die Zahl der zu construirenden Formen noch mehr beschrinken. 
Denn, hat man mit diesem Dreieck auf alle Weisen einen Kegelschnitt 
zu combiniren, so kann man doch sich darauf beschriinken, entweder: 
das Dreieck fest anzunehmen und Form und Lage des Kegelschnittes 
gegen dasselbe zu verandern, oder: den Kegelschnitt z. B. in Form 
eines Kreises, in der Ebene fest zu legen, und dem Dreieck alle- még- 
lichen Formen und Lagen gegen denselben zu ertheilen. Wir wihlen 
der Uebersichtlichkeit wegen fiir den Fall des reellen Coordinatendreiecks 


*) v. Staudt, Geometrie der Lage, p. 185 ff. 
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die letzte Erzeugungsweise, wobei dann 2 Dreiecke denselben Typus 
ergeben, wenn das eine in das andere iiberfiihrbar ist, ohne dass zu den 
vorhandenen Schnittpunkten desselben mit dem Kreis neue hinzutreten 
oder eine Ecke des Dreiecks von dem Kreis iiberschritten wird. Hier 
kann es sich jedoch ereignen, dass der Flacheninhalt des Dreiecks 
unendlich gross wird, indem die unendlich ferne Gerade dasselbe zu 
theilen kommt. 

Man erhilt so (abgesehen von den Grenzfillen) 9 wesentlich ver- 
schiedene Typen. Sie sind durch schematische Figuren*) auf der bei- 
gegebenen Tafel I (1—9) veranschaulicht, je mit den Kreisen g, aus 
welchen sie entstanden sind. Daran reihen sich die 8 Uebergangstypen 
(1*—9*) mit Selbstberiihrungspunkten bez. isolirten consecutiven Doppel- 
punkten**), die sich ebenso wie bei einem Fundamentaldreieck mit 
getrennten Eeken durch Abtragen gleicher Winkel aus dem Kreise » 
construiren lassen. Zur leichteren Vergleichung ist je der Grenzfall 
mit der gleichen Nummer bezeichnet, wie der Fall, aus dem er her- 
vorgegangen (bei 7* geschieht der Uebergang aus (7) dadurch, dass 
die Begrenzungspunkte der Grundlinie des Dreiecks zu beiden Seiten 
ins Unendliche riicken). Endlich kommen hierzu noch die 2 Fille 
(Taf. II, 1°, 5>) eines Osculationsknotens, fiir welche die 3 Eckpunkte 
des Coordinatendreiecks consecutive Punkte eines Curvenelements sind. 

Die Construction der Curven mit Osculationsknoten ergiebt sich 
durch einen Grenziibergang aus der fiir ein ¢ndliches Fundamental- 
dreieck , indem man dasselbe etwa gleichschenklig, mit den Eckpunkten 
auf einem festen Kreis, annimmt und die Linge A B =20 (Taf. ll, Fig. 3) 
der Grundlinie gegen Null convergiren lisst. Verbindet man den Punkt P 
und dessen Bild p je mit A und B, so ist x ApB— 29 =X APB. 
Ist nun v der Neigungswinkel, den der Strahl ry = BP in der Grenze 
mit AB. bildet, so ist —wv der des Strahles R = Bp in der Grenze; 
ferner hat man, wenn a der Radius des durch die 3 Eckpunkte A BC 
gehenden Kreises x ist: 


: da 
lim (gp) = lim (sa)3 
lim (R sin a) = lim (20 sin v) , 
lim (7 sin (@-+2q)) = lim (20 sin v), 


wenn ( APB= a gesetzt ist. Eliminirt man «, so kommt: 
lim (F) = lim Fem 
r eat ans B 


*) Die Curven sind, wie dies schon der angewandte Massstab mit sich bringt, 
nur in den Hauptziigen richtig. 
**) Isolirte Punkte sind durch kleine Kreise bezeichnet. 


sowie: 
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Man erhalt daher P aus p durch folgende Construction: Das Funda- 
mentaldreieck werde durch 3 consecutive Punkte in A des Kreises 
«x mit 0A =a als Halbmesser (Taf. II. Fig. 4) dargestellt. Man ver- 
binde p mit A, trage den Winkel » auf der anderen Seite der Tan- 
gente in A ab und mache Ap’ — Ap. Man errichte nun gp’ 1 Ap’, 
mache DQ = Aq und ziehe DP || Qp’, dann ist AP= R und P der 
gesuchte Punkt. 

Auf diese Weise sind die Curven 1° und 5° entstanden. Der 
Typus 1° ist merkwiirdig wegen der 3 consecutiven isolirten Punkte, 
welche die Curve in A hat. 

Die dem Auftreten von Riickkehrpunkten entsprechenden Typen 
lassen sich leicht aus denen mit wirklichen Doppelpunkten durch Zu- 
ziehen der Schleifen ableiten und sind deshalb iibergangen worden. 

Die Typen 1, 4 und 5 kénnen 3 Symmetrieaxen besitzen und ge- 
héren dann dem Geschlecht der Hypotrochoiden (im Grenzfall des Riick- 
kehrpunktes: den Hypocycloiden) an, welche ein Punkt beim Abrollen 
eines Kreises in einem anderen von dreifachem Durchmesser beschreibt. 

Zu den Typen 6* bez 7* zihlen die Conchoiden (6* vermdge einer 
Collineation, durch welche der Selbstberiihrungspunkt ins Unendliche 
riickt). 

Um die Typen mit imaginiiren Doppelpunkten zu erhalten, nehme 
man das Coordinatendreieck als fest, den Kegelschnitt aber in Lage 
und Form beweglich an. Man verlege die beiden imaginairen Doppel- 
punkte in die unendlich fernen Kreispunkte, die quadratische Transfor- 
mation reducirt sich dann auf die Verwandlung mittelst reciproker 
Radienvectoren und man erhilt somit je nach Form und Lage des 
Kegelschnitts 4 verschiedene Typen, indem man Ellipse und Hyperbel 
mit.dem Inversionscentrum innerhalb und ausserhalb combinirt (Taf. II, 
Nr. I—IV). Die der Parabel entsprechenden Curven, die im Inversions- 
centrum einen Riickkehrpunkt haben wiirden, sind hier iibergangen 
worden, ebenso wie die Curven mit imaginiren Riickkehrpunkten, die 
aus der Annahme des Inversionscentrums in einem Brennpunkte des 
Kegelschnitts entstehen. 

Zu Typus I gehért die Fusspunktscurve der Ellipse, zu III die 
Lemniscate, zu II bez. IV die Pascal’sche Schneckenlinie (im Grenzfall 
die Cardioide). 


Miinchen, im Marz 1877. 
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Note tiber die Integration totaler Differentialgleichungen. 
Von 


P. bu Bors-Reymonp in Tibingen. 


1. 
Die Auflésung der Differentialgleichung 
O= Xdx+ Ydy+ Zdz, 
in der X:Y:Z=— oe : oe : , ist neuerdings wieder zur Sprache 
gekommen, weshalb es mir gestattet sein mag, friiher dariiber Bei- 
gebrachtes*) durch einige Bemerkungen zu vervollstindigen. 

‘Bei drei Verinderlichen hat man den Vortheil der geometrischen 
Anschauung, und so habe ich damals mit Hiilfe gewisser Constructio- 
nen die flteren Regeln fiir die Auflésung jener Differentialgleichung 
und einige neve nach iibrigens sehr natiirlich sich darbietenden allge- 
meinen Gesichtspunkten darzulegen gesucht. Man gelangt auf héchst - 
einfache Weise zur Euler’schen Auflésungsmethode durch zwei ge- 
wohnliche Differentialgleichungen erster Ordnung, von denen die zweite 
erst aufgestellt werden kann, wenn die erste gelést ist. Diese Methode 
habe ich in meinen Veré@ffentlichungen nicht geometrisch abgeleitet, 
was ich hier nach einem indessen etwas abweichenden Verfahren nach- 
tragen werde. Weiter folgt ebenso leicht die Natani’sche Methode 
der Auflésung durch die Integrale zweier zugleich aufstellbarer Diffe- 
rentialgleichungen. Endlich eine dritte Methode, bei welcher die Auf- 
lésung einer Differentialgleichung geniigt. Hierzu ist kiirzlich noch 
ein Verfahren gekommen**), welches der Euler’schen Methode ver- 
wandter ist als der eben erwihnten zweiten und dritten Methode, und 
welches ich deshalb zugleich mit jener aus der geometrischen Vor- 
stellung ableiten will. 


*) Beitriige zur Integration der partiellen Differentialgleichungen, Leipzig 
1864 bei Ambr. Barth, § 1., und Ueber die Integration linearer totaler Differential- 
gleichungen etc., Borch. Journ. Bd. 70. 
**) Bertrand, Comptes Rendus. 
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2. 


Sind dz, dy, dz die Projectionen eines Elements ds einer Curve 
auf einer Flaiche der Schaar (x, y, 2) = c, so geniigen sie stets der 
Gleichung: 


(1) Mdgy = Xdxz+ Ydy+ Zdz=0 
und noch einer anderen ganz beliebigen Gleichung: 
(2) Udx + Vdy+ Wdz=0. 


Man kann die Sache aber auch so darstellen, dass die Projectionen 
dz, dy, dz den Gleichungen 


(3) dz:dy:dze=X,: Y,:Z, 
geniigen, wo X,, Y,, Z, die Bedingung: 
(4) XX,+ YY,+722Z,=0 
identisch erfiillen. 
Nun seien 
(5) Beit sisted 
p= ¥,(z, Y, 2) 


die Integrale von (3). Sie bedeuten eine raumliche (zweifach unendliche) 
Schaar von Curven, die simmtlich auf den Oberflichen » (x, y, 2) —c 
liegen. Differentiirt man die Gleichungen (5) so, dass man sich vor- 
stellt, man bleibe nicht auf einer Curve der riiumlichen Schaar, son- 
* dern bewege sich auf einer Transversalen, die aber auch auf der Ober- 
fliche (x,y, 2) = c liegen soll, so dass also die dx, dy, dz der 
Gleichung (1) geniigen, und eliminirt aus da = dy, dB = dy, und (1) 
die Differentiale dz, dy, dz, so folgt eine Gleichung der Form: 


(6) Ada + Bap =0, 


die, weil der Gang der transversalen Curve nur der Beschrinkung 
unterlag, eine Fliche mc nicht zu verlassen, nach Elimination von 
z. B. y und z kein x mehr enthalten darf. Eben weil die Gleichung 
Ada-+ Bdf =0 simmtlichen Curven (5) auf einem Individuum go —c 
angehéren muss, Man wird also aus (6) eine Beziehung zwischen « 
und 6 erhalten, die mit (5) den Ort der Curven des Systems (5) giebt, 
also die Fliche mg —c. 


Setzt man in (3) Z,—0, so kommt die Euler’sche Methode zum 











Vorschein, setzt man fiir X,, Y,, Z, die Gréssen As aie, 
1? 1? i Ox oy 
a _ ~ ? + _ ce , so erhalt man die Methode des Herrn 


Bertrand. 
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3. 


Man hat versucht, die drei ersten im Art. 1. erwihnten Methoden 
in Bezug auf ihre Brauchbarkeit unter einander zu vergleichen*). Eine 
derartige Untersuchung halte ich, wenn sie gliickt, fiir sehr niitzlich, aber 
auch fiir sehr schwierig. 

Nach Durchlesung der ersten Hiilfte meines Aufsatzes (Borch. 
Journ. Bd. 70, Ueber die Integration etc.) wird man mir zugeben, dass 
man zahllose aihnliche Regeln aus den allgemeinen Principien ableiten 
kann, und dass jene drei Methodep uur durch den einfachen Ausdruck, 
den sie gestatten, hervorragen. Wer ausserdem, wie ich es gethan, 
die Methoden an zahlreichen midglichst verschiedenartigen Beispielen 
priifte, wiirde mir Recht geben, wenn ich es fiir misslich erachte, a priori 
einer dieser Regeln in allen oder doch den weitaus meisten Fallen den 
Vorzug zu ertheilen. Das richtige Verfahren ist, im gegebenen Falle 
der allgemeinen Grundsiitze eingedenk zu sein, und sie der Beschaffen- 
heit der gerade vorliegenden Differentialgleichung méglichst anzupassen, 
um zu sehen, ob sie vielleicht zugiinglich ist. Ich habe den Eindruck 
behalten, dass von den angefiihrten einfachsten drei Regeln bei den 
naheliegenderen Beispielen die Natani’sche hiaufig rasch zum Ziele 
fiihrt, wo die Euler’sche Schwierigkeiten macht, und dass endlich in 
manchen Fiillen die dritte Methode oder ihr ahnliche Kunstgriffe eine 
Integration gestatten, wihrend die beiden anderen zu gleichem Zwecke 
erst eine vorgiingige, manchmal nicht naheliegende Veranderung der 
totalen Differentialgleichung durch geeignete Substitutionen erheischen. 
Im Allgemeinen aber scheinen die Methoden entweder alle drei auf 
mehr oder weniger Umwegen zum Ziele zu fihren, oder es ist mit 
keiner etwas anzufangen. Eine Untersuchung, welche von den drei 
Methoden die Mehrzahl giinstiger Chancen fiir sich habe, schiene mir 
ein gewagtes Unternehmen. Mehr Erfolg als dergleichen Speculationen 
versprichen wiederholte Untersuchungen besonderer Fille und tafel- 
artige Zusammenstellungen ihrer Ergebnisse, fiir welche saure Arbeit 
das Problem selbst aber schwerlich Interesse genug bietet. Das in 
diesem Artikel Gesagte will ich an einem Beispiele erliutern. 


4. 


Kine besondere Behandlung gestatten die totalen Differentialglei- 
chungen Xda + Ydy + Zdz =O, wenn die Coefficienten X, Y, Z 
nur von zwei Verinderlichen oder von zwei Combinationen der Veriinder- 
lichen abhingen, und unter diesen wollen wir wieder die Gleichungen 
homogenen Charakters herausgreifen, worunter ich diese verstehe: 


*) A. Weiler, Schlémilch’s Zeitschrift Jahrg, 1875, kleinere Mittheilungen p. 78. 
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(1) Po (u, v) dx + (u,v) dy + yp, (u,v) dze=0, 
wo 
wnt, ond, 
Um die xe gy 
Les ox 
38) r(GE— 38) 4 2) a0 


zu bilden, hat man: 


a. 3 2% _ 9) 








CE oy ov ou 

ox eZ fae 1 a , Oe ow 
2) eke ale +030), 

ox OY _ 1 (Am ov OM 

dy ie (iz +3, +? ). 


Wenn die Gleichung (1) nicht transformirt wird und’ keine be- 
sonderen Functionen » eingefiihrt werden, so ist sie weder fiir die erste 
und zweite noch fiir die vierte Methode des Art. 1. zuginglich, da von 
den Functionen g,, 9,, p, zwei beliebig sind. Aber mit der dritten 
Methode lisst sie sich behandeln. 


Denn man fiihre y=uz, dy—udz ein, so hat man die Gleichung: 
Py (u, v) dx + g, (u, v) udx + g, (u,v) dz=—0 


zu integriren, indem man wu als eine Constante ansieht. Zu diesem 
Zwecke setzt man z = vx und hat die Gleichung: 


d . 
#2 (p,+-ug, +09.) + g.dv =0 


aufzulésen, wodurch man erhilt: 


@,dv 1 
= 
Seen Pte a ° 


Nach dem Inhalt der dritten Methode ist nun c eine Function von u 
allein, die man gewohnlich exvhilt, wenn man «=0 und z= einer 
willkiirlichen Constanten setzt. Hier kann man aber die Function c¢ 


. . . . . 2 
von u auf diese Weise nicht bestimmen, weil wegen v = —, und wegen 


des Logarithmus /z « nicht gleich Null gesetzt werden kann. Diffe- 
rentiirt man jedoch die vorstehende Gleichung nach allen Variabeln, 
so erhilt man (wenn man der Kiirze wegen die Variable v statt z bei- 
behilt, wodurch (1) in: 


(1’) a [Po+ugi +r] + 9, du + g,dv = 0 


iibergeht) die Beziehung: 
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a 2 g2dv ee. V1 
Ou Pot P+ Oe PotU P+ He 


= —fz - pe 
PotUpr+e oe Pot umtr gp, ” 
woraus sich das Integral von (1) ergiebt. Es lautet: 


— a Lf — —f— Ade —| a 
texts —* w+0e,40 o Page i ar +la—Constans. 


Die Klammer [{] enthalt kein v, und es darf also darin »v = 0 gesetzt 
werden. 








— de 
~ au 
oder: 


Wenn man aber in der Différentialgleichung: 
Gy (u,v) da + 9, (u,v) dy + ou, v) de = 0 
statt y und ¢ die Veriinderlichen uw und » einfiihrt, so lisst diese trans- 
formirte Gleichung sich auch mit den Methoden von Euler und Natani 
behandeln. Man hat aber alsdann eine neue Differentialgleichung vor 
sich, die in diesem Falle allerdings sehr leicht aus der ersten folgt, 
| ebenso gut aber auch in héchst verborgenem Zusammenhang mit ihr 
| stehen kénnte. Nun die neue Gleichung lautet: 


’ d 
(1') F Po+UP +092) + Hdu + p,dv = 0. 


Die Euler’sche Methode wiirde hier vorschreiben, dass man z. B. 
du =O setzte und die Differentialgleichung: * 


l 
— (PotUuG, +H.) + y.dv =0 


aufléste, und dass man ferner die Integrationsconstante, die nur von u 
abhiingen kann, aus (1’), dem Integral vorstehender gewohnlicher Diffe- 
rentialgleichung, und dessen Differential nach allen Veriinderlichen 
eliminirte, was offenbar genau auf die eben dargelegte directe Operation 
nach der dritten Methode hinausliuft, so dass man auch identisch das- 
selbe Integral von (1) findet. 


Nach der Natani’schen Methode hatte man so zu verfahren: Setzt 


' man 1'= y (x, u,v) dx + y, (x, u,v) du+ vo, (x, u,v) dv=0, so 
erhilt man nach dieser Regel das Integral (1°) durch Auflésung z. B. 
a folgender Gleichungen: 

‘ W, (x, u,v) da + y, (x, u,v) dv =0, 

, Wy (x, uw, 0) da + yo, (x, u, 0) du =O. 


Sind ¥ (a, wu, v) =c, ¥, (w, wu) =, die Integrale beider Gleichungen, 
so ist das Integral von (1’) dieses: 

Y (x, u, v) — ¥ (z,, u, 0) = 0, 

Yi (1, u) —¥(%, 0) =0, 
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x, aus beiden Gleichungen eliminirt gedacht. Wir haben also die 
Differentialgleichungen aufzulésen : 


d 
= [Potug, try.) + p.dv =), 


a 
. [Po+U G+ V2), + Hi (u, 0) du = 0. 


Die erste giebt: 


gdv ce ‘ g.dv 
fax UD, + U2 te c= nis, | +t 


die zweite: 


et - i . 
| Po + UG +9, |+ os | | rts ] + lq. 


= @ u—0, »—0 


e 


Aus diesen Gleichungen folgt das Integral von (1): 


? _ dv . py du oes ' [. gedv _ 2 
y tat| aettnn |-|. Pot mde | +10 —Constans, 


wie oben. 





e Endlich nach der vierten Methode scheint ohne Kenntniss der 


Functionen g hier eine Integration nicht anginglich zu sein, oder 
wenigstens nicht ohne Weiteres. Dagegen kann man die dritte 
Methode auch direct auf die transformirte Gleichung: 


d 

= | Pot ug, trp, | + 9, du + g,dv = 0 
anwenden, indem man z. B. v = yu einfiihrt. Dadurch wird, y als 
constant behandelt, folgende Gleichung aufzulésen sein: 


dx | 


ae | Pol, YU) + Up, + PUG. | + | P+ 72 | du = 0. 


Sie giebt integrirt : 
dy —— Mitre ma 
J " Got MG +N: admin 
Hierin u=—0, x—2, gesetzt, erhalt man c als Function von y und 2, 


. i" v 
und hat dann fiir y zurtickzusetzen —- 


5. 


Wir erhalten also folgende Ergebnisse. Von den |Art. 1. ange- 
fiihrten einfachen Regeln gestattet eine directe Anwendung auf die 
Gleichung : 








tans., 


we 
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Po :; *\de+9, y, *\ayt+9,(%, =)dz=0 


nur die dritte. Transformirt man diese Gleichung in: 




























d: 
Ff 9(u, 0) Ug, (u, v)+092(%, 0)} +9,(e, 0)du+-o.(u, 0)do—0, 


so liefern die erste und zweite Methode dieselben Lisungsformen, wie 
hei der urspriinglichen Differentialgleichung die dritte. Endlich liefert 
die dritte Methode, auf die transformirte Differentialgleichung ange- 
wandt, eine der Form nach andere Lésung, indem jene Methoden zwei 
Quadraturen verlangen, diese nur eine, aber dem Anschein nach wohl 
etwas zusammengesetztere, als jede einzelne der zwei Quadraturen, was 
aber in Wirklichkeit auch manchmal sich anders verhalten kann. Die 
vierte Methode scheint, weder auf die urspriingliche noch auf die trans- 
formirte Differentialgleichung angewandt, leichten Erfolg zu versprechen, : 
so dass, wenn man bei irgend einer Untersuchung das Bediirfniss 
empfunden hiitte, die allgemeine Auflésung der Gleichung: 


p(%, =) du +9, y, =) dy +o, y, =) dze=0 


kennen zu lernen, man diesem Bediirfniss nur mit den drei ersten von 
den angefiihrten Methoden sofort hiitte geniigen kénnep, am directesten 
aber mit der dritten. Aehnliche Ergebnisse erhilt man, wenn statt 


, . 4 z . . . a . . 
der Functionen « = , , v= — andere einer Integration giinstige ein- 


gefiihrt werden, z. B. lineare. Specialisirt man im obigen Beispiel die 
Functionen @, so hat Herr Bertrand an mehreren derartigen besonderen 
Fiillen, die aber alle homogene Differentialgleichungen sind, gezeigt, 
dass auch seine (die vierte) Methode, wiewohl sie eigentlich am meisten 
Anstrengungen zu verlangen scheint, unter Umstiinden eine rasche 
Herleitung des Integrals erméglicht. In der Bemerkung am Schlusse 
seiner Note scheint mir aus Adm =O, wenn a=A, B = — gesetzt 
wird, «dB = 0 zu folgen. 
6. 

Indessen, wie bemerkt, wird man im gegebenen Falle nicht an 
den Wortlaut einzelner Regeln sich halten, sondern an die allgemeinen 
Ueberlegungen, aus denen sie folgen, und wird die allgemeinen Grund- : 
siitze an den besonderen Fall anzupassen suchen. 

Etwas anderes ist es, wenn man von dem Problem mit drei Ver- 
iinderlichen zur totalen Differentialgleichung mit » Veranderlichen fort- 
schreitet. Ich habe fiir diese Gleichungen, wenn ihnen durch ein Integral 
Geniige geschieht, zwei Behandlungsweisen vorgeschlagen*) und méchte 


*) Borch. Journal Bd. 70, Ueber die Integration ete. § 5., sqq. 
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mit ein paar Worten auf deren relative Vorziige eingehen. Die zweite 
Behandlungsweise schreibt die Einfiihrung einer Substitution von einer 
gewissen Form vor, wodurch die Integration (ihre Thunlichkeit ange- 
nommen) sehr erschwert werden kann, wiihrend, diese Integration voll- 
zogen gedacht, man sofort das Integral der Differentialgleichung vor 
sich hat. Die erste Methode lisst die form der Substitution viel un- 
beschriinkter, ja fast ganz unbeschriinkt, und wird so leichtere Integration 
gestatten, wiihrend nachher noch Eliminationen zu vollziehen sind, aus 
denen sich erst das Integral ergiebt. Mit Recht pflegt man diese 
weniger zu fiirchten. Man wird es sogar meistens unterlassen diirfen, 
die Eliminationen wirklich auszufiihren, und das Integral in Form 
mehrerer Gleichungen beibehalten*). Somit glaube ich also, dass man 
in der ungeheuren Mehrzahl der Fille der ersten Methode unbedingt 
den Vorzug zuerkennen muss. Dementsprechend ist es mir auch walr- 
scheinlich, dass die Theorie der partiellen Differentialgleichungen 1. Ord- 
nung mit »-++1 Variabeln mehr Vortheil aus der ersten, denn aus der 
zweiten Methode wiirde ziehen kénnen. 

Weil ich nun gerade auf iiltere Untersuchungen hier wieder zu 
sprechen gekommen bin, so sei es mir gestattet, einer Angelegenheit, 
die ich schon lingere Zeit auf dem Herzen habe, einie kurze doch ledig- 
lich vorliiufige Bemerkung zu -widmen, denn ich beabsichtige, in einiger 
Zeit meine friiheren Untersuchungen wieder aufzunehmen. In einem in 
dieser Zeitschrift erschienenen Aufsatze**) iiber Complexe etc., und in 
weiteren jfihnliche Gegenstiinde behandelnden Untersuchungen ist in 
einigen Nebensiichliches betreffenden Stellen meiner friiheren Arbeiten 
Erwihnung geschehen, allein beziiglich der Kegeltheorie der partiellen 
Differentialgleichung wird mir nicht der geringste Antheil zugebilligt. 
Ich meine aber: Die Thatsache lisst sich nicht ungeschehen machen, 
dass ich die geometrische Theorie der partiellen Differentialgleichungen 
1. Ordnung auf die der Gleichung F(z, y, 2, p,q) =0 zugehdrigen 
Kegelflichen gegriindet, und bis zu einer gewissen fiir meine Zwecke 
geniigenden und die Hauptsiitze deutlich enthaltenden Vollendung dureh- 
gefiihrt habe. Mir ist allerdings ebenfalls bei Monge und auch bei 
Lagrange eine Stelle aufgestossen, wo diese Autoren bemerken, dass 
der Gleichung F (x,y, 2, p,q) =O ein gewisser Kegel entspricht, 
was tibrigens auch nahe liegt. Es folgt aber bei den genannten Autoren 
auf diese Bemerkung ein Weiteres nicht, und insbesondere Monge 
macht von ihr keinen Gebrauch in seiner Theorie der Charakteristiken. 
Die vielen Dinge, welche diese Theorie dunkel liess, waren fiir mich 


*) L. c. § 5. am Schlusse. Die Werthe 9, @2, --- 0,4 diirfen auch unend- 


lich wenig verschieden sein, wodurch eine besondere Auflisungsform entsteht. 
**) Sophus Lie, Diese Annalen Bd. 
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gerade Veranlassung auf dem ganz neuen Wege der Kegeltheorie in 
die Lehre der partiellen Diffentialgleichungen tiefer einzudringen. Es 
verlangte dies den damals neuen Begriff der in Kegeln oder Conoiden 
angeordneten Systeme von Geraden oder Curven. Diese Vorstellung 
war so neu, dass ein guter Geometer behauptete, sie miisse unter den 
Hamilton’schen Begriff eines allgemeinen Systems von Geraden sich 
unterbringen lassen. Mir ist zur Stunde nicht bekannt, wem, Pliicker 
oder mir, das publicatorische Erstlingsrecht an die Idee der Complexe 
zukommt, Sicher jedoch ist, dass, wenn meine ,,Beitriige etc.“ spiiter 
als Pliicker’s erste Mittheilungen erschienen sein sollten, dieser Zeit- 
unterschied nicht bedeutend sein kann. Aber die Urheberschaft in der 
Anwendung jener geometrischen Gebilde auf die Deutung der partiellen 
Differentialgleichungen und ihrer Lésungen wird mir schwerlich mit 
Erfolg streitig gemacht werden kénnen. 


Tiibingen, Februar 1877. 


9 * 
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Ueber den Multiplicator eines Jacobi’schen Systems. 


Von 


A. Mayer in Leipzig. 


In dem vorhergehenden Bande dieser Annalen (p. 501 u. fig.) hat 


Lie gezeigt, dass, dem Jacobi’schen Multiplicator einer einzelnen 
linearen partiellen Differentialgleichung entsprechend, auch fiir jedes 
volistindige System ein Multiplicator von ganz analogen Kigenschaften 
existirt. 


Fiir das gegebene vollstiindige System: 


A=n 


Vy ; 
(1) Ai(f) = 2X h i =(, ¢=1,2,---9, 


s= 


kann man, vorausgesetzt, dass die Determinante: 
Y 1 y2 r 
A= + X, X,--- X 


nicht = 0 ist, diesen Lie’schen Multiplicator M ebensowohl durch die 
Formel : 


1 > of, Of +s of 
(ce) M =~ +3" ee «+ ¢ eg 
Tray OX, 49 Ox, 
in der f,41, f-+2, --+ fx irgend n—r von einander unabhiingige Li- 
sungen des Systems (1) bezeichnen, als auch, nachdem man mittels 
4 a 7) © e nl 
Auflésung nach - f . -F dieses System auf die Form: 
OX, Cx, 
of h=n 
é i a 
(8) as + Dai 7h =o 
i 4 " ee, 
h=r-+1 ° 
gebracht hat, durch die r linearen partiellen Differentialgleichungen: 
h=n ; 
04M 04M 
(”) ma + a 0 
A=r-+1 h 


definiren. 











. 2 22 ole Ce Oe Oe 











Multiplicator eines Jacobi’schen Systems. 133 


Aus diesen Definitionen erhellt unmittelbar, dass fiir ein vollstin- 
diges System von der Form (8) der Lie’sche Multiplicator des ganzen 
Systems zugleich ein, allen r Gleichungen des Systems gemeinsamer 
Jacobi’scher Multiplicator, oder kurz gesagt, ein gemeinsamer Multi- 
plicator des Systems ist. Aber nicht jedes vollstiindige System theilt 
diese EKigenschaft. Im Allgemeinen besitzt vielmehr ein vollstandiges 
System gar keinen gemeinsamen Maultiplicator, oder es giebt, auch 
wenn die r Gleichungen (1) ein vollstindiges System bilden, doch im 
Allgemeinen keine Function M/, die allen r Gleichungen: 


A=a A=n 


9 io log M 2 a 
(2) an x, Ox, + ia 


=t 


gleichzeitig geniigte. Gibe es nimlich fiir jedes vollstindige System 
eine solche Function, so miissten im Besondern auch je n unabhaingige 
Gleichungen von der Form (2) eine gemeinsame Lésung zulassen, in- 
sofern die zugehérigen x Gleichungen (1), aufgefasst als partielle Diffe- 
rentialgleichungen zwischen f und »-+ 1 unabhingigen Variabeln 
Ly ++ Ln X41, die gemeinsame Lésung f = x,+1 besitzen und somit 
stets als ein vollstiindiges System angesehen werden kénnen. Man 
erkennt aber sofort, dass » beliebige Gleichungen von der Form (2) 
nicht eo ipso die Integrabilitiitsbedingungen erfiillen. So ergeben z. B. 


die beiden Gleichungen: ‘ 
6 log M 5 / os 
On + ay O22 me a) 0, 
log M log M 
aw, SEZ + (1 +a%,) FE™ +2, =0, 


denen der gemeinsame Multiplicator des vollstiindigen Systems: 


of +2, oo 8, 


Oxy ! 0x2 
of 1 of 
z Ly Xe = 0 
V2 Oe + (1+ 2,22) Oa. 
geniigen miisste, die mit einander unvereinbaren Werthe: 


dlogM _ 2.2 é log. ee 


3 == —%. 
Oxy nde O%— 1 


Fiir ein Jacobi’sches System aber, d. h. fiir ein vollstindiges System 
von der beliebigen Form (1), in welchem aber jedes: 


A, (4, (1) — 4,(4,(f)) 
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identisch Null ist*), existirt, wie ebenfalls Lie nachgewiesen hat**), 
stets ein gemeinsamer Multiplicator und es ist bereits friiher***) be- 
hauptet worden, dass auch fiir solche Systeme gemeinsamer Multipli- 
eator und Lie’scher Maultiplicator identische Begriffe seien. Diese 
Behauptung zu beweisen, ist der Hauptzweck der folgenden Note. 

Der Beweis lisst sich fast ganz ohne Rechnung dadurch fiihren, 
dass man die Regel, die Jacobi (Crelle J. 27, p. 242) zur Ableitung 
des Multiplicators einer durch Einfiihrung neuer unabhingiger Varia- 
beln transformirten linearen partiellen Differentialgleichung aus dem 
Multiplicator der urspriinglichen Gleichung gegeben hat, mit denjenigen 
Formeln in Verbindung bringt, die sich aus Satz 17. der Lie’schen 
Abhandlung fiir ein n-gliedriges Jacobi’sches System mit » unab- 
hangigen Variabeln ergeben. Da aber diese Jacobi’sche Regel, soweit 
ich weiss, ohne Anwendung fremder Hiilfsmittel+), bisher immer nur 
aus derjenigen Definition des Jacobi’schen Multiplicators abgeleitet 
worden ist, der fiir ein vollstindiges System die Lie’sche Formel (c) 
entspricht, so schien es nicht uninteressant, zuniichst lediglich von 
der Voraussetzung ausgehend, dass die r Gleichungen (2) eine gemein- 
same Liésung besitzen, direct aus diesen Gleichungen selbst die Ja- 
cobi’sche Regel zu gewinnen und sodann durch Anwendung derselben 
auf den Fall eines Jacobi’schen Systems gleichzeitig die Existenz eines 
gemeinsamen Multiplicators und seine Identitiit mit dem Lie’schen 
Multiplicator nachzuweisen. Der Vollstindigkeit halber fiige ich in § 3. 
noch die Form hinzu, welche das Princip des letzten Multiplicators an- 
nimmt, wenn man an Stelle einer einzelnen Gleichung ein J acobi'sches 
System treten lisst. — 


s.,, 
Ableitung des gemeinsamen Multiplicators 


transformirter linearer partieller Differentialgleichungen aus dem 
gemeinsamen Multiplicator der urspriinglichen Gleichungen. 


Es sei: 


A=n 


(1) Adf)= > %, PE =0, i= 1,2,---r, 


*) Ich gebrauche hier die Bezeichnung Jacobi’sches System in dem urspriing- 
lichen engeren Sinne, in welchem dieselbe von Clebsch (Borchardt’s J. 65, p. 259) 
eingefiihrt ist, fiir das, was man nach der Lie’schen Terminologie etwa vollstiin- 
diges System von involutorischer Form nennen wiirde. 

**) A. a. O. p. 505, Satz 15. 

***) Ib. p. 509, Anmerkung. 

+) Boole (treatise on differential equations, suppl. vol. p. 216) hat die hiibsche 
Bemerkung gemacht, dass-die Jacobi’sche Regel sich unmittelbar aus der bekann- 
ten Jacobi’schen Transformationsformel ergiebt, die man durch Umformung und 
Variation eines n-fachen Integrales erhilt. 
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ein beliebig gegebenes System partieller Differentialgleichungen, das 
einen gemeinsamen Multiplicator M besitze, oder also, fiir welches 
eine Grésse M existire, die den r Gleichungen: 


A=n 4=n i 
>’ log M y ox 
(2) xi2 7) . A + h —_ O 
0h, Ox, 
= 1 a=1 
gleichzeitig geniigt. 
Fiihrt man durch die » Gleichungen: 
(3) Yi = Yi, V2 = Yor Yn = Yn, 
in denen %, Y,°-+ WU, irgend » gegebene, von einander unabhingige 
Functionen von «, --+ %, bedeuten, die y an Stelle der w als neue 


Variable ein und bezeichnet der Deutlichkeit halber die Substitution 
der aus (3) folgenden Werthe von x, ---+ x, durch das Zeichen [ }, 
so wird: 


oe atf] a 
(4) | oa, | wii — OY, Ox, ? 
folglich, wenn man: 
aA=n , 

~ rt X) yi OW, 
(9) Y, “< p2 X;, sm | 
setzt: 

: ‘Ss of] "Sh ptatn 
(6) eg = | oe : 
"7 | 5 * Ox, | f=, * % 


Durch Einfiihrung der neuen unabhiingigen Variabeln y verwandeln 
sich also die r Gleichungen (1) in die r Gleichungen: 

k - 
-e i a 
@) Bif\= 2 Kay = 


k Oy 
k=1 OV 


n 


I 


Es fragt sich, wie kann man aus irgend einer gemeinsamen Lé- 
sung M der r Gleichungen (2) eine gemeinsame Lisung N der r 
Gleichungen: 


k=n N SS 2 a 
i @log k 

(8) > Y, —=— + > —* = 0) 
ma * 6m ea. o% 


erhalten? * 
Zu diesem Ende bemerke ich, dass nach (5): 


* Sq ‘12 
oY; > obs (@]4 ix; on 
? 


Ove h=1 Ou" Ok) Ya 


folglich nach (4): 
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| 

i 

>» 

| 

a 
rs 
| >) D 
|S 
> ~ 
— 


9) 1 aX, Od a). Dix > 


5 
1 OV 


cad 
II 


ist. Weiter hat man: 


Ov, 
Do ‘Liesl 


(10) 2 ay, 


yf | Sal +.. +(5% | 
L,O02,) OY, Ox, OX, 


Mi 


0 [x] | 


= OU, 
Aus den Identitiiten 
[vi] = yi 

aber folgt: 

k=—n J - 
7 [ 5 | o|%,| _ OY 

 —¥ Ox, OY”, bia OU, ? 

d. h. =O, oder —1, jenachdem i Z k, oder i=k ist, also, wenn man 


die Determinante: 


(11) at + a i oy 


Ox, Ox, 0x, 


setzt, durch Auflésung: 


6 [| - ff @logA 
é Uy 7 Co YW; 
° c x), 


Hierdurch geht (10) iiber in: 7 


s=0 a9 
Bs > [aiee Pv, ess 4a Ow, ae 
— OY, CO om Ov: Ox,0x, in Ox, Ox, 
&=1 =| 2 a ‘} 
Ly 


und daher lisst sich die Formel (9) so schreiben: 





k=n ay! k—n . By 
bade! Seweee 233 xi? og A 
Pr Fl Ov, =|. s= ae, a T | = ae Ox, 
oder nach (6) 
DS oY} [ , > ax} ] +3 os Co log [ [/ {| 
=1 O’E | h=1 Ox, » k=1 Ou ° 





Addirt man hierzu die aus (6) folgende Formel: 


k=n h=n 
; é log [M} _ > xi é log M 
_— Oo”, f=, "Oy, . 


so ergiebt sich schliesslich : 





_ feélogA 
0x), 


? 








rr 


un 
Ji 


cde 
m 
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rd M a ne al 
k=n log | — kon , ; i=n = 
yi. og | 3t] ~ oY; ar > T= = ee 
k ey + oy ea , “ a 
k=1 k r=1 k h=1 i= 


und diese Identitét liefert uns als Antwort auf unsere Frage die 
Jacobi’sche Regel: 
Satz l. Es sei: 


An 


tad 7-3 Of ; : 
Af) = > X, os = 0, i=1, 2, ee 


as) 


ein beliebig gegebenes System linearer partieller Differentialgleichungen, 
das einen gemeinsamen Multiplicator M besitze. Fiihrt man dann ver- 
mittelst irgend n unabhingiger Substitutionen: 


Vi = M1» V2 = Yap ++ Un = Yn 
dieses System iiber in das folgende: 


=> YF i pe 


dessen Coefficienten als Functionen der neuen Variabeln y nach den 


Formeln: 
h=n e 
Y — Y ¥* 0 Ve 
A “s Ox, 
a=i1 , 


zu berechnen sind, so ist, ausgedriickt in diesen neuen Variabeln: 
M 
: Se Pa ae 
y+ OY Ove |, OV 
— 0% 0% 0x, 
ein gemeinsamer Multiplicator des transformirten Systems B;(f) = 0. 


Kennt man umgekehrt irgend einen gemeinsamen Multiplicator N dieses 
leteteren Systems, so erhilt man aus der Formel: 


ay, aw Ov, 
= y _ Z - 2 ye =p 
Ma ND + Ge ta Was? 


wenn man darin fiir die y, wieder ihre Werthe w, setzt, einen gemein- 
samen Multiplicator M des gegebenen Systems A;(f) = 0. 


§ 2. 
Anwendung auf Jacobi’sche Systeme. 


Nehmen wir nunmehr an, dass das gegebene System: 


4=0a 


(1) A(f)= > xi-2f =0, is1,2,---8 


x 
k=1 Om, 
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ein Jacobi’sches System sei. Daun ist bekanntlich auch das trans- 
formirte System: 


(7) Bfi— >’ ¥:; aie) —0 
ee 8 k 


ein Jacobi’sches System. In der That aus der Identitiit: 
[Ai(y)] = Bile] 
p = A, (f) 
[A,(Ar(f))] = BLA] = BBC); 


die Bedingungen: 


folgt, wenn man 


setzt: 


A, (Aulf)) — AC Alf) = 0 
ziehen daher stets die folgenden: 


(12) B,[B.(f}] — Be [Bf] = 0 
nach, sich. 

Die r Gleichungen (1), da sie ein Jacobi’sches System bilden 
sollen, miissen sich auflésen lassen nach r von den Differentialquotienten 
der Function f. Der Einfachheit halber will ich annehmen, dass 

yt 
Ox,’ 02, 
Determinante: nm 
(13) A= D+ XXX 

verschieden von Null sei. Nennen wir dann f,.:, --- /, irgend »n—r 
unabhingige Lésungen des Systems (1), so sind diese Functionen un- 
abhiingig von einander hinsichtlich z,:,, --- %,*). Wir kénnen da- 
her in dem vorhergehenden Satze: 


solche r Differentialquotienten seien, oder dass die 


Y, = 2,°°+ Ur —4,, roi = frais: Una =fn 
nehmen. Hierdurch wird nach (8): 
Y; = | x, fir Kem 1, 2,--- 34 
und 
Y,= 0 fir k=r+1,---n, 


und das System (6) reducirt sich folglich auf: 


ir 
-¢ i, Olf 
(14) B{f|= > (x. oe =, 
k=1 ro 
wo nunmehr die [] anzeigt, dass fiir 7,4,--- 2, ihre, aus den Glei- 


chungen: 


*) Vgl. diese Annalen Bd. V. p, 469. 
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fr+t == 9r41;°°° fe = Yn 


folgenden Werthe zu substituiren sind. 


Der gemeinsame Multiplicator [N] des r-gliedrigen J acobi’schen 
Systems (14) wird definirt durch die r linearen partiellen Differential- 
gleichungen : 


tk=r kt=r 
> 4 @ log m1 a(x] ™ 
(15) 2 Xs St ee 


und aus jeder gemeinsamen biehia [N] dieser  Gleichungen ergiebt 
sich nach Satz 1., ein gemeinsamer Multiplicator des gegebenen Jaco bi- 
schen Systems (1) durch. die Formel: 
r Of +1 of, 
M=N >) 4 at Skee 
_— OX, 44 Cx 


n 


Kénnen wir daher nachweisen, dass die + Gleichungen (15) eine ge- 
meinsame Lisung besitzen, so ist damit zugleich bewiesen, dass fiir 
jedes Jacobi’sche System ein gemeinsamer Multiplicator existirt. Die 
r Gleichungen (15) enthalten ferner ‘nur die Differentialquotienten von 
log [N] nach a, --- #, und lassen sich nach diesen Differentialquotienten 
auflésen. Sie kénnen daher abgesehen von einer additiven willkiirlichen 
Constante oder von einer additiven willkiirlichen Function von y,+1, «++ Yn 
nur eine einzige gemeinsame Lésung log [N | besitzen. Gelingt es uns also 
irgend eine solche Lésung zu entdecken, so ist damit zugleich auch die 
allgemeine Form des gemeinsamen Multiplicators des gegebenen J aco bi’- 
schen Systems (1) gefunden. 

Aus den Identitiiten (12) ergeben sich nun, wenn man f = 2, und 
fiir die B[f] ihre Werthe (14) einsetzt, die Relationen: 


4sr isor 


k sa a[X;] 
> Xt) et = DO Fe 
a[x; 
Setzt man hierin i = 1, 2, --- r und lést nach —_ auf, so folgt, 
h 


da nach (13): 
> CX CX -- (XD =[4) 


A) OLX) -> [A] Sixy a( xy. 
Oxy (xt i='1 sie Ox, 


ist: 


und hieraus durch Summation nach h: 


isr ; i=r 
1 6[Xy] ri Ss >> aa] ‘Pal _ >) i) @[d) 
Al pal Sixp 6 [Xf] Ox, id a I Oa, 


&A=1 &=1 
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S ; alos i h=r a[x,] 
' (Xi] —gglAl + DI GS = 0%. 
rs 4 Om, t=1 0x, 


Demnach ist: 
, 1 
eine gemeinsame Lisung der r Gleichungen (16) und damit nach dem 
Vorhergehenden der Satz gewonnen: 
Satz 2. Jedes Jacobi’sche System besitzt einen gemeinsamen 
Multiplicator. Fiir das gegebene Jacobi’sche System: 


> xi =0, i=1,2 


Dm y =5 
Ox 
A=l1 h 


yy 


ist, wenn fr41,--+ fx rgendn—r von einander unabhingige Lisungen 
desselbén bezeichnen und die Determinante: 
A= D+ X/X}---X 
nicht Null ist, der allgemeine Werth dieses Multiplicators: 
, F'(fp419°** fy) Ss + Of+1 _. , Ofn 
A Lat 08,5, Ou,’ 
wo F eine willkiirliche Function bedeutet. 

Hiermit ist, wie man aus dem Vergleich der letzten Formel mit 
der friiheren Formel (e«) unmittelbar erkennt, der Nachweis geliefert, 
dass fiir ein Jacobi’ches System gemeinsamer Multipiicator und Lie’- 
scher Multiplicator identische Begriffe sind. 


§ 3. 
Das Princip des letzten Multiplicators fiir ein Jacobi’sches System. 


Es seien jetzt von dem gegebenen r-gliedrigen Jac obi’schen 
Systeme mit » unabhingigen Variabeln: 


aA=n 
(1) A(f)= >, x; 5 =0, ¢=1,2,---9r 
4=1 . 


bekaunt ein gemeinsamer Multiplicator M und n—r—1 von einander 
unabhingige Lésungen f.2, --+ f,. Fiihrt man dann durch die Glei- 
ungen: 

=I 00° Prt = Yeti, frt2=Yrte, +++ fr = Yn- 
in denen y,, --+ Y,4.1 willkiirlich gewiihlte, von einander, wie von f,4.1, «++fn 
unabhingige Functionen der x bedeuten, y, - - - y, als neue unabhingige 


*) Diese Formel ist nur ein specieller Fall des allgemeineren Satzes 17. von 
Lie. Vgl. diese Annalen Bd. XI, p. 510. 
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Variable ein, so verwandelt sich hierdurch nach dem Vorhergehenden 
das System (1) in das r-gliedrige Jacobi’sche System mit nur noch 
x + 1 unabhiingigen Variabeln: 
k=r+1 We (r] 
(6) BIN= D> Vi GE =0, i=1,2,---4, 
k=1 
welches bloss eine einzige Lésung zuliisst, die durch [/f,+.:| bezeichnet 
werde, und aus dem bekannten gemeinsamen Multiplicator M des ge- 
gebenen Systems (1) ergiebt sich ein gemeinsamer Multiplicator N des 
reducirten Systems (16) durch die Formel: 


r M 
N= = ——z7- |- 
i‘ Ow, OW ay Of+2 Of, 
— OX, 0%, 41 OX, 49 Ox, 
Auf der anderen Seite, wenn wir annehmen, dass die r unabhiingigen 


Gleichungen (16) nach Ad, see Aft auflésbar seien, und: 
i 


tun: Y=-4,4, 


setzen, so muss nach Satz 2., als gemeinsamer Multiplicator des J acobi’- 
schen Systems (16), N nothwendig die Form haben: 


r 


F Ol f+1] 
17 N= — =" 
om Brat OYrts 
wo f eine blosse Function von [f,+:] ist. 
an yore Of) orhilt nun das System (16) 


Durch Auflésung nach 
YW OY, 


die Form: 


a a ‘] , 
brs Gy tArgy = 0, f= 1, 20-8 


und wird folglich iiquivalent der linearen totalen Differentialgleichung: 


{=F 


(18) A,41dY41 — Pa Aidy; = 0. 


i=1 
Diese totale Differentialgleichung besitzt also das Integral [ f4:]—const., 
oder es giebt einen Multiplicator w, fiir welchen: 


‘= 


u | Br ye _ es A; ay = d[f,+1] 
‘=1 


wird. Aus dieser Identitit aber folgt: 

1 [fra] | 
Brar OYptt 
Nach (17) ist also auch die bekannte Grésse N ein Multiplicator der 
Gleichung (18) und daher liisst sich das Integral [ /.41] = const. und 


i= 
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damit auch die noch fehlende Liésung /,;;, des Systems (1) durch 
blosse Quadraturen finden, d. h.: 

Satz 3. Kennt man von dem gegebenen r-gliedrigen J acobi’schen 
Systeme : 


— ie 
tT. th Ein t. 9 


9 By** 


_ 


A=1 
alle Lisungen bis auf eine und ausserdem noch irgend eine gemeinsame 
Lisung der r linearen partiellen Differentialgleichungen: 


A=n A=8 awit 

> Xi dlog M re N“\) OX, ate 
“s @a, j—_ Ox, 2 =’ 

a= ' a A=1 


so kann man die fehlende Lisung stets durch blosse Quadraturen be- 
rechnen. 

Die einfachste Art, ein gegebenes x-gliedriges vollstiindiges System 
auf ein Jacobi’sches zuriickzufiihren, ist*) die, dass man es durch Auf- 


lésung nach r Differentialquotienten auf die Form: 


An 
ot + >) A; wt 0, i=1,2,---94 
om sf. * 9% 


bringt. Fiir ein’ Jacobi’sches System von dieser besonderen Form 
kann man einen gemeinsamen Multiplicator M immer aus der Gleichung: 


XS a a Ai 
C2, os 
d log M = eK dx; dx, we) 
‘=! t=r+1 . 


erhalten, sobald die rechte Seite derselben entweder an sich ein voll- 
stiindiges Differential, oder mit Hiilfe der n—r Gleichungen: 


da,—= >) Ai dz,, h=r-+1,---m 
E38 


zu einem solchen gemacht worden ist. 


*) Vgl. diese Annalen Bd. IV, p. 94. 
**) Nach einem Referat im Jahrbuch _iiber die Fortschritte der Mathematik, 
Ba. VII, p. 168, ist diese Formel zuerst von Herrn N. Sonine aufgestellt worden 




















Note on the theory of Elliptic Integrals. 


Von A. CayLey in Cambridge. 


The equation 
Mdy dx 


Vi-y-1—ky ~ Vi-—at-1 — kat 


is integrable algebraically when M is rational: and so long as the 
modulus is arbitrary, then conversely, in order that the equation 
may be integrable algebraically, JZ must be rational: for particular 
values however of the modulus, the equation is integrable algebrai- 


eally for values of the form M, or what is the same thing =a 


1 
mM’ 
rational quantity -+- square root of a negative rational quantity, or 
ty : ; an 
oy (l-+-m Y—n), where 1, m,n, p are integral and n is positive; 


we may for shortness call this a half-rational nunterical value. The theory 
is considered by Abel in two Memoirs in the Astr. Nach. Nos, 138 & 147 
(1828), -being the Memoirs XIII & XIV in the (Zavres Completes (Chris- 
tiania 1839); and I here reproduce the investigation in a somewhat 
altered (and, as it appears to me, improved) form. 


Putting the two differentials each —du, we have x =sn (u-+a), 
y = sn (5 +8); and the question is whether. there exists an alge- 


braical relation between these functions; or what is the same thing, 
wu . 
M 

Suppose that A and B are independent periods of sn u; so that 
sn (u-++ A) = sn uw, sn (w+ B)—snu, and that every other period is 
= mA -—+mnB where mand n are integers. Then if » has successively 
the values u, wu -+ A, uw +-2A, etc. the value of x remains always the 
same, and if # and y are algebraically connected, y can have only 
a finite number of values: there are consequently integer values p’, p” for 


an algebraical relation between the functions z—=sn wu and y=sn 


which sn i (w+ p’ A) = sn i (u-+-p" A): or -writing u—yp' A for u 


and putting p” — p =p, there is an integer value p for which 


1 1 
sn — (w+ pA) = sn ut: 
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Similarly there is an integer value qg for which sn yt t+aB) . 


1 . of as 
= sn 4, ¥; and we are at liberty to assume ¢=p; for if the original - 


values are unequal, we have only in the place of each of them to y 
substitute their least common multiple. 
We have thus an integer p, for which V 


i 1 f 
sn yy (w+ pA) = sn 4, u ‘ 
1 i an fe . 
sn yy (u-+- pB) = sn 5 aoe t 
There are consequently integers m, n, r, s such that 
BS ns ml +nBb, 
M 
pB saci ie > ( 
- rA -L sB ‘ 
equations which will constitute a single relation q =m, if m=s, 
r =n =—(); but in every other case will be two independent relations. 
In the case first referred to the modulus is arbitrary, and M is rational. ‘ 
But excluding this case, the equations give , 


B(mA+nB) = A(rA+sJb), 
or what is the same thing 
vA? — (m—s) AB —nB*? = 0, 
an equation which implies that the modulus has some one value out 
of a set of given values. The ratio A: B of the two periods is of 
necessity imaginary, and hence the integers m, n, 7, s must be such 
that (m—s)* + mr is negative. 
The foregoing equations may be written 
(m — +) A+ nB=0O, 
. ° DP) wm 
rA+(s—+)B=0, 


whence eliminating A and B we have 


(m — r) (s _ F) —nr=Q0, 


(4 cis (m+ s) + +ms—nr=Q0. 
and consequently 
+ = ; (m-+s) + : V(m—s)?-+ nr 


where, by what precedes, the integer under the radical sign is negative: 
and we have thus the above mentioned theorem. 


that is 
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As a very general example consider the two rational transformations 





r Ndz dx 
g=(z, u,v); mod. eq. Q (u, v)—=0; —————————— = _____ 
( ? ? ); q u ’ ) ’ Vi—-2-1— ost Vi—at?-1— wat 
y=(z,v, w); mod. eq. P(v, w)=0; — lh si acai 
; Z Vi-—yt-1—w'y? Vi-#-1—v'# 


viz. 2 is. taken to be a rational function of x, and of the modular 
fourth roots u, v; and y to be a rational function of z, and of the 
modular fourth roots v, w; the transformations being (to fix the ideas) 
of different orders. We have y a rational function of x, corresponding 
to the differential relation 


-“ MN. y ~" dx 
Vi—y*1—w'y? gi Vi-a®-i—wat 
Suppose here w* = u*, or say w= Ou, 6 being an eight root 
of unity: we then have Q(u,v) =0, P(v, 0w) = 0, equations which 
determine u, and the differential equation is then 
MNay me da 
Vi- y= 1— uy? ge Vi—a*-i—wa* ? 
an equation the algebraical integral of where is ya rational function 
of z as above: hence by what precedes we have 
uN = 7 {m + s+ V(m—s)*? + nr} 
a half-rational numerical value, as above. ¢ 
To explain what the algebraical theorem implied herein is observe 
that the equations Q(w,v) 0, P(v, 6u) =O, give for w an alge- 
braical equation: admitting 6 as an adjoint radical, suppose that an 
irreducible factor is p(w): and take wu to be determined by the equation 


gu =0; then v, and consequently also any rational function ay 


of (w, v) can be expressed as a rational integral function of u, of 
a degree which is at most equal to the degree of the functions mu 
less unity. The theorem is that in virtue of the equation pu = 0, this 
rational function of « becomes equal to a half-rational numerical 
value as above. Thus in a simple case which actually presented itself, 


—_ had the value 


u — 2, which in virtue of this equation becomes = + /— 3. 

Thus if the second transformation be the identity z= y, w =v, 
M = 1; we have v == 6u; and the equations are 

Ndy — oes, Bley al 
Vingisey ~ Vine iawe 
and in particular if the relation between y, x be given by the cubic 
transformation 


the equation pu=( was u? — 4u-+1=—0; and 


y = (x, u, Ou), Q(u, Ow) = 0, 
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3 6 
ot Se n+ 2 
7 I+ owwt+20) 2" 
so that the modular equation Q (uw, v)—=0, is u!— v'+ 2uv(1—w? vo?) —0; 
then writing herein v = 6u, and taking 6 a prime eighth root of 
unity, that is.a root of 64-+- 1 —0, we have 
Q(u, Ou) = — 265 u? (Ou? + 6?-+- uw); 
viz. disregarding the factor u*, the equation for wu is u4-+-0u°?+ 6?=—0; 
or if m be an imaginary cube root of unity (w?-+-o-+1—0) this is 




















(u? — @ 0) (u? —@?0) = 0; so that a value of u? is u? — — w8. 

Assuming then 6'-+ 1—0, v= 6w and u? = — 6, we have 
(v-+2u)v = Ba(l+2o), — 0° ao(a@—o’); ot eel a — @?; = a, 
(v+2u') vu? = — a? (@—o’), wu’ = o'6'=— — @ and the formula 
becomes 

irom (@— o* ster ae dy wae (w— w*) dx 

6 1— @* (@—a*)x* © ° Vi-—y-1+ oy? Vi—2?-1+02 
(where as before (@?-++-a-+1—0), a result which can be at once 
verified. We have (w—?)* — — 3; or the coefficient o — w? in the 
differential equation is = ~”/— 3, which is of the form mentioned in 


the general theorem. 

We might instead of z= y, have assumed between y and z the 
relation corresponding to any other of the six linear transformations 
of an elliptic integral, and thus have obtained in each case for a properly 
determined value of the modulus, a cubic transformation to the same 
modulus. 


Cambridge, 10. April 1877. 

















Binare Formen mit verschwindenden Covarianten. 


Von P. Gorpan in Erlangen. 


In der Abhandlung: Ueber diejenigen Differentialgleichungen 2. Ord- 
nung, welche algebraische Integrale besitzen, und eine neue Anwendung 
der Invarianthentheorie, Borchardt’s Journal 81, hat Hr. Fuchs die 
Wichtigkeit gewisser binirer Formen gezeigt, die er Primformen uennt, 
und sich zumal damit beschiftigt, die in jedem Falle vorhandenen 
Primformen niedersten Grades zu bestimmen. Diese Primformen lassen 
sich dadurch charakterisiren, dass sie durch endliche Gruppen linearer 
Substitutionen in sich iibergehen, und sind daher mit den von Hrn. Klein 
im neunten Bande dieser Annalen untersuchten ,,biniren Formen mit 
linearen Transformationen in sich“ gleichbedeutend*). Aber Hr. Fuchs 
giebt eine andere Kigeuschaft der Primformen niederster Ordnung an, 
die er bei seiner Darstellung besonders benut#t: Es haben diese Prim- 
formen keine Covarianten niederer Ordnung, und auch keine Covarianten 
hiherer Ordnung, welche Potenzen sind von Formen niederer Ordnung. 
Es fragt sich, ob diese Kigenschaft allein zur Charakterisirung der Formen 
ausreicht. Ich werde dies im Folgenden in der That nachweisen*). 

Nach den Angaben, welche Hr. Klein gemacht hat, giebt es unter 
den Formen, deren Grad grésser als 4 ist (und nur solche Formen 
werde ich weiterhin beriicksichtigen), nur zwei, welche Primformen 
niedersten Grades sind: 

das Oktaeder: G,=—62,°x, + 62,2,5, 
und das Ikosaeder: G, = 12x,''x, + 1322,°x,5 — 124,2,"'. 
Ich werde im Folgenden zuniichst zeigen, dass diese Formen die hier 
in Rede stehende Eigenschaft in der That besitzen, indem ich die 
vollen Formensysteme, welche zu G, und G, gehéren, aufstelle und 


*) Vergl. dessen Note: Ueber lineare Differentialgleichungen diese Annalen 
Bd. XI. p. 115, sowie meinen Aufsatz: Ueber endliche Gruppen linearer Substitu- 
tionen einer Verdnderlichen, Bd. XII. p, 23. 

*t) Man vergl. auch den Aufsatz von Hrn. Brioschi: Le théorie des formes 
dans lintégration des équations différentielles linéaires du second ordre. Math. 
Annalen XI, p. 401 ff. 
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disecutire. Es hat das Letztere mit Hiilfe besonderer geometrischer 
Ueberlegungen in der bereits citirten Arbeit (Annalen IX) schon 
Hr. Klein gethan; ich komme hier darauf zuriick, um zu zeigen, dass 
die Resultate unmittelbar hervorgehen aus den allgemeinen Regeln, 
welche ich in meiner Schrift: Ueber das Formensystem bindérer Formen 
(Teubner 1875) entwickelt habe. 

In den folgenden Paragraphen zeige ich dann, dass es ausser G, 
und G, resp. denjenigen Formen, welche aus G, oder G, durch lineare 
Substitution entstehen, keine anderen Formen der verlangten Eigenschaft 
giebt. Dieser Nachweis gelingt mir — immer im Anschlusse an die 
genannte Schrift — durch einen besonderen Ansatz. Ich setze zuniichst 
nur voraus, dass bei f = a,” (nm > 4) die Covarianten niederen Grades 
verschwinden. Dann betrachte ich diejenigen, immer vorhandenen, 
doch im einzelnen Falle zu bestimmenden Formen niedersten Grades 


u+l 

a 
welche die Kigenschaft haben, mit f eine identisch verschwindende 
letzte Ueberschiebung zu besitzen: 


(f, pitt = 0. 


Von ihnen ausgehend kann ich, im Allgemeinen, bei der Form f Covari- 
anten nachweisen , welche Potenzen sind linearer Formen, und solche 
Formen f gehéren also nicht zu den Primformen niedersten Grades. 
Dieser Nachweis gelingt nicht allein bei drei Formen f: bei G,, G, und 
bei einer Form G, vom achten Grad, die sich als Hesse’sche Form 
von G, erweist. Da aber die Hesse’sche Form von G, gleich G,? wird, 
so ist auch noch G, bei Seite zu lassen, und G,, G, bleiben allein iibrig. 


ie 
Das System von G,. 


4) 


Die Form G,: 
f = 62,'2, + 62,2," 
geniigt der Relation (/,/)' = 0; mithin besteht (vergl. mein , ormen- 
system“ p. 38) ihr System aus den Formen: 


f, h=(f, fy = — 2(a#,8—142,'2,1+2,5), 
t= (h,f) = —2(@,"4+332,5e,!— 332,'2,5—2,"), 





i=(f,1) =—12, 


zwischen denen die Relationen bestehen: 
(fh = (f= 0; (Wt =F if; WY =f Ps 
204+ ft. 








f; 





Biniire Formen mit verschwindenden Covarianten. 


24 theilbar, so ist P eine ganze Function von if und h’. 


die Form bringen: 


besitzen. 


sein, deren Grad kleiner als 6 ist; was zu beweisen war. 


y + 
g 2. 


Das System von G,. 
Die Form G,: 
f = 12%,"'x, + 132z,°x,° — 122, 2," 
geniigt den Relationen: 
wo: 
300 | 


is ser tre 5 
Me (f/)P =i i= APs e=—F- 


Das System von g, besteht daher aus den Formen: 


cf; 43 ch; et; ci, 

zwischen denen die Relationen bestehen: 
(h, f= (hy fP=0; (hy f)'= So ef?s th, hy = 
2 4+ Wi + — cf =0. 


Nun schliesst man ebenso, wie soeben. 















Jede Covariante P von G, ist somit eine ganze Function von 
f, h, t, «. Ich will den Grad von P in den Coefficienten durch u, 
seinen Grad in den Variablen mit v bezeichnen. Ist 6" — v nicht 
durch 4 theilbar, so hat P den Factor ¢; ist v nicht durch 24 theilbar, 
so hat P eine der Formen f/f, h, ¢ zum Factor; ist endlich v durch 


die Factoren i, f, h, ¢ bez. @,, @, @,, &, mal, so kann man es in 


P= im. fe. he. %(c,if*+d,I) (cgift+d,h) ---, 


in welcher die Factoren cif4 + dh’ nicht durch /, h, ¢ theilbar sind. 
Nun kénnen die Ausdriicke cif‘! + dh® keinen vielfachen Factor be- 
sitzen. Denn derselbe wire sonst auch in den Ausdriicken 


(ciftt+tdh',f)=dh?t, (cif'+dh', h) = — cif%t 
enthalten, was unmdglich ist, da cif1+-dh® weder durch f noch durch 


h noch durch ¢ theilbar ist und f, h, ¢ keinen gemeinsamen Factor 


Die einzelnen Factoren von P: f, h, t, cif'-+ dh*® haben also 
6, 8, 12, 24 verschiedene lineare Factoren; also hat auch P mindestens 
6 verschiedene lineare Factoren und kann nicht Potenz einer Form 


(f; f)' ia (f, f)* = (f; f)"° = 0; (f; f= Cc: fs 


: tad 9 ;,.20 a ee 10 10 > & 15 20 
= sey h - 2 (a4 — 228 a, x2 + 4942; Xs 228 x} Le +22); 


(h, f) —t =—2 (a? +-522 27° ag — 10005 27 a2°— 1000524” 23 —522 


Jede Covariante P ist ganze 
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Function von f, h, ¢, c. Sei ihr Grad in-den Variablen = vy. Ist v 
nicht durch 3 theilbar, so hat P den Factor hk; ist » nicht durch 4 
theilbar, so hat P den Factor ¢; ist v nicht durch 5 theilbar, so hat 
P den Factor /; ist also v nicht durch 60 theilbar, so hat P mindestens 
einen der Factoren f, h, ¢; ist » jedoch durch 60 theilbar, so ist P 
eine ganze Function von cf® und h*®. Hieraus folgt, dass man P in 
die Form bringen kann: 


P= ch - f% ~ he - t% (a, ef> +5, h®) (a,c f° +b,h') - + -, 
wo die Ausdriicke acf® + bh® von cf*, h®, @ verschieden sein sollen. 
Die linearen Factoren von f, h, ¢ sind simmtlich verschieden; ein 
Gleiches gilt fiir die 60 linearen Factoren der eingeklammerten Aus- 
driicke; P besitzt mithin mindestens 12 verschiedene lineare Factoren 
und kann nicht Potenz einer Form sein, deren Grad kleiner als 12 ist. 


§ 3. 
Die Formen U. 


Indem ich mich jetzt zum zweiten Theile meiner Untersuchung 
wende, entwickele ich zuniichst einige Formeln, die spiiter zu Grunde 
gelegt werden sollen. Ich betrachte, wie in der Einleitung erwihnt, 
solche Formen f= a," (nm > 4), deren niedere Covarianten alf® ver- 
schwinden, und die ich weiterhin, der Kiirze wegen, als Formen U be- 
zeichne. Fiir solche Formen verschwinden jedenfalls alle Covarianten 


Poe n . 
(f, f)’, fiir welche v > 3» und umgekehrt kann man aus dem Ver- 


schwinden dieser Ueberschiebungen das Verschwinden aller anderen 
Covarianten niederen als n'* Grades folgern (vergl. mein ,,formen- 
system“). Die Gleichungen, welche sich somit fiir die Coefficienten 
von U =f ergeben, kann man, je nachdem » ungerade, oder » gerade 
und nicht durch 4 theilbar, oder » durch 4 theilbar in verschiedener 
Weise zusammenfassen. Ich bezeichne dabei, wenn n gerade, die In- 
variante (f,/)" mit ¢, und, wenn » durch 4 theilbar, die Covariante 
n 


(f,f)? mit » = gz, die Invariante (f, mp)" mit j; zugleich setze ich 


im letzteren Falle »=—4m. Dann erhdlt man folgende Formeln zur 
Charakterisirung der Formen U: 


1) fiir » ungerade. Es verschwinden die Covarianten: 
ee =? 
(f; f) 7 ? (f, f) aah (f; f)"; 
und man kann also zusammenfassend schreiben: 
stl sl x—l 
(D (ab)* a,? bg? =O 
fiir jeden Werth von y und z. 












(1 
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2) fiir » gerade, aber nicht durch 4 theilbar. Es verschwinden 
die Covarianten : 


a eo OS oes 
.N*, GAT 9+ af 
und man hat also: 
(IT) (ab)? a? bb? —- . Ri is (yx)”. 
y 2 > +1 
3) fiir » durch 4 theilbar. Es verschwinden die Covarianten: 
> = +1 _ od +2 > 2\n— 
iy ae a 
und auch die Covdrianten: 


R a we . ame te B 2 i 
(f, »)? » (f, 9)? »°°* (Cf, @) 4 
Man hat also: 


f 2m 2m z2m 2m 2m t 2m 

(My (@ bya" OE" = G2" OS" + ane (ye), 
T 2m 2m 2m . 2m J 2m 

(IV) (ag) ap” = (1, ent am pr Yay” 


g 4, 


Die Formen p und die Zahl uw. 


Betrachten wir jetzt solche Formen (uw-+1)'" Grades: 
. 


p= pe", 
deren (w+ 1) Ueberschiebung mit f identisch verschwindet: 
(Ff, py tt = a * (apt = 0. 


Diese Formel liefert (»—) homogene lineare Gleichungen zur Bestim- 
mung der w + 1 Verhiltnisse der Coefficienten von p; dieselben lassen 
sich also stets lésen, wenn 


n—pwout+l, 


also 
2u>n— 1. 
Ist f eine allgemeine Form, so haben die zu ihm gehdrigen Formen p, 
; nm-+1 
wenn » ungerade, mindestens den Grad aa und, wenn » gerade, 


mindestens den Grad of 1. Sind die Coefficienten von f jedoch 


durch Relationen mit einander verbunden, so kann es vorkommen, dass 
° . n+1 n 

aueh Formen p von niedrigerer als der - 1 ten oder —- + 1'" Ordnung 

existiren. Zu jeder Form f{ gehirt also eine charakteristische Zahl, die 


ich von jetzt ab ausschliesslich durch w bezeichnen will, der Art, dass 
es Formen p vom Grade w+1 giebt, deren letzte Ueberschiebung tiber 
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f verschwindet, dass es aber keine Formen von niederem Grade giebt, 
welche. diese Eigenschaft haben. Diese charakteristische Zahl uw ist: 

n 

a 


Es kann médglicherweise nur eine Form p geben, welche den 
(w+ 1)" Grad hat, vielleicht auch unendlich viele. Ich gehe darauf 


aus, zu zeigen, dass bei den Formen Y — wenn man nur von g,, 
92, J, absieht — sich immer p so wihlen liisst, dass es einen linearen 


Factor « besitzt, der, in eine geeignete Potenz erhoben, eine Covariante 
von U vorstellt*). Zu dem Zwecke gebrauche ich folgende Bezeichnung. 
Es sei a = «, ein linearer Factor von p, A seine Vielfachheit, also: 
P; e ? 
an am ¢ a A a a yd 
praq—a,q,—e¢r=—a,r,, 
wo 
A+v=ya+l. 
O=(f, ptt, 
oe (f; a qytt — ((f, gq, &), 
a (f. ate t! —_ : 4 
= (f, ar) = ((f, nr)’, ey, 
woraus folgt, dass (f, q)“ und (f,r)” die Potenz «*-“ zum Factor be- 
sitzen. Ich setze jetzt noch: 


Dann hat man: 


(f, gt = care, 
a | A-—1  n—m 
(f,r) =sae"=s a, 
und zeige gleich hier, dass weder die Constante c verschwindet, 
noch der Ausdruck s den Factor @ besitzt. Das Erstere folgt un- 
mittelbar aus der Definition der Zahl w, denn ihr zufolge kann (/, q) 


nicht identisch Null sein. Um die andere Behauptung zu erweisen, 


schreibe man: . 
, v a—1,4-1 A—1  n—m a—1,4-1 
| (( f, r) 7 & ) —_ (s, a. » a, ) 
also 
: vy+i4—1 1 ‘ 
Tf; roA+t) _ =  €-P(sa)", 


n = 
id 
n-M(e A—1 een ) F \e vali ”’) n—- 
eo Recs m= = (4) as 
und somit 
EE ~ ) ;, 
(s «) oS A te 1 C; 
woraus das Gesagte folgt, da c Z 0. 


*) Dieser Factor « ist dann immer auch in gewisser Multiplicitét Factor von 
U, und die Beschaffenheit des zu U gehérigen vollstindigen Formensystems ist 
eben durch den vielfachen Factor a begriindet, den U enthiilt. 
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§ 5. 
Die Eintheilung der Formen U. 


Ich werde jetzt die verschiedenen Formen U in folgender Reihen- 
folge betrachten : 

1) Die Formen U, bei denen » eine ungerade Zahl ist. 

2) Die Formen U, bei denen m gerade aber nicht durch 4 theil- 
bar ist, und zwar: 


a) solche Formen, bei denen i =O ist, p< — 


n 
> 


b) solehe Formen, bei denen iz 0 aber uw < - 


. . n 

c) soleche Formen, bei denen 20ud w=, 

3) Die Formen U, bei denen » durch 4 theilbar ist, und zwar: 
a) solche Formen, bei denen g verschwindet, i, w beliebig 


b) soleche Formen, bei denen = 0 aber i =O, w beliebig 
c) solche Formen, bei denen » 2 0, i = O,uw< > 
n . 
2 

Bei den Formen 1, 2,, 2,, 34, 3, liisst sich die Existenz einer 
Covariante, welche Potenz einer linearen Form ist, in dem oben ange- 
deuteten Sinne zeigen. Der Beweis ist bei 1, 2,, 2,, 3, fast derselbe; 
‘dagegen verlangt der Fall 3, eine besondere Betrachtung. Die Formen 
3, existiren nicht. Endlich von den Formen 2,, 3g werde ich nach- 
weisen, dass sie mit G, bez. mit G, oder G, identisch sind. 


§ 6. 


n ungerade, w<"—*. 


< 
d) solche Formen, bei denen g 2 0, i 2 04> 


Wenn n ungerade, so haben wir nach § 3. I: 
n+1 n—1 n—1 
2 : se. 
(ab) ? a? b,? =0, 
mithin : 


n-+-1 n—1 K n—1 
Ss wat © ete 
(ab) a, a, b,? =0, 
n+1 — . n—1l n-+1 


0 = (ab) * (aq)ta,? eo? == ((f, a", f) * 
Nun ist nach § 4.: 
(f; q)" = ea” ¥, 


also: 
wt $3 le 
O = (f, a") > =a,” (aa)? -a? . 
n—1 n+1 


O=a,? (aa)? 
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Diese Formel lehrt, dass f den Factor « mindestens "+! mal ent- 


» 
hilt. Dann aber lésst sich allemal eine Potenz von « als Covariante 
darstellen. Bezeichnet man nimlich durch a die Vielfachheit von « 
in f, setzt also: 


k yt 
x t ? 
wo 


~ n+l ean n—1 
k> *. », k+l—n, mithin 1< =? 


so geniigt die Ueberschiebung (/, f)?‘ der Gleichung: 


n\ (nN aie i(k “oe 2k-21 
) ) ((, fy =(—1) ) (ta) (f'a)'- «&, 
2U/ \2L ’ Ll} . 
und ist also bis auf einen Zahlenfactor eine Potenz von «,. 

Da iibrigens im vorliegenden Falle alle Covarianten (f,/))” ver- 
schwinden sollen, deren Grad < n ist, (f, f)?! aber nicht verschwindet, 
so folgt noch: 

€ n . 3e 
2n —4I1>n, 1>-_, also k > 
t 1 
Die Formen U, zu denen wir hier gefiihrt werden, sind also diejenigen, 
‘ a . a 3n a 
welche einen linearen Factor « mindestens ; mal besitzen. — In thn- 


licher Weise kénnen auch in den folgenden Fallen die Formen U, um 
die es sich handelt, explicite angegeben werden, was ich indess nicht 
ausfiihre. 


‘. 


n gerade, nicht durch 4 theilbar, i —0, u < -“ 


4A) 


Wir haben in diesem Falle nach § 3. II: 


n n ae 
\2 2 . a 
(a b) a, b2 =0, 
also auch 


n n 
ae le 
(a b) a a, b? =0 


| 2 


n n n n 


0 = (ab)? (aga? “b? =((f, g,f)?. 


Nun ist wieder nach § 4.: 


(f, DY = car 
also: 


n 


O—= (a, f)? =a? “(a?,f)?. 
Daher enthalt f den Factor a dfter als — mal, und besitzt also eine 


Covariante, welche eine Potenz von a ist. 
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§ 8. 
n ungerade, nicht durch 4 theilbar, i 2 O,uw< 


In diesem Falle hat man zunichst: 


o/s 
e 


n n na n 
22 i 


, a, b= — (ya)* - 


ro| 3 


(a b) 


-~ n a . 
Da aber uw < 5, so folgt wieder: 
n n 


n 
; » ~* 3 
(ab)? a“ a2 b2 =O 
/ y x x 
und nun schliesst man, wie in den beiden vorangehenden Paragraphen. 


§ 9. 
n gerade, nicht durch 4 theilbar, i 20, w= - 


n . 
2 

Um in diesem Falle die Form U zu bestimmen, beachte man, dass 
die > +1 Verhiltnisse der Coefficienten von p nur > Relationen 
unterworfen sind. Man kann also eines derselben beliebig annehmen, 
und ich werde es in der Weise thun, dass ein linearer Factor von p, 
der « heissen mag, zugleich Factor von f ist, also (aa)" =0 ist. Ich 
zeige zuniichst, dass dann « Doppelfactor von p sein muss. Ich zeige 
sodann, dass zwischen dem a und dem zugehérigen s (§ 4.) Gleichbe- 
rechtigung besteht; auch s wird linear, Factor von f und Doppelfactor 
von p. Hierdurch wird » = 6 und fihrt man nun statt z,, x, als 
neue Veriinderliche « und s ein, so geht f in die kanonische Form von 
9, tiber. 7 

Da 

; a 2 


_ SR cialis , 
praq=—a,q7 =ar=—a,-r,, 


so ist » < —, also nicht nur nach § 3. II: 


n n 


(ab)* a? bo? = —* — (ya) 
1 


2 


| 2 


sondern auch: : 
n—v v7 i ho ae 
(a b) a, b. sae ot (y xv) ° 
Hieraus folgt: 


n 


(1) = —-g—(ab)* (ag)? 0," =, 9" f)* =e@* , f) 
et} 


n 
2 
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> n 
u 


Ei 7 (ab) (ar) b= CF, n, fy" =(sa®, fy" 





also: 
cir é Rnd i 7—1\4—1 
, ‘ig $,Qg = (s, ra*—*) 
rt SH A 
und: . 
= +1 
‘ 2 3-1-1 
(2) ei Teg oO, Or " 
Aus Formel (1) folgt: 
—— (a@* ,q)* =e(a, f» =0. 


n aa 
Pie 
Diese Formel zeigt, dass q = «*—'r durch «@ theilbar ist, dass also 


' es & 


Ich zeige jetzt, dass 42. In der Formel (2) besteht die Ueber-° 


schiebung rechter Hand bis auf eines aus Gliedern, welche den Factor 
« haben. Dieses eine muss daher mit dem Ausdrucke linker Hand 
iibereinstimmen. Es ist also: 


; a n—r 
(*,) ) 


}*: cei pe(satr=(,_ 4, cr 


~ +1 in 7 
4 aoa. 


mithin 


also, da A > 1 ist: 
+ +1=n-», yon -1, A=2. 


Tragt man jetzt diese Werthe in die Formeln des § 4. ein, so 
entsteht: 


——1 
(3) peaq=er=—a,Zr, . 
a ot ; 
(4) (f,7r)"  =Sea , 
(s, e) =(% + Ie 
n 
qt! 
c = r= (Ss, ar), 


9 


ist 


_ 


also in der That s linear, und von e@ verschieden. Ferner 












wi 


Th 
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r(sa) = ; (s, ar) = (sa) r+ (+ — 1) a(s, 7), 
0 = (s,r). 


Also hat r die Potenz s* 


zum Factor, so dass man schreiben kann 


— ml 


tol # 


r=gs ; 


wo g constant ist. Die Formeln (3) und (4) werden jetzt: 


= 1 
‘ 2 
p=ga's , 


eS eae a : 
Gay (as) ~ = S& 


Aus der letzteren folgt: 


is 


(as)" = 0. 


Es hat also p mit f nicht nur den Factor a sondern auch den Factor 
s gemein. Ebenso, wie wir eben zeigten, dass p den Factor @ in der 
zweiten Potenz und nur in der zweiten Potenz enthilt, kann man jetzt 
das Niimliche fiir den Factor s beweisen. Es ist demnach: 


n > 
= —1=—2, alson=—6, 
aio 

p =ga’s’, 


ga,'(as) = sa’, = 


a,* (aa) (as)? =O. 
Somit : 
f (sa)® = a,* (sa)® = (s,(a a) — a,(as))® 
= — 6(aa)’(as) s°a — 6 (aa)(as)a'*s, 
oder, durch lineare Substitution, gleich G,. 

Ks ist auf diesem Standpunkte interessant, zu sehen, wie die linearen 
Transformationen, die G, in sich tiberfiihren, zu Stande kommen. Es 
bedeutete im Vorhergehenden « irgend eine Warzel von /, s eine zu- 
gehérige. Da f sechs Wurzeln besitzt, so kann man @ und s auf sechs 
Weisen wiihlen, wobei allerdings immer je zwei nur durch Verwechselung 
von « und gs verschieden sind. Man kann also die vorstehende kano- 
nische Form in drei wesentlich verschiedenen Weisen herbeifiihren. 


§ 10. 


Formen U, deren Grad durch 4 theilbar ist. Relationen 
zwischen Covarianten. 


Die Formen f, deren Grad durch 4 theilbar ist, sind immer viel 
schwerer zu behandelen, als die iibrigen, weil sie die Covariante 
y = (f, f)™ besitzen, deren Grad mit dem von / tibereinstimmt. Ich 
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will, ehe ich zur Unterscheidung der einzelnen hierher gehérigen U 
libergehe, eine Anzahl von Relationen zwischen den Covarianten von 
f aufstellen, deren ich spiiter bedarf. Es handelt sich vor Allem darum, 
die Invariante i und die Form fiir die zusammengesetzte Grundform 
4,f/+ 4. zu berechnen. 

Aus den Formeln III, IV des § 3.: 
lil (a b)’™ a, ™ E2™ = g.” p, ie 3 (y x)?” 


zx 


IV (a 9) "a m 2 m Pe = ats (f, %) rl + =o 3 (ya 4 m 
will ich zunichst tein ableiten : 


a. 2m— 2 2 2m—1 
lll, (a b) m a” la b ee Q m+1 9 m 


y z 2 x y 
2m—1 2m+41 22m-+1 2m+1 om g" 2m+1 
lil, (ab) a, + b: wen “= %, (yx) + - ci = (yx) 
Ill. (a by” ‘a a, aprt —-n oo - —1 (yx) 
2m+1 - ai i lan main m—1 
Illa (ab) a, i = Sm Y*) 
\2m—1  2m+1 Bn 2m loiy \2m , Jj \2m 
IV, (aq) a, + amt a (f, #) 2m (Y2) -{- imp” + 
Nun folgt aus (I[],) und (IIIa) 
2ma— 2m+172m+1 e™ 1 2m-+1 f ~\2m a r i . 
(a b)’"—* (ae) tate = (9, f)"+ mae f ta / 
und aus (III,) und (III,): 
f \2m—1 2m 2m+1 2m 2m—1 2m— 
(a b) (acy a,b, + c= m (9, f) =(9,f)"' 
Mithin ist: 
(1,) (f.p'=0, 
° a Cb . ss 
(1p) (f, 9?" = m-m-+-1-2m-+ 1 / 
und nach (IV) und (IV,): 
i a i : 2n 2m 2m 
(2) (a9) —— m:-m-+-1-2m-+-1 a, 4% + mf (yx)", 
2m—1 aw 2m+1 1 2m 2m + 2m+1 
(2) (ap)" % “Samti %s % (yx)+ 5 pa 92) . 


Aus den Formeln III und (2,) endlich folgt: 


(B.) (ag)™(bp}(ad}™ = (9, 9)!"—= ow ET 


Gr) ag)™(ab)" OP 9 = (9, 9)" + ati 


ae 


t J 
—="m(m+1)2m+1) ? + 2m+1 f 
Also hat man die Formeln: 


2 
(4.) (A, f+, p, Af+a,p)i™ = id,? P4+2ja,4, oo =r tapi 
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; 2ia,a P| 
(y) f+ dee, f+ 9)" =n tear tel 


KA 2 (1—m-m-- 1) 4, 
KE (4, + m-m—+1-2m-+1 )@ 
Das i und , gebildet fiir die zusammengesetzte Grundform, setzt sich 
aus den urspriinglichen i, 3, f, p zusammen. 


§ 11. 
nm durch 4 theilbar, gp = 0, i, w beliebig. 
In diesem Falle liefert Formel II], des vorangehenden Paragraphen 


2m—1_ 2m+17,2m+1 o) \2m-+1 
(a b) a, b. ~ aa (yx) 


also 
(a le iG errs m+1 ee | 


und nun schliesst man, wie in § 6., 7., 8., dass f einen Factor @ von p 
mindestens 2m -+- 2mal enthiilt, daher eine Covariante besitzt, welche 
eine Potenz von «@ ist. Zugleich sieht man, dass in diesem Falle auch 
nothwendig i = 0. 

§ 12. 


n=4m, 2 0, i =O, w beliebig. 


In diesem Falle werde ich zeigen, dass gm ene Potenz einer linearen 
Form ist. Zu dem Zwecke benutze ich die Formeln (2) des § 10. 
Sie liefern: 


2m - o_o 2m-+1 __ rr 
(ay) ?, aot #3 (yx) 
2m 2m 2m oa 
(ag) a, ,, = iia, (yx) 
Also: 
2m—1 pe _2m-+1- 2m+1 
(a9) a, "GP, =0, 


(a 9) a ‘(a ” itll Sie ae | . 


om N 2m—1 — fn 2m—1 

O= (f, G, p)Pm—* = € (an, pyn—'. 
Hieraus geht zuniichst hervor, dass gm den Factor « mindestens 
2m + 2mal enthalt. Aber ich werde zeigen, dass es eine volle Potenz 


von @ ist. Sei naimlich a* die héchste in  enthaltene Potenz von a, 
so hat man: 


(p, a)" = gak, (k>2m42), 
wo g constant. Nach den Formeln (1) des § 10. ist nun: 


(a ,\2m n—k b—in im 0 
ay) "9, 9, a = 


also 
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‘ \2m ; n—k ‘—2m 2m —k " —k 1.2m 3 \2m 
0=(ag)" (gy, «)" “gy "ay" =(g, @*) "FY" =9(e', f) 
ona a 2m a,” ( ~ : 


Aus dieser Formel schliesst man, wie in § 6., dass eine Ueberschiebang 
(f, f)?* existirt, welche, bis anf einen euivabeniibi Factor, eine Potenz 
von « ist, wihrend alle héheren Ueberschiebungen von f iiber sich 
selbst verschwinden.. Daher muss selbst Potenz von a@ sein, weil es 
nach Voraussetzung die héchste nicht verschwindende Ueberschiebung 
von f iiber sich selbst ist; w. z. b. 


§ 13. 
n=4m, 2 0, 7 2 0. Ein Hiilfssatz. 


Fiir die noch zu betrachtenden Formen U beweise ich vorab den 
Satz: f ist mit @ proportional. Zu dem Zwecke zeige ich vor Allem: 
Es giebt Formen i4,f-+ 4,9, wo 4,, 4, nicht zugleich Null sind, fiir 
welche als Grundform g und also auch i verschwindet. 

Nach Formel (4,) des § 10. giebt es niimlich sicher soleche Formen 
A,f+ 4.9, fiir welche i =O. Ist nun fiir eine derartige Form, die 
@ genaunt werden mag, (e@)*” nicht Null, so betrachte man statt @ 
6 =(o@)?”, welches nach Formel (4,) des § 10. doch auch zu der 
Schaar 4,f-+ 4, gehort. Fiir 6 ist dann jedenfalls (66)?” und also 
auch, wie oben angegeben, (o6)" gleich Null. Es lassen sich also 4,, 
4, so bestimmen, dass man gleichzeitig folgende zwei Gleichungen hat: 
wpe eit 2 )f nd (4° +" m- Sees Party 
(6, o)'m== Gd,* + 25a, dy + m - —<s z2m+1 4,? = 
Nun aber kénnen die Coefficienten von f und @ in (6, 6)?” nicht zu- 
gleich verschwinden. Denn sonst wiire: 


(6, 63"—( 





36 J 0 | 
m-m+1-2m+1 2m+1 
1 0 _t—m-m+)1 =| 
0 = he 2m-+1 ei ’ 
. J —ee sr e | 
also m(m-+-1) — 2 = 0, was unmdglich ist, da wir.m > 1 vorausge- 
setzt haben. — Daher muss f mit g proportional sein. 
Ich setze : 
v= rf. 


Nach § 10., (1,) hat man: 


er 5 mr i ~2m+1 *]- 


also 












u- 


ge- 
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° a 


~ m-m+i-2m+1- 


? 
Durch Ueberschiebung von f iiber » folgt ferner: 
Jam wt, 
und die Formel III des § 10. wird jetzt: 
Til’ (a b)?™ a,” be" = ya.” a,” 4- see (ya). 
§ 14. 
n=4m, 920, i 20, w < 2m. 


Es ist leicht zu sehen, dass Formen dieser Art nicht existiren. 
Wenn namlich « < 2m, so liefert die Form II’: 


2 2m—u 72 
(a b) "al = “b 14, an Me 


(ab)"™ ah = = sy (yx). 
Also: 
(aby (agy' ar" be" —=y(agy" ay", (ab) (ag m= a, 
Choe "=r (fa » Ch Os N= saad, 
(aH, fmm yer ect fe mtg. 


Nach der vorletzten Formel ist: 


ony 2m n— 
(f, a”) "= ya, also (f, a“) “=0, 


also folgt aus der letzten Formel, dass i= 0, d. h. die Invariante i 
verschwindet und wir werden zu dem Falle des § 12. zuriickgefiihrt. 


$ 15. 
n=4m,9 20,i20, w=2m. Aufstellung einer Normalform. 


Wir sind endlich zu dem letzten Falle gelangt, won—=4m, u=—2m 
und keine der Formen g und i verschwindet. Ich werde hier zuniichst 
einige Siitze und Formeln entwickeln, die ganz denjenigen analog sind, 
welche in § 9. ihre Stelle fanden bei Untersuchung der Formen, die 
sich in G, transformiren liessen. Vermdge derselben wird die Form U, 
ohne dass ich ihren Grad 4m schon hier bestimme, auf eine gewisse 
Normalform gebracht, die dann im folgenden Paragraphen der Unter- 
suchung zu Grunde gelegt wird. 


Mathematische Annalen. XII. il 
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Es giebt in dem hier vorliegenden Falle wieder unendlich viele 
Formen p (vom 2m-+ 1'" Grade) und unter ihnen will ich wieder eine 
so aussuchen, dass einer ihrer linearen Factoren @ zugleich Factor 
.von f ist: 

(aa)" = 0. 


Aus den Formeln des § 4. und den in § 13. aufgestellten folgt dann: 
(ab) "a! b= S45 (yay, 

} ir 

y+? 


1) Lo", O™—=2(o" tet, he =7h, 


2m 


(a by" (aq) be aaa ya, (a q)" + Sor 5 4; (a b) 


*~" (ar) bY = 
x 


iat-!¢ ir 


(1) c(a?™, fy a cyae™ a sae , (sa®™, fy’ == +7? 


so wie ferner: 
oe , - 2-8 \ Jt 
. cir al ‘a -¢ 
(2) —' (s, era 2 2m+1 ) ‘ 
Aus den Formeln (1) geht hervor: 
¢ 2m 
e(a", f= zm+1 (qa = 0; 


es hat also q den Factor a, und 4 ist grisser als 1. Die Ueberschiebung 
rechter Hand in Formel (2) besteht aus Gliedern, welche, bis auf eines, 
den Factor « enthalten. Dieses eine muss also mit dem Gliede linker 
Hand identisch sein. Daher 
= 
cir ir (s, a+") 


yt+i 8 2m+1 Gr ve, 


i—!1 


9 
am+1 ( 2m ai in—v 
vi (,",) meer =\, — :) ” 
e, ') n— ‘) 
a—1]™ Gy 
Da A> 1, so ist 2m+1—n—-v, und also v= 2m—1,A—2; 
s linear. Trigt man die Werthe von vy und 4 in die Formeln des 
§ 4. sowie in (1) und (2) ein, so erhalt man: 
p= ag = a'r, 
(f; ry" 1 ead sa” “ s, on 
(3) € (q**, fy ou cyae™ ote ar rm 
(s, «) = (2m+ 1c 
cir om tar 
2m —(s, eparm tari) 
Mithin ist: 








Th 


_—— Ff 
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ir (80) _ (s, ya? (sa) + iar), 


O = 2my (sa)*a®—! + (2m—1) ia (sr), 
O=— es (rs) (re) 
Verbindet man hiermit die Identitiat: 


2m—-1 2m—1 2m—1 
‘ (s «) m oan {s, (r a) ce a (r s)\ m 4 


so wird: 
(4) Y (sa)?™—! — (ra@)?"—! 3 g?m—1 Pets (rsf=-* 4 q?2m—1 H 


Durch Einsetzung dieses Werthes in die zweite und dritte der Glei- 
chungen (3) erhilt man die Formeln: 


. (ro)e"—! (f, gi2m—1)2"— tai (rs)*™ ~1 (f, gtm- sai PEE (saj"—' sazm ; 


(sa)™ (f; am)?” — y (sa 2m oem + (ra)y"—" assem — —_ (rs)*"—" 2m, 


Ausser der Formel: 
(aa)" = 


hat man also noch die folgenden: 
2m(sa)™-*(f, amt)! — (2m—1)(ra)?"—* asem-2 
(f, m+ gry t> 0, 
(f, atstmtiyint? 0, 
(f, #)" = 0, 


und erhalt also aus der Identitit: 


(5) 


a’ (as)" = (a(as) + s(«a))" 
die Formel: 
n 


{(as)" —= — (a sy-* (a «) asn-1 + a (a s)?™ (a a)?m Q2m g2m 


— n(as) (aa)"—'as"—}, 
Setzt man hier noch zur Abkiirzung: 


(6) —@a" ae, (asian) _ _ _(a8)(ae)™ 


(a s)” 1? a (a s)" 


axa ¢, 
3? 
(as)" 


so hat man die Normalform von f, deren Ableitung der Zweck dieses 
Paragraphen war: 


- 


n 
(7) f = ne, a"—15 + (5) C, 02" 52" + neo,as*—, 


11* 
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§ 16. 
n=4m, w=2m, » 20, i z 0. Schluss. 


Nicht alle Formen, welche sich in der letztangegebenen Gestalt 
schreiben lassen, sind Formen U. Damit dieses der Fall ist, miissen 
gewisse Relationen fiir die Gréssen: 

Cy, Coy Cg, M— 4m 
erfillt sein, die ich in der Weise aufstellen will, dass ich die Invariante 
é auf verschiedene Art berechne. Aus der Formel III’ des § 13. folgt 
namlich fiir beliebiges o: 


2m+2Q _2m—2Q72m—2Q tt ie 2m—2¢e 
(ab) a b, ~ 2m—2Ze+1 (yx) 
also: 
aie ee é 
(ab)? ™t2e (aa)?™ 2@ (bs)? 2¢e (as)?™+2e _— im— tei (as)" 


oder: 
sa = (as)" = ((aa)(bs)— (b a)(as))?™+2e (aa)?™—2e(bs)2™—2e 
k=2m+2¢@ Qm 2 
= ps (—1)}* ( 3 "a (aa)"—* (bs)"—* (as* (ba)*. 
=0 


In dieser Summe verschwinden nach den Formeln (5) des § 14. 
alle diejenigen Glieder, welche einen der symbolischen Kactoren haben: 


(aa)", (aa)?™+! (as)*, (aa)? (as)?"+1, (as)", 


die Coefficienten der iibrigen Glieder lassen sich durch die Coefficienten 
ce der Formel (6) (§ 15.) ausdriicken. So wird: 


1 t 
2m—2e+1 as)" 


= (CrP eC oot CEP} 


Setzt man nun fiir @ die Zahlen 1, 2, 3, so erhalt man aus der vor- 
stehenden Formel drei lineare Relationen zwischen den Gréssen — 


a s)" ? 
2€,€,, €°; sollen dieselben zusammen bestehen, so muss ihre Resultante 


verschwinden. Es wird also: 


2 9 
1 2m+-2 
2m—1 m +i ( 2 ) 
1 ort) 


Om | 2 
aos OT 4 


9 > 
1 2m-+ 6 
las ™ +3 ( 6 ) | 
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oder 
Lampe 1 e@m—y- (MAY) |r 1 teat | 
‘ 0 r| Sate: 6 am—a-(™F°) -|t 6 te : 
12m?+m—15 (2m—5)- ee a) I 15 anthers | 
; Pit a5. sere _ -(1 uke a =r + int imts whi ’ 


mithin: 
(2m-+5) (2m+ 6) < 84+ ae 


Dieses ist aber fiir m > 3 unmoglich, wihrend fiir re = 2, 3 in der 
That die vorstehenden Gleichungen befriedigt sind. 

Fiir m = 2 wird die obige Formel fiir i, wenn man fiir @ setzt 
1 und 2: 


ee Ee 3 Ra2 4 ie 2 
a 6c,¢, + 15¢,?, a= 16¢,c, + T0c, 
mithin : 


0 = 2¢,¢, + 25¢,?. 
Es liisst sich also in diesem Falle die im vorigen Paragraph abgeleitete 
Normalform von /, die fiir » = 8 lautet: : 
f = 8c,a’s + T0c, a's! + 8¢,as7 
durch lineare Substitution auf die Gestalt bringen: 
f=". + Ty 'ys' — By 92". 
Wendet man hier noch die Substitution an: 
Y= (14/73) % + (1 —V3) a, yy =a, + 2%, 
so erhailt man die Form: 
f=G, =108 (7 + 4/3) a,8 — 142,'2,4 + (T—4/3)z,$), 
welche sich leicht in die Hesse’sche Form von G;: 
h = — 2 (a,8— 142,'x,'+-2,°) 
transformiren lasst. Da aber (h, h)* ein volles Quadrat ist, so ist, wie 
schon bemerkt, G, keine Primform. 
Nehmen wir endlich m=3 und setzen in die Formel fiir ¢ wieder 
einmal g@ = 1, dann @ = 2, so kommt: 
1 i 
(as)? 6 
Also ist: 


ea ae 910-: 
=—=—_ Se, C. + 28¢,’, (as)! ° 3 — 10¢, ¢, -- 210c¢,*. 
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0 = ¢,¢, + 49¢,? 
und f geht durch lineare Substitution in G, iiber: 
G, = 122,''x, + 1322,%x,° + 122,2,"'. 

Man kann wieder bemerken, dass die linearen Substitutionen 
welche G, in sich iiberfiihren, bei dem hier eingehaltenen Gange der 
Untersuchung dadurch angedeutet sind, dass man als Factor « von p 
im vorigen Paragraphen eine beliebige Wurzel von f nehmen konnte, 
dass dann s eine bestimmte andere Wurzel von f wurde und sich 
schliesslich die kanonische Form G, ergab unabhiingig davon, welches 


Paar zusammengehériger Wurzeln «, s man genommen hatte. — Eine 
ahnliche Bemerkung bezieht sich auf G,. 


Erlangen, im Marz 1877. 

















Ueber lineare Differentialgleichungen. 


Von Fenix Kiem in Miinchen. 


Die folgenden Erérterungen sind bestimmt, die unter gleichem 
Titel im elften Bande dieser Annalen p. 115—118 erschienene Note 
in einigen Punkten zu vervollstandigen. 


1. Endliche Gruppen linearer Substitutionen einer Verdnderlichen. 
Die endlichen Gruppen, welche man aus linearen Substitutionen 
einer Verinderlichen » bilden kann, zerfallen bekanntlich in finf 
Classen, wegen deren Aufzihlung und Charakterisirung ich am besten 
auf die inzwischen erschienene Gordan’sche Arbeit, Bd. XII dieser 
Annalen, p. 44, verweise. Ich nenne diese Gruppen (vergl. meine 
Arbeit: Ueber binire Formen mit linearen Transformationen in sich 
selbst, Annalen 1X, p. 1834f.) die Kreistheilungsgruppe, die Doppelpyra- 
midengruppe, die Gruppe des (regularen) Tetraeders, Oktaeders, Ikosaeders. 
Die beiden erstgenannten Gruppen enthalten noch unendlich viele Arten, 
entsprechend dem Werthe, den man der in ihnen vorkommenden, 
positiven ganzen Zahl » ertheilen will. Dem Werthe »—1 entspricht 
als Kreistheilungsgruppe diejenige, welche ‘allein aus der identischen 
Substitution besteht. Bei den Doppelpyramidengruppen hat man den 
Werth » = 1 auszulassen. 

Mit jeder dieser Gruppen ist nun eine rationale Function Q (m), 
welche ich die zugehdrige nennen will, wesentlich verkniipft — wobei 
indess gleich hier hervorgehoben sei, dass Q nicht vollig bestimmt ist, 

aQ-+- B 


sondern statt Q ein beliebiges 7a4e Senommen werden kann. — 
Dieses Q hat, gleich anderen rationalen Functionen von 7, die Eigen- 
schaft, ungeiindert zu bleiben, wenn auf 9 die Substitutionen der Gruppe 
angewandt werden, vor allen Dingen aber diese: dass jede rationale 
Function von », welche bei den Substitutionen ungedndert. bleibt, eine 


rationale Function von Q ist*). 


*) Wegen der Beweise vergl. meine Arbeit im IX, Bande, p. 183ff. — Es ist 
interessant, die doppeltperiodischen Functionen einer Variablen » zu vergleichen, 
die doch auch bei einer, allerdings wnendlichen Gruppe linearer Substitutionen 
ungeiindert bleiben und insofern den im Texte betrachteten Functionen analog 
sind. Daes keine doppeltperiodische Functionen giebt, die einen vorgeschriebenen 
Werth im Periodenparallelogramm nur einmal annimmt, so gelingt es nicht, wie 
im Texte, alle in Betracht kommenden Functionen durch eine (ausgezeichnete) 
rational auszudriicken, sondern erst durch zwei. 
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Stellt man die fraglichen Gruppen in den kanonischen Formen 
auf, welche Gordan |. c. angiebt und mit I—V numerirt, so kann 
man fiir Q bez. folgende Ausdriicke wihlen: 





(1) "", 

(2) r+ << 

(3) ( 1—2V—8 0 y 

1+2V—3 7t—7n! 

(1+149'+7°)° 

(4) “y08 n*(1— 74)! 

6) (— (n+) + 228 (n!— 9°) — 494") 
) 1728 n° (n+ 11 n5—1)° ’ 


die speciell ich fortan als Kreistheilungsfunction --- Ikosaederfunction be- 
nennen will. Es stimmen die Ausdriicke (3) -- (5) mit denjenigen iiber- 
ein, die Schwarz in der Arbeit iiber die hypergeometrische Reihe 
(Borchardt’s Journal, Bd. 75, p. 292 ff.) dem Studium des Tetraeders, 
Oktaeders, Ikosaeders zu Grunde legt. In meiner vorigen Note habe 
ich statt ihrer allgemeine Ausdriicke geschrieben, welche sich auf die 
Formensysteme des Tetraeders, Oktaeders, Ikosaeders beziehen; ich 
kehre hier zu den kanonischen Ausdriicken zuriick, um die mitzutheilen- 
den Formeln méglichst unmittelbar verstindlich zu machen. Nur beim 
Ikosaeder werde ich gelegentlich » (y'°-++ 11y5—1) durch f, die zuge- 
hérige Hesse’sche mit H, die Functionaldeterminante (f, H) mit T 
bezeichnen. Man hat dann: 


2 oan 1275 pawn 12! H3 
und der Ausdruck (5) nimmt die Gestalt an: 
H 
1728 _—* 

2. Beziehungen zwischen den fiinferlei Gruppen. — Wenn zwei end- 
liche Gruppen a, b in der Beziehung stehen, dass a in b als Unter- 
gruppe enthalten ist, so ist Q, durch Q, rational ausdriickbar. — Dieses 
folgt sofort, da Q, eine rationale Function von y ist, welche bei den 
Substitutionen von b und also auch bei den Substitutionen von a un- 
geandert bleibt. Auch kann man den Satz umkehren. 

Die Ikosaedergruppe z. B. enthalt bekanntlich 6 verschiedene Unter- 
gruppen, welche dem Kreistheilungstypus fiir » = 5 angehéren, und 
von diesen erscheint eine selbst in kanonischer Form, wenn man die 
Ikosaedergruppe kanonisch dargestellt hat. Daher ist die Ikosaeder- 
function, so wie sie eben angegeben wurde, rational in 7°. — Oder 
besser: Die [kosaedergruppe enthalt als Untergruppen fiinf vom Tetra- 
edertypus. Bei einer solchen Tetraedergruppe bleibt immer das Ikosaeder 
f und, doppeltzaihlend, ein gewisser Oktaeder ¢ ungeiindert. Man kann 
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daher 4 als zugehérige Function wahlen, wenn es auch, auf die 


kanonische Form des Tetraeders transformirt, nicht mit der eben unter 
(3) angegebenen Tetraederfunction tibereinstimmt, sondern eine lineare 
Function derselben ist. Dann muss die Ikosaederfunction rational in 


oe sein, und in der That hat man: 
T? : — ®t, 2 -\2 
144 > = 1728(1— 17287) — © (10-4 4-45), 
wie ich in etwas anderer Gedankenverbindung p. 204 meiner Arbeit 
im IX. Bande angab. Ich werde auf diese Formel noch spiiter zuriick- 
kommen. 

3. Die fiinferlei Integralgleichungen. Die Integralgleichungen, wie 
ich sie p. 117 der vorigen Note unten (1)--+-(5) angab, erwachsen, 
wenn man die fiinf jetzt mit (1) - - - (5) bezeichneten Functionen gleich- 
setzt rationalen Functionen einer Verinderlichen x, die ich, im An- 
schlusse an die vorige Note, in den Fallen (1), (3), (4), (5) einfach 
mit R(x) bezeichne, wiihrend ich sie im Falle (2) mit 4R (x) — 2 
benenne. Die Bemerkungen der vorangehenden Nummer zeigen, dass 
diese Integralgleichungen gewisse Zusammenhinge aufweisen. So oft 
z. B. 4° oder die (modificirte) Tetraederfunction ral gleich gesetzt wird 
einer rationalen Function von x, ist auch die Ikosaederfunction einer 
rationalen Function gleich. Dieselbe Gleichung zwischen 9 und z tritt 
also in verschiedenen Formen auf. 

Es ist wiinschenswerth, einer hieraus hervorgehenden Unbestimmt- 
heit des Ausdrucks dadurch entgegengetreten, dass fiir die Integral- 
gleichungen ein fiir alle mal die Reihenfolge (1), (2), (3), (4), (8) fest- 
gesetat wird, und nun jede in Betracht kommende Relation zwischen 
und x der ersten Kategorie, bei welcher sie auftritt, zugerechnet wird. 
Die analoge Festsetzung wird man bei den Gleichungen (1), (2) noch 
einmal treffen mit Bezug auf den Werth der Zahl n. — Dies voraus- 
gesetzt, sind die Gleichungen zwischen » und «x irreducibel. # 

4. Einfluss der Integrationsconstanten. Die allgemeinen Integral- 
gleichungen erwachsen aus den eben angegebenen particuliren, indem 

; ‘ahio @7 + 8 
statt » beliebig ae 
Fall (1) und n—1, also: 


gesetzt wird. Nimmt man nun z. B. den 


ecm R (x), 
so kann man statt: 
ck 2 
mm+e — 2 @); 


unter a, b, c, d irgendwelche Gréssen verstanden auch schreiben 


an+6 _ aR+d 
m+é86 chk+d 
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Auf diese Weise ergiebt sich: Die rationale Function von x, welche 
in der Integralgleichung auftritt, ist durch die Differentialgleichung in 
den Fiillen (2), (3), (4), (5) vollkommen bestimmt, nur im Falle (1) 
enthdlt sie, wenn n = 1 ist, drei, und, fiir die iibrigen Werthe von n, 
eine willkiirliche Constante. Dabei ist, wie im Folgenden immer, vor- 
ausgesetzt, dass man an der Verabredung der vorigen Nummer festhilt. 

5. Die zu Grunde,liegenden Differentialgleichungen. Setzt man in 
die Integralgleichungen (1) - - - (5) statt R(«) einfach 2, so entstehen 
die zugehérigen Differentialgleichungen alle aus ‘der bei Schwarz 
(Borchardt’s Journal Bd. 75) discutirten: 

1— 4? 1— >»? at—p*+9*—1 


r 2 2 
a Wee ay (i—xz)* x (1—2x) ? 


indem man fiir 4, w, v beziiglich eintragt: 


A u Vv 
ae ee 
gi pss isttcat 
= oo 
i eee, ee 
es a. ok 


Ich will eine solche Gleichung eine Elementargleichung nennen mit 
den singuliren Punkten 0, co, 1 und den zugehérigen Exponenten 
4, uw, » Es ist mir weiterhin gelegentlich bequem, statt 0, oo, 1 
drei beliebige Werthe a, b, c (von denen keiner unendlich ist) als 
singulire Werthe zu besitzen. Fiihrt man zu diesem Zwecke statt x 
durch lineare Substitution ein geeignetes neues x ein, so nimmt die 


Differentialgleichung die symmetrische Gestalt an: 
1? i-~ 


1 Ne — b)(a—c) J rs + (b—c)(b—a) + 


[nu] = x—a-x—b-x—c x 


=} 
2 
eh (@—§) <8 
+ (c—a) (¢—b) —-,; 


Dieses Resultat lisst sich, wenn man von der allgemeinen Theorie 
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solcher Differentialglerchungen ausgeht*), von vornherein einsehen. 
Der Ausdruck rechter Hand muss (—4)'*" Dimension sein, weil der 
Werth «= oo nicht singular ist. Er muss ferner so beschaffen sein, 
dass bei Partialbruchzerlegung héchstens quadratische und lineare Glieder 
auftreten. Die betr. Nenner miissen (e—a)*?, (x2—b)?, (x—c)? bez. 


(w—a), (w~—b), (ce—c), die Zahler der quadratischen Glieder miissen 
- an a . ore sein. Dadurch aber ist der Ausdruck vollkommen 


7 = 


bestimmt. 


6. Ableitung der Differentialgleichungen aus den Integralgleichungen. 
Dass die Elementargleichungen so, wie sie angegeben werden, zu den Inte- 
gralgleichungen gehéren, hatte ich, bei der das vorige Mal eingehaltenen 
Darstellung, der citirten Arbeit von Schwarz entnommen. Die betr. 
Rechnung, wie sie sich auf Grund der in Betracht kommenden alge- 
braischen Formensysteme ergiebt, ist seitdem von Hrn. Brioschi in 
eleganter Weise entwickelt worden (Annalen IX, p. 111ff.). Aber es 
hat wohl Interesse zu bemerken, dass man dieselbe ganz sparen kann, 
wenn man von der Definition der Ausdriicke Q(y) ausgeht. Betrachteu 
wir z. B, die ee ee in der Form: 


1728 - 3(m) Ax+ B, 


Pun — Ca+D? 


wo ich die Constanten A, B, C, D so wihlen will, dass 5 
fiir «=a, b, ¢ bez. 0, oo, 1 wird. Aus einer Wurzel yn, dieser Glei- 


chung ergeben sich sich ‘alle ‘ondune durch 59 von vornherein bekannte 
lineare Substitutionen, deren Coefficienten numerisch sind. Der Ausdruck 


[y] ist aber so gebildet, dass er fiir 4 und ein beliebiges sett. 


identisch ausfallt. Daher nimmt im vorliegenden Falle [] fiir alle 
Wurzeln der Ikosaedergleichung denselben Werth an, ist also eine 
rationale Function von «. Mehrfache Wurzeln besitzt die Ikosaeder- 
gleichung nun fiir 7 = a, x = b, x =c und zwar bez. lauter dreifache, 
fiinffache , doppelte. Daber ist die betr. rationale Function vom 
(—4)" Grade, sie wird fiir =a, b, c im zweiten Grade unendlich 
und hat, auf diese Werthe beziiglich, die Exponenten 4 = 3, w = 5, 
yo 2, 

7. Einsetzung von R(x) statt (x). Setzt man in die Elementar- 
gleichungen der 5'*° Nummer statt x ein R(x), so entstehen die all- 


gemeinsten hier in Betracht kommenden Differentialgleichungen: 
rok 1 2—p?+ 2-1 


i 2 
(n] =(R] + R? {2 a +72 aie | 2 fate 


*) Vergl. hier und im Folgenden die einschliigigen Arbeiten .von Fuchs, 
Schwarz u. A, in Borchardt’s Journal. 
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Wir wollen den Ausdruck rechter Hand in Partialbriiche zerlegen und : 


insonderheit auf die dabei auftretenden quadratischen Glieder achten. ; 
Sei R = = , Wo @, ~ vom Grade m ohne gemeinsamen Theiler. Keine e 
der Wurzeln von p=0, p=O0, p—w=O oder der Functional- i 
determinante (y,~)—O0 soll unendlich angenommen werden. Ich 
nenne dann die Wurzeln von g a;, ihre Multiplicitét «;, analog bei 
gy und »—w die Wurzeln 0;, ¢,, ihre Maultiplicitit B;, y;. Die 
Functionaldeterminante (p, ~) hat die a;, b;, ¢ zu a@,—1, B,—1, a 
yi — 1-fachen Wurzeln; sie besitze ausserdem noch Wurzeln d; je . 
6; -— 1-fach. Dann lauten die quadratischen Glieder der Partialbruch- 8 
zerlegung : 
1—a;? 42 1— 6? uw? 1—y;? »? 1—é;? P 
ie z= AE Fey es 5 
m4 (a—a,? + 2-5 a ee)? +> (e— dj)? ? 
wie man leicht durch functionentheoretische Ueberlegung oder auch f 
durch directe Rechnung findet. fi 
8. Ausfallen gewisser Glieder der Partialbruchentwickelung. In 
den fiinferlei hier in Betracht kommenden Fallen sind 4, u, v Briiche ‘ 


= 
i ? 
i= . ; n= werden. Dann fillt das betreffende quadratische 


mit dem Ziahler 1. Es kénnen also verschiedene Terme «; = 


Glied der Partialbruchzerlegung weg. Da wir es nun mit Differential- 
gleichungen zu thun haben, die durchaus algebraische Integrale besitzen, 
so folgt aus der allgemeinen Theorie, dass dann auch kein bez. lineares D 
Glied in der Partialbruchentwickelung auftritt — wie die directe Rechnung 
bestiitigt. Der Punkt x = a; oder b; oder ¢; hirt dann also auf, fiir 





die Differentialgleichung singuldr zu sein. L 
Erstes Beispiel. Ich will statt der Ikosaedergleichung: h 
1728 eae de V 

die folgende betrachten: E 


728 70), 9) 179g He) 
1138 gy tay) 1 Fie) ‘ 





Dann ist gp — vy = — re - Man hat also statt x eine Function } 

R (x) gesetzt, welche fiir R= 0, oo, | lauter dreifache, fiinffache, fc 

doppelte Wurzeln besitzt. Ueberdies sind die Factoren der Functional- fi 

determinante (p,) durch H?, f*, T véllig absorbirt. Daher geht 

die zum Ikosaeder gehérige Elementargleichung jetzt einfach iiber in: L 
[ny] =9, 


d. h. 9 ist eine lineare Function von x, wie von vornherein deutlich, 
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da alle Wurzeln der Integralgleichung in dieser Form enthalten sind. 
— Man kann an diese Umformung, wie an die spiter anzufithrenden, 
eine algebraische Folgerung kniipfen, die bemerkenswerth scheint. Wenn 
ich drei ganze Functionen habe, 1, m, n, welche die Identitat 


B — m5 + n? = 0 


befriedigen, wenn ferner die Functionaldeterminante (/*, m®) oder, was 
auf dasselbe hinauskommt, (J, n*) resp. (m5, n?) durch ?m‘n ganz 
absorbirt ist*), so kann man hinsichtlich der Differentialgleichung den- 


selben Schluss, wie soeben, machen, indem man statt « einsetzt 
B 


m 5 


nannten Bedingungen geniigen, als 12H, f, 


Daher: Es giebt keine anderen Functionen 1, m, n, die den ge- 
eB 
Ve 
Zweites Beispiel. In der zweiten Nummer ist die Ikosaeder- 
function rational ausgedriickt worden durch die (modificirte) Tetraeder- 


function fe Ich will nun letztere = setzen, oder, der grésseren 


Deutlichkeit wegen, = _ So hat man, bis auf einen Proportio- 
nalitatsfactor : 
1447? (y) = x, (@,?— 10%, 2,4 452,”)’, 
f° (n) = 2,°, 
12°. H3 (y) = — (a#,?—112,2,+4642,7) (x, —32,)'. 


Die Functionaldeterminante der rechts stehenden Ausdriicke ist 

(w,? —102,7,+452,") - x4 - (x, 3,)*. 
Daher: Die Differentialgleichung des Ikosaeders weist nach der Substi- 
tution nur drei singulire Stellen auf, niémlich | = 0 und die beiden 


Wurzeln der Gleichung x,? — 11a,x, + 64%, =0. Die zugehirigen 
a aS 
2’ 37 8 

wie es von vornherein zu erwarten war, die Elenrentargleichung des 
Tetraeders erhalten. ‘Transformirt man 2 in der Weise durch lineare 
Substitution, dass 0, oo, 1 die singuliiren Werthe werden, so trans- 


Exponenten sind bez. Mit anderen Worten: wir haben, 


. ee a . 
formirt man gleichzeitig 7 im die kanonische Form der Tetraeder- 
function. 


9. Bestimmung des R(x) aus den quadratischen Gliedern der 
Partialbruchentwickelung. Fragen wir, wie weit R(a#) durch die 


*) Dieses heisst nichts anderes, als dass 7°, m*, n? vom sechzigsten Grade sind: 
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quadratischen Glieder der Partialbruchzerlegung bestimmt ist. Ich will 


dabei, der Kiirze wegen, allein den Fall des Ikosaeders in Betracht 


, 1 1 1 
ziehen, wo also 4=—, p= en we Unter den Wurzeln 


3 2 

von » = 0 zunichst unterscheide man drei Kategorien, die als a;, a;, 
a;" bezeichnet’ sein sollen. Die ersteren haben eine Multiplicitit a,, 
welche keine durch 3 theilbare ganze Zahl ist. Die Multiplicitit der 
a; sei gleich 3, die der a; gleich 3«a;’, wo «;’ eine von Eins ver- 
schiedene ganze Zahl. Eine analoge Unterscheidung treffe man bei 
den Wurzeln von » mit Riicksicht auf die Zahl 5, und bei den Wurzeln 
von g — w mit Riicksicht auf die Zahl 2. Dann erfahrt man aus den 
quadratischen Gliedern der Partialbruchzerlegung, da 3, 5, 2 relative 
Primzahlen sind, unmittelbar den Factor TT (a—a;) * von m, den Factor 
(x—b,)"* von w, den Factor TI (*—c)'‘ von (p —y), endlich das 
Factorenaggregat: TI (2 —a,;")* TI (a—b;’)* TT (a —e;")’é T(a—d)’s. 
Unbekannt ist es zunichst, welche dieser Factoren, und zuniichst auch, 
wie viele an », #, » — wy abzugeben sind, resp. welche allein der 
Functionaldeterminante angehéren. Aber da m, ~, mo — w denselben 
Grad » haben sollen und die Functionaldeterminante den Grad 2n— 2, 
so erweist sich in jedem Falle nur eine endliche Anzahl von Ver- 
theilungsweisen als méglich und vor allen Dingen ist nur unter 
einer endlichen Anzahl von Werthen auszusuchen. 

Eine weitere Reihe von Relationen zur Bestimmung der in gy, ~ 
noch unbekannten Coefficienten erhalt man dann aus der Identitit: 


(y) — ¥) = (9), 
wie in der folgenden Nummer an einem Beispiel ausgefiirt ist. 


10. Beispiele fiir die die Bestimmung von R(x). Wenn eine Diffe- 
rentialgleichung der hier in Betracht kommenden Art nur drei singu- 
lare Punkte hat, d. h. eine Elementargleichung ist, so ist sie durch 
die quadratischen Glieder der Partialbruchzerlegung vollig bestimmt und 
also muss sich auch R (z) allein aus ihnen gewinnen lassen. Auf p. 323 
der citirten Arbeit hat Hr. Schwarz eine Tabelle der in dem dort 
definirten Sinne einfachsten Elementargleichungen gegeben, welche 
durchaus algebraische Integrale besitzen und Hr. Brioschi hat fiir 
die gréssere Zahl dieser Fille den Werth der Function R (x) abgeleitet 
(Annalen XI, p. 410). Ich will hier auf Grund der Auseinandersetzung 
der vorangehenden Nummer dus Resultat angeben fiir die drei 
von Hrn. Brioschi nicht behandelten Fille XIJ, XIV, XV der 
Schwarz’schen Tabelle. Betrachten wir vor Allem, des Beispiels 
wegen, den Fall XIV. Es handelt sich um die Elementargleichung, 
die ich in allgemeiner Form schreibe: 
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f i—F 1—2? 

1 2 

(= sae tuece \etar @- 0-0 +p b- 0—@ 
(w—a) (~—b) 





1—v? 
2 
+ rer (e—a) (e- »| , 
fiir die 
1 2 1 

A= 3 P= Se; Oe : 
Von vornherein ist klar, dass diese Differentialgleichung (da man 
weiss, dass sie durchaus algebraische Integrale hat) zum Ikosaedertypus 
gehort, weil die Nenner 3 und 5 gleichzeitig auftreten. Setzen wir 
also das Integral in der Form an: 

ID) on 8, 
rN f° (n) » 
Es muss dann g neben dem einfachen Factor (x—a) nur noch drei- 
fache Factoren haben, ~ neben dem doppelten Factor «—b nur noch 
fiinffache Factoren, g@— w neben dem einfachen Factor «—c nur 
noch doppelte. Die Functionaldeterminante (m, ~) darf keine anderen 
Factoren besitzen, als die bereits in m, ~, gp — wp enthaltenen. Hier- 
aus folgt vor Allem, dass m, ~ vom siebenten Grade sind, und man 
hat folgenden Ansatz: Unter 9, 6, t Functionen vom Grade 2, 1, 3 
mit nicht verschwindender Discriminante verstanden, soll man haben: 
(x--a) 9° — (x—b)’ & = (w@—e)t?. 

Da R(x) im vorliegenden Falle durchaus bestimmt ist (n. 4.), so folgt: 
Das so formulirte algebraische Problem hat eine und nur eine Lésung. 
Ich habe zur Vereinfachung der Rechnung genommen 6 = — 1, c=0 
und die lineare Function 6 = Constans. Sei dann zuniichst @, bis auf 
eine Constante, =z?+ Axv+B. Die Function rt ist einfacher Factor 
der Functionaldeterminante von (#— a) g* und (~—b) 6?;:sie ist also 
gleich zu setzen: 


t = («x —2a—1) (#?+Ax+B) — 3 (a+1) (x—a) (22+ A) 

und die zu erfiillende Identitit lautet: 
C(e —a) (a? +-Aa+B) + w? (+1)? 

= x {(e—2a—1) (224+ Ax+ B)—3 (e+ 1) (a—a)(2x4+A)}’- 
Durch die Betrachtung der Werthe 2 = oo, 0 ergiebt sich: 

C= 25, uw? = 25aB', 

und die nun noch unbestimmten Coefficienten gewinne ich, indem ich 
verlange, dass die von (x?-++ Ax-+ B) freien Glieder, zusammengezogen, 


wieder durch «?-++ Axv+B theilbar sein sollen. Dies giebt eine iiber- 
zihlige Anzahl von Gleichungen, welche das eine Lésungssytem: 
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~x=xcc em — 


64 ’ an © year 
besitzen. Also findet man, wenn man noch alle Glieder der Identitit 
mit 64‘ multiplicirt, um Briiche zu vermeiden: 


yp = 25 (642+-7-27) (6427+ 7-192-+-49)5, 
y= 25-7. 27- (w+1)?, 
p—wv = {2(822-+ 157) 6422+ 7-192-+ 49) 
— 3(a+1) (642+7-27) (1282+7-19)}°. 
Dabei sind als singulire Werthe genommen: 
a=— —, b=—1, c=0. 


Durch ahnlichen Aufsatz ergiebt sich bei XII: 


a 1 2 1 
ig nee eet 


yp = x (x+5)* (+8), 
wv = 64 (34—1), 
9 — v= (+ 92?+ 122-8); 


wo genommen ist: 


und bei XV, 


1 3 
ogy PF arg 


5 


no 


p Oe 


p = (10x—43) (25023 + 252?— 400a—9- 43), 
wy = 43 - 53? - 64000 - a3 (x-+-1), 
p—wv = {(402? — 5.392—3.-43) (250234 252? —4002—9-43) 
“ —150-2-(a+1) - (10a— 43) -(1522-+-a—8)}*, 
ur 
43 


tema 


b=0, c=—1. 


11. Geometrische Deutung des Satzes der neunten Nummer. Die 
59 verschiedenartigen Drehungen, welche ein Ikosaeder mit sich zur 
Deckung bringen, zerfallen in 3 Classen: in soleche von der Periode 3, 
von der Periode 5, von der Periode 2 (vergl. die citirte Arbeit von 
Gordan). Die ersteren geschehen um Axen, welche zwei Ecken des 
Pentagondodekaeders mit einander verbinden; analog verbinden die 
Drehaxen, welche bei der 2" und 3'" Kategorie auftreten, bez. zwei 
Ecken des Ikosaeders oder des Triakontaeders, — Aus diesen 59 Dre- 
hungen, denen man als sechszigste die Identitit zufiigen mag, kann man 
unendlich viele machen, wenn man ganze Umdrehungen in beliebiger 
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Multiplicitat zulisst und mitzihlt. Diese ganzen Umdrehungen kénnen 
dann nicht nur um eine beliebige unter den dreierlei eben genannten 
Axen Statt finden, sondern auch wm irgend eine, zu der Figur des 
Ikosaeders in keiner nothwendigen Beziehung stehende Axe. —- Inter- 
pretiren wir jetzt das 7, welches mit x durch die Differentialgleichung 
verbunden ist, in geeigneter Weise auf der Kugelfliiche, lassen dann x 
einen singuliren Punkt umkreisen, so wird die lineare Substitution, 
welche » dabei erfihrt, -vorgestellt durch eine Drehung der Kugelfliche, 
welche das Ikosaeder mit sich zur Deckung bringt. Sei der Exponent 
des singuliiren Punktes mit / bezeichnet, so betriigt die Winkelgrésse 
der Drehung 2k. Daher, so lange & einen der Nenner 3, 5, 2 be- 
sitzt, geschieht die Drehung nothwendig um eine unter den dreierlei 
vorab unterschiedenen Axen. Wenn aber k eine ganze Zahl ist (die 
man > 1 annehmen kann, da k = 1 ohne Bedeutung ist), so ist von 
vornherein iiber die Richtung der Drehaxe gar Nichts bekannt. 


12. Primformen bei linearen Differentialgleichungen zweiter Ord- 
nung. Die Lésungen y der Differentialgleichung: 


[n] = P(@) 
sind bekanntlich gleich den Quotienten * zweier (beliebiger) Parti- 
2 


cularlésungen jeder linearen Differentialgleichung zweiter Ordnung: 


i? d 
Tat +P ae +4°9=9, 


dx 

fiir welche: 
P _ dp 
2q—- = a 





== P(2). 


Zur Kenntniss der fiir solehe y,, y, im Sinne des Hrn. Fuchs 
(Borchardt’s Journal Bd. 81, p. 97ff.) geltenden Primformen gelangt 
man in einfachster Weise, wenn man von der fiir 7 bestehenden Inte- 
gralgleichung ausgeht, sie differentiirt und statt 


Yi Y2— Yo 
Yo" 


nach einem bekannten Satze eintriigt: 


7 = 


, o.¢ Set* 
icles: iced 


Hat man z. B. die Ikosaedergleichung: 


H*(n) 


9 
—_ f(y) 





— R(2); 
so folgt: 


¢ H*(n)_ € a , . an! , 
1728 Fa) {3H'f —5f' H} - 9 = R(a), 
12 


Mathematische Annalen. XII. 2 
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und da 3.H’f — 5f’H bis auf einen Zahlenfactor mit 7 identisch ist: 

_ B*(n)- Tn) 

f*(n) - B (x) 

Hier nun multiplicire man beiderseits mit }/f(y). So entsteht rechter 
Hand j/f(y,, ¥.) (homogen in y,, y, geschrieben), links: 


— dz 9 
; fre = ¥,". 





3 4 —fpde 3 
C. (4%) (=) wf rae R 
Mithin ist: 


4 : 
* f e Jpae . 


R(i—-Rs 


—6 “pdx , 
LRP | g-Afoes, 


(Yi, Yo) = C*- 
ist also z. B. p = 0, so ist, wie auch Hr. Brioschi angiebt (Annalen XJ, 
p. 406), f(¥;, ¥2) rational. 


In ahnlicher Weise erhailt man fiir die verschiedenen Fille: 


n+1 


,—4 "pdz R2" 
I y¥, = Ce i aed R 


? 


n—1 


=I nd 2a 
y, =C-e Lf Fol oe 


? 


} 3 
I nh, = Ce Sve. R e- 1) 
n+2 n 
2 a, zy r 
y," 4- Yy." = 9('2 & gf rae : R = 1) : 
R’2 
n n-+2 
n n r 7 
y° — 9" —208 J. BR) 
R'? 
it y,' mea 2yY 3By,2y,? = Y! af? é€ 2 [paz . R a 
— - 4 
yt + 2V—3y,2y.? — yo! a Ct go tse”. 2 tae , 
2V—27- wy % (y,‘—y,") = C® e Sfpdaz Re ie. 
ie : : ; 
IV V 108 - Ys Y> (y,4 —yo*) on 0 3 [rae , R =. 1) ; 
Y . az R*(R—1)? 
y,° + 14y,4y,4 + y.8 = C4-e 4 fpdz a ) 
4 
y,'? —33y,5y,* —33y,'y,° + y,"? = C6. oS fae, R'(R-1)° | 


R’6 
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4(R—1)3 
Vv V 123 y, yo(y '°+11y,Py,5—y,") = C® ope, Sa 





— (y,2° + y,2%) + 228 (y,'5y,5— y,5y.!5) —494 y, 1% y, 10 
an (it. e Spaz, R ‘(R—1)* 


Rw? 


(41°°-+ yo) — 522 (y,?° y.°— y,°y,?*) — 10005 (y,?y,"°-+- 9," y2™) 
= (15 gi frdz, Or. 
Mit diesen Formeln scheinen die Fragen, welche man hinsichtlich der 
Existenz und Art der Primformen bei linearen Differentialgleichungen 
zweiter Ordnung stellen kann, vollkommen beantwortet*). Ich will 
hier noch diese Bemerkung zufiigen. Wahlt man statt R(«) einfach z, 
so kann man bekanntlich y,, y, ansehen als Particularlésungen der 
hypergeometrischen Differentialgleichung: 
ad’y y—(a+B+1)a dy a: ae es 
dat t+ a(i—#) dex ax(1—2) caps. 
wo (l—y)*, («—£)*, (y—a—)* in irgend einer Reihenfolge gleich 
sein miissen den Exponentenquadraten 4’, w*?, v?. Nimmt man nun 
insbesondere, in Uebereinstimmung hiermit, in den fiinferlei Fallen, 
a, B, y bez. gleich: 





1 
I a 5 o, ee, 
I = ea a? 5 ? 
1 2 
i =? “eae # eo 
WV a 
V a 


so werden die Primformen: 
Yi» WY Wi +2V—3 yy. — 92", ines 
Yi Yo (y+ 11 y,>y2° — y2"") 
einfach constant (vergl. auch Hrn. Brioschi’s Note. Annalen XI, p. 407). 


Miinchen, im April 1877. 


*) Eine andere Seite der Frage ist in dem hier vorangehenden Aufsatze von 
Gordan erledigt. 














Das Correspondenzprincip fir. Gruppen von » Punkten 
von » Strahlen. 


Von 


H, Scuusert in Hamburg. 


Das Chasles’sche Correspondenzprincip, angewandt auf einen 
Ebenenbiischel, ergiebt ohne weiteres, dass die Anzahl « derjenigen 
speciellen Punktepaare eines einstufigen Systems von Punktepaaren 
(c, d, g), bei denen die beiden Punkte c und d auf ihrem Verbindungs- 
strahle g unendlich nahe liegen, aus den einfachen Grundbedingungen 
des allgemeinen Punktepaars gewonnen werden kann. Bezeichnen niimlich 

e und d auch wieviel Punktepaare des Systems ihren Punkt ¢ 
resp. d auf einer gegebenen Ebene besitzen, 
ferner g auch, wieviel Punktepaare des Systems ihren Verbin- 
dungsstrahl g eine gegebene Gerade schneiden lassen, 
so besteht zwischen den 4 Zahlen c¢, d, g, ¢ die Gleichung: 


(1) e+d—g="*). 

Hat man nun statt des aus zwei Punkten bestehenden Gebildes 
ein Gebilde, welches aus m auf einer und derselben Geraden g liegenden 
Punkten 

Gin Cus Gag 0-3 + Ge 
besteht, und erzeugt dieses Gebilde, welches wir Punktgruppe nennen 
wollen, nicht ein einstufiges, sondern ein (k — 1)-stufiges System, so 
wird ein solehes System eine endliche Anzahl ¢ von Punktgruppen 
besitzen, bei denen gewisse k von den » Punkten, z. B. 


Cy> Coy Cyy oo Ch 
in einem Punkte } ihres Verbindungsstrahls g coincidiren. Man kann 


*) Aus dieser Formel entwickelt der. Verfasser im IIIten Abschnitt seiner 
,» Beitrage zur abzihlenden Geometrie“ (Math. Ann, Bd, X, pag. 1 bis 112) alle 
méglichen Formeln zwischen den Grundbedingungen des allgemeinen Punktepaars 
einerseits und denen seiner Coincidenz andererseits, d. h. desjenigen -speciellen 
Punktepaars, welches unendlich nahe Punkte enthiilt. Ebenso wird dort das 
Strahlenpaar behandelt. Damit sind dann alle Correspondenzprobleme erledigt, 
welche auf nur zwei Hauptelemente Bezug nehmen. Die eben citirte Abhandlung 
des Verfassers soll immer kurz ,, Beitr,“ genannt werden. 
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daher das Problem aufstellen, jene Zahl ¢ durch die (k — 1)-fachen 
Grundbedingungen der Punktgruppe in ahnlicher Weise auszudriicken, 
wie dies die Formel (1) fiir » = 2 und k = 2 thut. 

Dieses Problem und einige mit ihm verwandte, sowie die analogen 
Probleme fiir die Strahlengruppe sind im Folgenden gelést. 

Die bei der Behandlung der Punktgruppe gewonnenen Resultate 
sind dann namentlich zu einer directen Berechnung der Zahlen*) ver- 
wendet, welche sich auf die an einer oder mehreren Stellen zwei- oder 
mehrpunktig beriihrenden Tangenten einer Fliche nter Ordnung be- 
ziehen. Dabei erscheint die Punktflache als specieller Fall eines allge- 
meineren Gebildes, nimlich des vierstufigen Systems von Punktgruppen. 

Das liniengeometrische Analogon dieser Anwendung fiihrt zu Zahlen 
fiir gewisse Singularitiiten des Complexes nten Grades. Diese Zahlen, 
welche zum Theil schon durch die Arbeiten von Pliicker, Clebsch, 
Klein, Voss bekannt sind, zum Theil aber bisher noch nicht be- 
stimmt sind, habe ich in einer besonderen Abhandlung **) abgeleitet. 

Bei der Ableitung der Correspondenzformeln fiir Punktgruppen und 
fiir Strahlengruppen werden ausser der Formel (1) und der Strahlen- 
paar-Formel erster Dimension (Beitr. § 20., 1) nur die fundamentalen 
Formeln angewandt, welche die Grundbedingungen incidenter Haupt- 
elemente***) mit einander verbinden. Diese Formeln sind im II ten 
Abschnitt der Beitr. (§ 9.) aus dem Princip von der Erhaltung der An- 
zahl (Beitr. § 7.) entwickelt. 

Die Natur des hier behandelten Gegenstandes erforderte wieder 
die Benutzung der vom Verfasser eingefiihrten Symbolik (Beitr. Ab- 
schnitt I). Die Grundregeln dieser Symbolik sind auch in einer Ab- 
handlung iiber die Moduln vielfacher Bedingungen bei Flachen zweiter 
Ordnung (Math. Ann. Bd. X, pag. 322) und in einem Referate iiber 
die Beitr. (Kénigsb. Repert. Bd. I, pag. 349) auseinandergesetzt. Man 
erinnere sich namentlich an Folgendes. 


1) Das Symbol einer einem Gebilde [ auferlegten a-fachen Bedin- 
gung bedeutet zugleich auch die endliche Anzahl derjenigen Ge- 


*) Man vergleiche § 27 der Beitr. oder des Verfassers Mittheilung in den 
Gott. Nachr. Februar 1876 oder Math. Ann, Bd, XI, (pag. 370) Formel (73) bis (77). 
**) Sie folgt der vorliegenden unmittelbar. 
**#) Der Terminologie von Sturm, Hirst und Anderen gemiiss heisse incident: 
1) ein Punkt und ein Strahl, wenn der Punkt im Strahle liegt, 
2) eine Ebene und ein Strahl, wenn der Strahl in der Ebene liegt, 
3) ein Punkt und eine Ebene, wenn der Punkt in der Ebene liegt, 
4) ein Strahl und ein Strahl, wenn beide sich schneiden, 
und tiberhaupt: 
5) ein Gebilde [ und ein System von Gebilden [, wenn das Gebilde dem 
Systeme angehért. 
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bilde [, welche, einem hinzuzudenkenden, a-stufigen Systeme 
angehdorig, diese Bedingung erfiillen. 


2) Die aus den einzelnen Bedingungen 2z,, 2,, 23,--+, 2, zusam- 
mengesetzte Bedingung wird wie das Product 2, - 2, + 2 +++ &n 
bezeichnet. 


3) Desshalb darf jedem Gliede einer fiir alle a-stufigen Systeme 
giiltigen Formel zwischen a-fachen Bedingungssymbolen ein und 
dasselbe, etwa b-fache, Bedingungssymbol als Factor hinzugesetzt 
werden, oder, wie wir sagen wollen, die Formel darf mit jeder 
b-fachen Bedingung multiplicirt werden. Dadurch wird die Dimen- 
sion der Formel um } erhdht, die Stufe des hinzuzudenkenden 
Systems um b erniedrigt. 


$ 1. 
Coincidenz von & Punkten verschiedener Definition. 

Das Gebilde, welches wir zu behandeln haben, besteht aus » Punkten, 
welche ein und dieselbe Gerade als Tréger haben. Die Gerade heisse 
g, und die » auf ihr liegenden Punkte heissen: 

Chy Cay Cyn °° * Cus 

Demgemiss bezeichnen (Beitr. pag. 19 oben): 

1) g zugleich die Bedingung, dass die Punktgruppe ihren Triger 
eine gegebene Gerade schneiden lisst; 

2) ¢; zugleich die Bedingung, dass die Punktgruppe ihren Punkt 
c; auf einer gegebenen Ebene besitzt; 

3) Jp» Jer Js, G bdeziiglich die Bedingungen, dass die Punktgruppe 
ihren Trager durch einen gegebenen Punkt schickt, in eine ge- 
gebene Ebene wirft, einem gegebenen eemeamerees zusendet, als 
gegeben besitzt; 

4) das Product mehrerer dieser AONE rane dass die Punkt- 
gruppe die von diesen Symbolen dargestellten Bedingungen zu- 
gleich erfiillt; z. B. ¢2g, bedeutet die vierfache, zusammengesetzte 
Bedingung, dass der Trager in einer gegebenen Ebene liegen 
soll, wahrend der Punkt c; auf zwei gegebenen Ebenen, d. h. auf 
einer gegebenen Geraden liegen soll. 

Aus diesen Definitionen folgt unmittelbar: 


(2) t~ Ip * Ici 99 = 99 = $9 = 93 
Je = Ip? =P Ip =P Ge =} 9° —G, Inge = 0. 
Da ferner g und jeder Punkt ¢; incident sind, so besteht zwischen 
den Grundbedingungen von ¢; und von g die Gleichung (Beitr. § 9., I): 
(3) cg = ¢? + ge, 
welche man erhilt, wenn man die durch die Bedingung g gegebene 
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Gerade in die durch die Bedingung ¢; gegebene Ebene legt, und das 
Princip von der Erhaltung der Anzahl beachtet. Aus dieser Formel 
ergeben sich durch symbolische Multiplication bei Benutzung von 2): 


(4) c?g = c8 + Cige, 
(5) CiIp = CP + Je; 
(6) CP Ip = Cigs = C8 g + G. 


Wir bezeichnen nun mit ¢ diejenige speciellere Punktgruppe, bei 

welcher die i Punkte 

Cry Coy Cgpe ee  G 

auf dem Strahle g unendlich nahe liegen, und den Coincidenzpunkt jedes 
é; mit b. Unserer Symbolik gemiiss bezeichnet dann ¢;b”z,, wo 2, eine 
der Punktgruppe auferlegte a-fache Bedingung bedeutet, die Zahl der- 
jenigen speciellen Punktgruppen eines (m + a -+ i — 1)-stufigen Systems 
von Punktgruppen, welche die Punkte ¢,, c,, ¢,, --+-¢ in einem und 
demselben Punkte b vereinigen, welche ferner diesen Coincidenzpunkt 
b auf m(m < 4) gegebenen Ebenen besitzen, und dabei die Bedingung 
2q erfiillen. 

Da im Punkte b eines ¢ die i Punkte ¢,, ¢,, ¢,,--+-¢; vereinigt 
liegen, so ist selbstverstiindlich : 

(7) Cy Ej = Cy & S Cg &i + = C8; = DG. 

Nach der in der Einleitung erwihnten, unmittelbar aus dem 
Chasles’schen Correspondenzprincipe fliessenden Punktepaar-Formel 
erster Dimension erhilt man nun bei einem zu Grunde gelegten, ein- 
stufigen Systeme von Punktgruppen fiir die Zahl solcher Punktgruppen, 
auf denen die Punkte ¢; und ¢,, coincidiren, die Formel: 

Ci + Cm — g- 
Speciell ist: 
(8) (+e —g = & 
Demnach bedeutet bei einem zu Grunde gelegten zweistufigen Systeme 
& (¢, + ¢,—g) die Zahl solcher Punktgruppen, bei denen ausser c, 
und ¢, auch c, und ¢, coincidiren, d. h. bei denen ¢,, ¢,, ¢, in einem 
und demselben Punkte coincidiren, Folglich ist: 


(9) &, (¢, + C3 — 9) = & 
Multipliciren wir also (8) mit c,-+c,; —g und beachten Formel (9), 
so erhalten wir: 
(c, +e, — g) (4 +6 — 9) = &- 
Mit demselben Rechte ist natiirlich auch: 
(Cg + & — 9) (Q + ¢ — 9) = 8 


(3 ++ ¢ — g) (€3 + ¢ — 9) = &3- 


Aus allen 3 Formeln erhalt man in der That ein und dieselbe, in den 


und 
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e symmetrische Formel, sobald man nach Ausfiibrung der Multiplication 
Formel (3) anwendet, namlich: 
(10) Cy Cy $F 0,65 + C20, — 9 (% + + C3) + Ip = 8. 

Indem man den eben gemachten Schluss hinreichend oft wieder- 
holt, gelangt man zu einem Ausdruck fiir die Zahl & solcher Punkt- 
gruppen eines beliebigen (k — 1)-stufigen Systems, bei denen die Punkte 
Cy, Co,-** Ce coincidiren, namlich zu: 

(11) ({ +4—9) (GQ +4—9) (G4t%4—9-*-* (i tae—-g)=& 
Um hieraus eine in den ¢ symmetrische Formel zu erhalten, fiihren wir 
die Multiplication der k — 1 Factoren aus, und ordnen nach steigenden 
Potenzen von c,—g. Dann erhalten wir: 

(12) & = e—1 + O—2 (¢, — 9) + OM —3 (G — 9)? + oy (C4, — 9), 
wo zur Abkiirzung: 


@ = 1,0, =e, + e+e, +---- ce, 


und iiberhaupt et; 
gleich der Summe der simmtlichen (4 — 1); Producte von je i ver- 
schiedenen der k — 1 Symbole ¢,, ¢,, ¢,,----¢; gesetzt ist. Wir be- 
achten nun, dass wegen der Formeln (3), (4), (5), (6) 

(¢, —9? =—49+ 9, 

(,;—g = 9, 

(, —g"= Ofirm>3 


gesetzt werden darf. Dadurch wird aus (12): 
(13) && = (@e—1 + €, %e—2) — 9 (Me—a + Cy x—~3) + Gp (Ces + Cy Oy —4). 
Jetzt sind aber die drei in Klammern eingeschlossenen Functionen 
in den ¢ symmetrisch, da immer 
O; + C, 1 
gleich der Summe der siimmtlichen k; Producte von je i verschiedenen 
der k Symbole ¢,, ¢,, ¢,;.... cg ist, Setzen wir daher fiir diese Summe 
B:, so wird aus Formel (13) die gesuchte Hawptformel: 
(14) & = Br—1 — gBi—2 + gp B—s. 
Der Deutlichkeit halber specialisiren wir dieses Resultat, indem 
wir k = 4 setzen. Dann kommt: 
Ey = C1 Cy€g fH Cy Cy Cy fF Cy C30, + Cy eg cy 
— JOy Cg — JO, Cg — JOC, — GC, Cy — JC,C, — Jeye, 
+ 9p% + Ip, + Ges + Ip%- 
Durch Multiplication der Hauptformel (14) mit den Grundbedingungen 
9> Ip» Ger Gs, G des Tragers g erhilt man: 
(15) 9Br—1 — (Ge + Yr) Br—2 + 9sBi-3 = 9 &, 
(16) Ip Br—1 — GoBr—2 + GBr—s = Jp &, 
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(17) JeBr—1 — JsBr—2 = Jet; 
(18) 9sBr—1 — G Bra = Ist; 
und endlich: 
(19) GB.-1 = G &.*) : 
Um eine Formel fiir be, zu erhalten, haben wir die Formel (14) mit 
irgend einer der k Bedingungen c¢,, c,, ---¢, zu multipliciren. Es bs 


ergiebt sich nach Benutzung von (3), (4), (5), (6) bei allen & Multi- 
plicationen ein und dieselbe symmetrische Formel, nimlich: 
(20) Bx — JeBr—2 + gePr—s = dex; 
wo #, natiirlich das Product 
Cy Cg ++ Cp 
bedeutet. Die Specialisirung von (20) fiir k = 4 giebt: 
Cy Cy Cy Cy — Joly Cy — JelyCy — Joly Cy — GJelns — Jolnl, — Jelg 
Ht Jel + Jslg + Isls + Joey = De. 

Um 6? ¢, zu berechnen, verfahren wir am kiirzesten, wenn wir beachten, 
dass nach (3) 

b? & == bg & — Jet 
ist. Wir haben also die Gleichung (17) von der mit g multiplicirten 
Gleichung (20) zu subtrahiren, und erhalten: 
(21) 9 Bx — JeBr—1 + GBi_s = De. 
Aehnlich verfahren wir, um b*¢, zu bestimmen. Wir beachten, dass 
nach Formel (5) 

b3 & = Dap & — Yskky 
und erhalten aus (18) und (20): 
(22) Iv Be — 9sBx-.1 + GBe—a = V &. 
Beispielsweise ergiebt (22) fiir k = 3 das Resultat, dass die Zahl 6’ «, 
derjenigen Punktgruppen eines fiinfstufigen Systems, auf denen die 
Punkte, ¢,, ¢,, ¢, in einem gegebenen Punkte coincidiren, sich bestimmt 
durch : 

D3 &, = JpCyCyCy — JslyCo — GJslyCy — GsCnC, + Ge, + Ge, + Ge;. 
Hinsichtlich der Deutung der Coincidenzsymbole ist dasselbe zu be- 
merken, was in § 17. der Beitr. tiber die Kintheilung der Coincidenzen 
in Gattungen ausgesprochen ist. Danach wird z. B. das Symbol &g, 
durch eine Punktgruppe erfiillt, wenn sie ihre k Punkte c,, c,, ¢,,--++ 
im Punkte b dergestalt vereinigt hilt, dass jede durch b gelegte Gerade 
als Trager der Punktgruppe gelten darf. 

Die oben gewonnenen Correspondenzformeln kénnen noch auf 


*) Die Formel (19) lisst den Traiger g gegeben sein. Fiir diesen speciellen Fall 
des festliegenden Trigers hat schon Herr Saltel das Correspondenzprincip fiir | 
Punktgruppen ausgesprochen (Nouv. Ann. (2), XII 565—570 und Mém, de Belg. 1875). 
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mannigfache Weise umgestaltet werden, namentlich dadurch, dass die 
auf den Traiger beziiglichen Bedingungen, also g, g,, g-, gs, G mdg- 
lichst aus den Formeln entfernt, und durch die 2k Bedingungen ¢;* 
und ¢;° ersetzt werden, welche aussagen, dass die Punkte der Gruppe 
auf einer gegebenen Geraden liegen sollen resp. gegeben sein sollen. 
. Beispielsweise formen wir so die Formel (16) fiir i = 3 um. Sie giebt: 


Es Ip = Ip (Cy, + CC; + C¢3) — 9s (G + +6) +4 

= 49p [€ (Cy + 3) + C2 (Cs +) + ¢5 (4, + &)] 

— $9 (GQ +e)+G +4) +@ +4)) +6 
fiir jedes c;g, — g, setzen wir nach (5) ¢; und erhalten: 
(23) &5 9p = 4 (ee, + e,5e; + Cy5e + €,3¢, + c5%c, + €,5 cy) + G. 
Aus diese? Formel fliesst unmittelbar die Zahl 

fi-fe-fs 

der gemeinsamen Punkte dreier Flichen F,, F,, F, von den Ord- 
nungen /;, /2, f;- Man fasse niamlich auf jeder der cot Geraden des 
Raums jeden der /, Schnittpunkte auf der Fliche F’, mit jedem der 
f, Schnittpunkte auf F’, und mit jedem der /; Schnittpunkte auf F, 


zu einem Punkttripel zusammen, und wende auf das erhaltene vier- 
stufige System von Punkttripeln die Formel (23) an. Dann ist 
G=f,-hr-fs 

zu setzen, weil auf einer gegebenen Geraden /, - f,-/, Punkttripel 
liegen, und jedes der 6 Symbole von der Form ¢;*c,, gleich null zu 
setzen, da eine gegebene Fliche nicht einen gegebenen Punkt ent- 
halten kann. Ferner wird das Coincidenzsymbol ¢,g, durch jeden 
Schnittpunkt der drei Flachen erfiillt, weil die Verbindungslinie eines 
Schnittpunkts mit dem durch die Bedingung g, beliebig gegebenen 
Punkte Trager eines Punkttripels mit coincidirenden Punkten ist. Damit 
ist der bekannte Bezout’sche Satz*) bewiesen. Man beachte dabei, dass 
dieser Satz specieller ist, als die Formel (23). Eine Fliche F’ von der 
Ordnung / ist namlich ein vierstufiges System von Punktgruppen mit 
f Punkten, welches die besondere Specialitat besitzt, dass seine oo! 
Punkte co? Punkte werden, deren jeder co? mal zu rechnen ist. Diese 
Specialitat, ist der Grund, warum von den 7 Symbolen der rechten 
Seite der Formel (23) hier alle bis auf G verschwinden, und warum 
also die Zahl der gemeinsamen Punkte dreier Flichen gleich der Zahl 
ist, welche angiebt, wie oft man auf einer Geraden drei den drei 
Flichen angehérige Punkte combiniren kann. 


*) Inzwischen hat der Verfasser die Siitze aufgestellt, welche den Bezout- 
*schen Satz vertreten, wenn man statt des Punktes den Strahlbiischel und andere 
aus Punkten, Ebenen und Strahlen bestehende Gebilde als Raumelemente auffasst. 
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§ 2. 
Coincidenz von / Punkten gleicher Definition an einer und an mehr 
Stellen. 


Indem wir bei der Ableitung der Formeln (14) bis (23) die & 
Punkte, welche coincidiren sollten, mit verschiedenen Symbolen behaf- 
teten, beriicksichtigten wir, dass diese & Punkte méglicher Weise ver- 
schiedenen Definitionen entspringen konnten. In diesem Paragraphen 
wollen wir jedoch die » Punkte der Gruppe als gleichwerthig voraus- 
setzen, und irgend welche % von den » Punkten coincidiren lassen. 
Ferner wollen wir auch die Fille betrachten, wo nicht an einer Stelle, 
sondern an m Stellen des Triigers Coincidenzen stattfinden, und zwar 
so, dass von den » Punkten- an der ersten Stelle i,, an der zweiten 
Stelle i,,----, an der m‘ Stelle ¢,, Punkte coincidiren. 

Wir bestimmen zuniichst in einem (k — 1)-stufigen Systeme von 
Punktgruppen die Zahl «, derjenigen Punktgruppen, welche von ihren 
n Punkten & in einem und demselben Punkte b vereinigen. 

Um die gesuchte Zahl & zu finden, wenden wir die Hauptformel 
(14) an. Das erste Symbol ihrer rechten Seite, 6,;, enthalt / Sum- 
manden, welche in unserem Falle einander gleich werden, und von denen 
jeder die Bedingung giebt, dass von den n Punkten k — 1 versehiedene 
auf k — 1 gegebenen Ebenen liegen. Dieser Bedingung geben wir das 
Symbol »,~1. Der k'* Punkt kann nun jeder von den »n —k+1 
iibrigen Punkten sein. Daher wird aus f,_; in unserem Falle 

ke (n—k+ 1) *Ve—1- 

Analoges gilt von den iibrigen Symbolen 6. Bezeichnet nimlich iiber- 
haupt y; die Bedingung, dass von den n Punkten i verschiedene auf i 
gegebenen Ebenen liegen, so wird immer: 

24) Bj =k, - (n — 0) (mn —i— 1) (mn —t — 2)---- (mn —hk+1)-, 
weil nach Aussonderung von 7 Punkten durch y; als (i + 1)-ter jeder 
der (n — 7%) sonstigen Punkte, als (¢ + 2)-ter jeder der m —i— 1. 
dann noch tibrig gelassenen Punkte, u. s. w. gelten kann. Folglich 
bestimmt sich die gesuchte Zahl ¢ durch die Formel: . 


(25) && =k, -(n—k+-1)+ y%-1 kh, - (n—k+2)(n—k+1).yx—og 


bh: (n—k-++-3)(n—k-4-2)(n—k-+1) - Yx—aGp- 
Speciell ist fiir k = 4: 


&,=4 (n—3) 73—6 (n— 2) (n —3) yg +4 (m—1) (n—2) (n—3) 7, H- 
Ebenso ergeben sich die Formeln fiir ge, gpé, Jefe, Jstey Gee, b&, 
b?,, b's, aus den Formeln (15) bis (22). 


Es wird hinreichen, beispielsweise die Formel fiir be hier an- 
zufiihren : 
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ag) b= Mm — hy (wm — b+ 2) (n —k+ 1) rre—2ge 

+k, -(n —k+ 3) (w—k + 2) (n—k+ 1) %-s9s- 
Wir gehen zu den Fiillen iiber, wo an’ mehr als einer Stelle des Tragers 
der Punktgruppe Coincidenzen stattfinden sollen. 





Der Einfachheit wegen nehmen wir zuniichst an, dass die Punkte 
der Gruppe verschiedene Symbole haben, und dass ¢,, ¢,, ¢, an einer 
Stelle, ¢, und ¢, an einer andern Stelle des Tragers coincidiren sollen. 
Dann hat man, ihnlich wie bei (9), fiir die Zahl der Punktgruppen, 
bei denen ausser ¢,, ¢,, ¢, auch noeh ¢, und ¢, coincidiren sollen, 
die Formel: 

E50, + & 6, — €9- 
Nun ist aber: 


Es = C1 Cy + C1 C3 + Cy¢3 — Ye, — JC, — JC + Dp- 
Folglich ist die gesuchte Zahl gleich dem symbolischen Produete : 


(Cy Cy +, C3 + €2¢; — Jey — Jey — 903 + Ip) (4 + — 9) 

oder gleich: 
Cy Cg Cy CC, C2 €3C, fC, CQ€, $F CyCg6, + gC; C, 
— GJlCplg A Cy ey Oy ey + Ce, + Cg eg + Cy€, + C2, + Cyey + C365) 
+ Ip (Cy + lg + ly + Cy + 65) + Gel) + C2 + €5) — gs: 

Also allgemein: 

Um eine Formel fiir die Zahl éix ig ig +++ in 
eimes (ti, + tg + i, + ----+ i, — m)-stufigen Systems zu finden, bei denen 
sowohl gewisse i, Punkte, wie auch gewisse andere i, Punkte,--+-, wie 
auch gewisse i, Punkte coincidiren, stelle man nach Formel (14) die 
Ausdriicke fiir die m einzelnen Coincidenzen auf, und multiplicire die so 
erhaltenen m Ausdriicke mit einander. 

Sind die » Punkte der Gruppe von gleicher Definition, so hat man 
Formel (25) anzuwenden, und die Coefficienten von y richtig zu be- 
stimmen. Ist z. B. die Zahl ¢,; derjenigen Punktgruppen eines (k++ 1—2)- 
stufigen Systems zu bestimmen, bei denen von den » Punkten der 
Gruppe & Punkte an irgend einer Stelle coincidiren, wihrend zugleich 
t Punkte an einer andern Stelle coincidiren, so hat man zu beachten, 
dass als Factor von 7;,4,~2 jetzt 


(n —k—1+ 2)-(n—K—1+1) 
erscheint, weil als (k + 1 — 1) Punkt jeder der » —k —1+ 2 
iibrigen Punkte, und als (k + 1)" Punkt jeder der dann noch vor- 
handenen » —k—1-+ 1 Punkte erscheint. Analoges gilt fiir die 
Factoren von yr4i:—s, Yi-+1—4, Ye+1—5) Ye+i—6- So resultirt schliess- 
lich folgende Formel fiir &;: 


derjenigen Punktgruppen 








(27) 


— 


= 


— 


s 
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(27) = (m —kK—1+4+ 1) (n—k —14 2)- [ky + 1, - peqie 
— (hy +l +, + 1) (n —k—14 3) pe4i-3 9 
+ (ky -ty hy ly ky ly) (m9 —k—1+3) (mn —k—1+-4) yer i—a gp 
+ k,-l,-(n — Mae Sie 5 + 4) veri—4 Ge 
— (Ky: ly + hy) (m—k 1-43) (w— k —14-4)-(n kT 5) png sss 
+ k,-l,(n—k—I+-3) (n—k—I+-4) mre 1+) (n— k —14-6) ypyi6 GI. 
Hieraus wird ersichtlich sein, wie sich die Formeln fiir Punktgruppen 
mit mehr als 2 Coincidenzstellen gestalten. 

Mit Riicksicht auf die in § 4. folgende Anwendung zur directen 
Berechnung gewisser Singularitiiten-Zahlen der Fliche n't Ordnung, 
geben wir hier alle Formeln an, welche fiir ein vierstufiges System von 
Punktgruppen die Zahl derjenigen singuldéren Punktgruppen bestimmen, 
bei denen an einer oder mehr Stellen zwei oder mehr Punkte coincidiren. 
(28) «, = (n — 4) [5,-y, — 5, aa (n'— 3) (n — 2) yogp], 

(29) &,.==(m —5)(m — 4)[4, +2, -y, — (4,-2, +4, -2,)("—3) yng 
+ (45-2, + 45-2.) (m — 3) * — 2) ¥29p + 4,°2,(n — 3) (n — 2)yog 
— 4-2, (n — 3) (n — 2) (n— 1) 7, -H), 
(30) 2! &,—=(m—5) (m — 4) [3, -3y -vy —(3,-3,; +3, -3,) (m—3) 749 
+ (33°38, +32 °3,+3, -33)(m—3)(m—2) Jp +3, +3, (n—3)(N—2) yg 
— (33-3, -+3,-35) (n —3)(m — 2)(n—1) 7195 
+3, -3,-(n—3)(n—2)(n—1)-n-G], 
(31) 2! &.—=(n—6) (n—5) (mn —4)-[3,-2,.2) 74 — (82-2,-2,4+3,-2,-2, 
+3,-2;-2,)(n—3) 759 
+ (33:2, -2, +3,-2,-2,-+-3,-2,-2, +3, -2,-2,) (m— 3) (n —2) rg 
+ (By+2;+2.4-3,-2y+2, +3, +2, +25) (m—3) (nm — 2) 72G¢ 
—-(3,-2,-2,-+3,-2,-2,+-2-3,-2,-2,)(m — 3)(m —2)(n —1) 7,9. 
+ 3,+2,-2,-(n—3)(m—2)(n—1)-nG}. 
Bei der Puiu fiir 95, welche aus der Multiplication von vier Corre- 
spondenzformeln hervorgeht, fassen wir die Summen der Producte der 
Binomialcoefficienten in geeigneter Weise zusammen, und erhalten: 
(32) 41 eaana—=(—7)(n—6)(n—5)(n —4) 24-7, —4,-2"(0—3) 759 
+4, -2?(m — 3) (n—2) ¥2 (9p +9) 
— 4-2! (n—3) (n —2)(n—1)7, - (29s) 
+4, -2°(m — 3) (n— 2) (mn —1)-n-(2G)}. 
Der Factor 4! vor & 95, in (32) erklirt sich dadurch, dass jede der 
vier Coincidenzstellen zwei Punkte der Punktgruppe vereinigt. Ana- 
loges gilt von dem Factor 2! bei (30) und (31). 
Die Formeln (28) bis (32) liefern die Zahlen fiir die singuliren 
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Punktgruppen eines vierstufigen Systems als Functionen von nur sechs 
auf die allgemeine Punktgruppe beziiglichen Zahlen, niimlich von: 


49 ¥3I> V2Iv> V2Ger Vi1G9s» G, 
welche wir als die Stammzahlen des vierstufigen Systems bezeichnen 
wollen. 

Analog der eben gegebenen Ableitung fiir vierstufige Systeme ist 
die Ableitung der Coincidenzzahlen fiir Systeme von niederer und von 
hdherer Stufe, sowie die Ableitung der Zahlen fiir singulire Punkt- 
gruppen, die noch Grundbedingungen des Triigers oder der Coincidenz- 
stelle erfiillen. Immer erhilt man die gesuchten Zahlen schliessiich 
als Functionen von nur 6 Stammzahlen. Diese sind bei einem istufigen 
Systeme : 

Vir Vi-1Jy Vi-29p» Vi-2Gey Vi-8Js» FiaG. 

Es liegt nahe, die Probleme, welche oben fiir Gruppen von m in 
gerader Linie befindlichen Punkten gelést sind, auf Gruppen von Punkten 
zu tibertragen, welche beliebige Lage zu einander in einer Ebene oder 
im Raume haben. Setzen wir ein System von Gruppen voraus, deren 
jede m in beliebiger Lage befindliche Punkte ¢ enthilt, und betrachten 
wir solche Punktgruppen des Systems, bei denen von den » Punkten 
k coincidiren. -Dann bemerken wir, dass eine solche Coincidenz jetzt 
in mannigfacher |Weise stattfinden kann, je nachdem nimlich auch 
Verbindungsgeraden zweier Punkte oder Verbindungsebenen dreier Punkte 
coincidiren sollen oder nicht. Z. B. sind Coincidenzen denkbar, bei 
k(k—1) 

2 


denen die Verbindungsgeraden der & coincidirenden Punkte 


miglichst freie Lage zu einander haben, und auch solche, bei denen 
eine einzige Gerade als Verbindungsgerade je zweier der k coincidiren- 
den Punkte aufzufassen ist. Damit ein System Punktgruppen der 
letzterwihnten Art enthalte, ist néthig, dass die Stufe des Systems 
< 3k — 5 sei. Es lisst sich aber dann «¢ allein durch Grundbedingungen 
der allgemeinen Punktgruppe nicht ausdriicken. Dasselbe gilt von den 
singuliren Punktgruppen mit andersgearteten Coincidenzen. Betrach- 
ten wir, der Einfachheit wegen, ein einstufiges System von Dreiecken, 
d. h. von Punktgruppen mit je 3 Punkten c. c¢ bezeichne zugleich, 
dass eine Ecke des Dreiecks auf einer gegebenen Ebene liege, g, dass 
eine Seite eine gegebene Gerade schneide, w, dass die Ebene des Dreiecks 
durch einen gegebenen Punkt gehe. Dann driickt nach der Punkte- 
paar-Formel erster Dimension 
4c— 2g 

die Zahl aller hinlinglich oft gerechneten Punktgruppen aus, bei denen 
zwei der drei Ecken des Dreiecks coincidiren. Von derartigen singu- 
laren Punktgruppen giebt es aber schon gwei verschiedene Arten, 
namlich: 
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1) soleche, bei denen zwei Ecken coincidiren, die dritte Ecke von 
der Coincidenzstelle verschieden ist, und zwar so, dass sie nicht 
auf der Verbindungsgeraden der coincidirenden Ecken liegt; 

2) solche, bei denen alle drei Ecken coincidiren, die drei Seiten 
aber drei verschiedene, von der Coincidenzstelle ausgehende 
Strahlen sind. 

Die erstgenannte Ausartung des Dreiecks entspricht sich selbst 
dualistisch , der zweitgenannten entspricht dualistisch eine dritte Aus- 
artung des Dreiecks. 

Geht man nun weiter zu zwei- und dreistufigen Systemen, so sieht 
man, dass es nie gelingt, durch die aus ¢, g, uw zusammengesetzten Be- 
dingungen eine Zahl auszudriicken, welche sich auf nur eine Sorte von 
Ausartungen bezieht. 

Analog ist es bei ebenen und riiumlichen »Ecken. 


§ 3. 
Anwendungen der Formeln fiir Punktgruppen. 


Durch die Formeln (28) bis (32) habe ich die Anzahlen gewisser 
singulirer Punktgruppen eines allgemeinen vierstufigen Systems von 
Punktgruppen als Functionen der 6 Stammzahlen 


Y4> %3G9> Y2Ger Y2Iv1 Vis, & 

dieses Systems dargestellt. Damit sind gewissermassen Singularitiiten 
eines Gebildes behandelt, von welchem die allgemeine Punktfliche F, 
ein sehr specieller Fall ist. Eine solche erzeugt nimlich durch ihre 
nm Schnittpunkte auf jeder der oot Geraden des Raumes eine Punkt- 
gruppe von ” Punkten, und das so gebildete vierstufige System von 
Punktgruppen hat die schon oben erwiihnte besondere Eigenschaft, dass 
seine oct Punkte nur co* Punkte sind, von denen jeder oo? mal einer 
Punktgruppe angehdrt. Bei dem Interesse, welches die Algebraiker 
der allgemeinen Punktfliiche zuwenden, wird es wiinschenswerth er- 
scheinen, die Formeln (28) bis (32) fiir dieses speciellere System zu 
particularisiren. Man erhilt dann die vom Verfasser in den Beitr. § 27 
und in den Gdtt, Nachr. (Februar 1876) berechneten Zahlen fiir die 
von Salmon in seiner Raumgeometrie (Salmon-Fiedler, II, Th. 
II. Aufl. Artikel 462) mit den Zeichen 


B, v, 9, 8, § 
eingefiihrten 5 Singularitiiten der F,. 
Wir haben daher die 6 Stammzahlen fiir das speciellere System 
zu berechnen, und die erhaltenen Werthe in die Formeln (28) bis (32) 
einzusetzen. Ist die Fliche F,,, wie wir hier voraussetzen, punkt-all- 
gemein, so sind die 6 Stammzahlen Functionen von » allein, und leicht 
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mit Hilfe eimer allgemeinen Stammformel durch n auszudriicken. Be- 
zeichnet fiir ein einstufiges System, welches dem durch die FP, erzeug- 
ten vierstufigen Systeme von Punktgruppen angehért, 
e die Bedingung, dass einer der » Punkte einer Gruppe auf 
einer gegebenen Ebene liegt, 
g, wie immer, die Bedingung, dass der Triiger eine gegebene 
Gerade schneidet, 
so ist immer: . 
(33) n-g=C, 
weil die Regelfiiiche der Triiger der co' Punktgruppen die F’, in einer 
Curve von der Ordnung n -g schneidet. Wir bezeichnen nun mit 
c k, l, m, 
die Bedingung, dass von den » Punkten der Punktgruppe einer auf i 
gegebenen Ebene, ein zweiter auf k, ein dritter auf /, ein vierter auf 
m gegebenen Ebenen liegt. Dann ist selbstverstiindlich: 
(34) Ccbbh ae FLEE 4 ghk +t, 
Hf cbbitt, 4 Gibb1,*) 
Ferner folgt aus der Definition der F’, als eines zweistufigen Punkt- 
systems, das auf jeder Geraden »Punkte besitzt: 
(35) G=1; ey =0; eg =n; 
Og=—=0; c=; c® = n?, 
Desshalb ergiebt sich bei Benutzung der Stammformel (33) nach 
und nach: 
(36) cg, =n-9g,=nG=—n; 
(37) ebbg. —n-chg,— eg. =n —0 =n’; 
(38) ebtg,=n-chg,— cg, =n? — n;**) 
Ahg =n- (ge + gp) —Og=—n—O0=— 2; 
Ob =<=n-Og —-hH=—0; 
(39) chbbb gan. chbg? — 2. &1g = 2n3— n® — 2n? = 2n® — 3n?**); 
At <= n- hg — &b— &% = 0} — nn’; 
(40) cbbbt a m-ebbhg — 3. cbt = 2nt — 3n® — 3 (n> — n?) 
= 2n' — 6n* + 3n?.™) 
Die in den Formeln (36), (37), (38), (39), (40) berechneten Zahlen 
G, chg,, Cohg,, chhg,, cbb'g, cob sind beziiglich die gesuchten 6 
Stammzahlen G, 7,9:, ¥29p) Y2Jer ¥39> Ys» Man erhiilt daher: 


*) Man vergleiche das analoge Verfahren in § 11. meiner Beitr., pag. 38. 
**) Diese Formeln habe ich auch in meinen ,,‘langentensingularitiiten der 
F“ (Math. Ann. Bd. XI, pag. 323) angefiihrt, und zwar in den Nr, 5, 6, 7. 
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Y¥, = 2nt — 6n3 + 3n?, 
(n — 3) yg = 2n* — On? + 9n?, 
(n — 2) (n — 3) Yogp = nt — Gn 4+ 11m? — 6n, 
(n — 2)(n—3)y.9-—= nt — 5n5+ 6n?, 

(m — 1) (n — 2) (n— 3) 7,9, = n*— 6n* + 11n? — 6n, 

n(n — 1) (n—2)@—3)G=— n*— 6n® + 11n? — 6n. 
Durch Einsetzung dieser Werthe in die Formeln (28) bis (32) erhialt 
man die schon friiher von mir abgeleiteten Salmon’schen Singulari- 
tiiten-Zahlen direct, nimlich: 

Eine Fliche n' Ordnung besitzt: 

(41) 5n (n — 4) (7m — 12) 

fiinfpunktig beriihrende Tangenten, 

(42) 2n (n — 4) (n — 5) (mn + 6) (3n — 5) 
vier-zweipunktig beriihrende Tangenten, 

(43) n(n — 4) (n — 5) (n® + 3n? + 29n — 60) 
drei-dreipunktig beriihrende Tangenten , 

(44) in (nm — 4) (n — 5) (n — 6) (n> + 9n? + 20n — 60) 
drei-zwei-zweipunktig beriihrende Tangenten, 

(45) syn (n — 4) (n — 5) (mn — 6) (nm — 7) (m® + 6n? + Tn — 30) 
an vier Stellen zweipunktig beriihrende Tangenten. *) 

In thnlicher Weise ergeben sich direct aus den 6 Stammzahlen, 
und damit aus der Definition der F,, die schon linger bekannten 
Zahlen fiir die in mehrstufiger Mannigfaltigkeit auf der F, vorhandenen 
Singularitiiten, z, B. die Ordnung der Curve der Beriihrungspunkte der 
dreifachen Tangenten. 

Es liegt nahe, die eben gelésten Probleme dahin auszudehnen, dass 
man statt der F, ein astufiges System von Flichen n‘* Ordnung be- 
handelt, indem man dieses als ein specielles (4 + a)stufiges System 
von Punktgruppen auffasst. Die 6 Stammzahlen desselben: 

Vata, Y3+a9, Y24aGp) Y2+aGe, YitaGs, YaG 
hangen dann von gewissen Charakteristiken des Flachensystems ab. 
Unsere Formeln liefern dann z. B. die Zahl der Flaichen mit (5 + a)- 
punktig beriihrenden Tangenten, die Zahl der Flachen mit (4 + a)- 
fachen Tangenten, die Ordnung der Curve der Beriihrungspunkte 
aller méglichen (3 + a)-fachen Tangenten, etc. Diese Zahlen wer- 
den Reductionen erfahren, sobald das vorausgesetzte a stufige I'lichen- 


*) In der Liniengeometrie entsprechen diesen Zahlen gewisse auf den Com- 
plex ne" Grades beziigliche, welche in der folgenden Abhandlung (pag. 202) ab- 
geleitet sind. 
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system gewisse Ausartungen enthiilt, gerade so wie die oben in (41) 
bis (45) mitgetheilten Zahlen Reductionen erleiden, sobald die F,, eine 
Doppeleurve, Riickkehreurve etc. besitzt. Abgesehen von der durch 
die Beriicksichtigung der Ausartungen etwa entstehenden Schwierig- 
keit, handelt es sich also bei der Lisung dieser auf Systeme von F'liichen 
beziiglichen Probleme wesentlich um die Bestimmung der 6 Stamm- 
zahlen. Mit solchen Problemen hat sich der Verfasser bis jetzt noch 
nicht beschiaftigt, wohl aber mit den einfachsten von den auf Curven- 
systeme beziiglichen, analogen Problemen. Auf diese gehen wir 
jetzt ein. 

Zuniichst finden wir aus Formel (25) fir k—=3 die Zahl der 
Stellen einer Plancurve n'* Ordnung, in denen eine Gerade in drei 
coincidirenden Punkten schneiden kann, gleich 

3n? (n — 2) — 3n (nm — 1) (n — 2) = 3n (nm — 2), 
da y, =”, 7. =n? wird, Diese Stellen sind bei der punkt-allgemeinen 
Curve nur die x’ Wendepunkte. Bei der beliebigen Curve treten noch 
die 8 Doppelpunkte und die x Spitzen hinzu. Wir entnehmen den 
Pliickerschen Formeln, dass jede Doppelpunktstangente dreimal, jede 
Riickkehrtangente achtmal als Gerade zihlt, die in drei coincidirenden 
Punkten schneidet, indem ja: 


(46) 3n (mn — 2) =x’ +2-3-0+8-x 


ist. Wir gehen weiter zu einstufigen und zweistufigen Systemen von 
Planeurven. Es bezeichne: 


u die Bedingung, dass eine Plancurve ihre Ebene durch einen 
gegebenen Punkt schicke; 

v, dass sie eine gegebene Gerade schneide; 

@, dass sie eine gegebene Ebene beriihre; 

P die zweifache Bedingung, dass sie durch einen gegebenen 
Punkt gehe; 

Ww, p,q, dass sie beziiglich eine ihrer Wendetangenten, Doppel- 
punktstangenten, Riickkehrtangenten durch eine gegebene 
Gerade schicke; 

v, b, ce, dass sie beziiglich einen ihrer Wendepunkte, Doppel- 
punkte, Riickkehrpunkte in eine gegebene Ebene werfe; 
We, Pe, Ye die zweifachen Bedingungen, dass sie beziiglich eine 

ihrer Wendetangenten, Doppelpunktstangenten, Riickkehr- 
tangenten in eine gegebene Ebene werfe. 

Jede Plancurve n'* Ordnung erzeugt durch ihre » Schnittpunkte 
mit jeder in ihrer Ebene gelegenen Geraden eine Punktgruppe. Also 
erzeugt ein einstufiges System von Plancurven ein dreistufiges System von 
Punktgruppen; und auf dieses wollen wir die mit g multiplicirte Formel 








ann inti 0 Loa, 2 C2. ae 
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(25) und die Formel (26) anwenden. Dann haben wir 5 Stammzablen 
zu berechnen, nimlich: 


V39 YoI> Viger Vins Js- 
Fiir g, haben wir w zu setzen, weil durch den Scheitel des Strahl- 
biischels von g, w Curven des Systems gehen, deren jede auf der Ebene 
des Strahlbiischels eine Punktgruppe liefert. Ebenso ergiebt sich leicht 


VW19p = %-BS V119e—=:- 
Um y,g zu finden, legen wir die Gerade der Bedingung g in die erste 
der beiden durch y, gegebenen Ebenen, und finden so durch das 
Princip von der Erhaltung der Anzahl: 


Yog =v-n+v(m— 1) =v (2n — 1). 

Um y, zu bestimmen, zeichnen wir eine der drei durch y, gegebenen 
Ebenen vor den beiden andern aus. Auf ihr liefert jede Curve des 
Systems » Schnittpunkte und n? andere Punkte, deren jeder Schnitt- 
punkt der Verbindungsgeraden von zwei Curvenpunkten ist, die auf 
den beiden anderen Ebenen liegen. So entsteht auf der ausgezeichneten 
Ebene ein einstufiges System von Punktepaaren, auf welches wir die 
Kormel 1) anwenden. Dann kommt fiir die Zahl der Coincidenzen: 


yn? + (gy) n—w-n, 
Die Coincidenzen werden aber nicht bloss von den y, gesuchten Punkt- 


‘ gruppen, sondern auch von den 2-v-m Punktgruppen gebildet, die 


von den Schnittgeraden der ausgezeichneten Ebene mit den beiden 
andern Ebenen herriihren. Also ist: 

vy, =v-(2Qn—1)-n+v-n? —u-n'—2v-n 
= 3v- (n?—n) —w-n, 

Die Werthe der nunmehr bestimmten 5 Stammzahlen setzen wir 
in die mit g multiplicirte Formel (25) und in die Formel (26) ein. 
Dann kommt: 

£,9 = 3v (2n — 1) (n — 2) — 3v (w — 1) (n 2) 
—3u-n(nm — 1) (n — 2) + u- n(n — 1) (n — 2) 
= 3v-n(n — 2) — 2u-n(n — 1) (n — 2) 
é,b = Gv (n — 1) — w-n (Bn — 2). 
Die Coefficienten 1, 3, 8 in Formel (46) lehren, dass das Symbol «9 
einmal durch jede Curve erfiillt wird, die eine Wendetangente, dreimal 
durch jede, welche eine Doppelpunktstangente, achtmal durch jede, 
welche eine Riickkehrtangente durch eine gegebene Gerade schickt. 
Analoges findet fiir «,b statt. Ausserdem aber kénnen diese Symbole 
auch durch gewisse ausgeartete Curven des Systems erfiillt werden. 
Die unbekannte Zahl solcher hinlainglich oft gerechneten Ausartungen 
13* 
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sei X resp. X’. Dann geben die obigen Formeln fiir ¢,g und ¢,b die 
Gleichungen: 

(47) 3v- n(n — 2) —2u- n(n — 1) (n— 2) = w+ 3p+ 8q4 X, 
(48) 6yv(m—1)—p-n(3n — 2) —0+4+2-3-b4 8ce+4 X’. 

Der Verfasser hat die Formeln (47) und (48) namentlich auf die 
von ihm eingehend studirten*) Systeme von cubischen Plancurven mit 
Spitze angewandt. Die elementaren Systeme. solcher Curven kénnen 
nur eine Ausartung 6 besitzen, deren Punkte einen Kegelschnitt und 
eine ihn beriihrende Gerade bilden. Fiir solche Systeme kann man 
leicht die Formeln (47) und (48) verificiren, da fiir sie: 

w= 4 (49 — »); q=% (Tv — 9 — 9u); 
v= (Te —v— 3p); c=} (4v — 9 — 6u);™*) 
und die Anzahl der Ausartungen 6 gleich 
+ (v + @ — 3u)**) 
ist. Man findet dabei, dass jede Curve o das Symbol «,b dreimal, das 
Symbol «,g gar nicht erfiillt. 

Um fiir ein zweistufiges System von Plancurven «,g, zu berechnen, 

hat man die Stammzahlen y,g, und y,g, zu bestimmen. Man findet 


V2Je= Vv — Ps 19. = EV. 
Setzt man noch 


P=pv—n-w’ (Beitr. pag. 33, letzte Zeile), 
so erhalt man: 
(49) &,9. = 3 (n — 2) (v? — wv + n- we?) — 3uv(n — 1) (n— 2) 
= 3 (n — 2) v? — 3n (mn — 2) uv + 3n (mn — 2) w? 
= w, + 3p. + 84+ X”, 
WO We, Pey Ye Oben definirt sind, und X” wieder von den im Systeme 
vorhandenen Ausartungen abhingt. 


§ 4, 
Coincidenz von k Strahlen eines Strahlbiischels. 


Wir behandeln jetzt die Strahlengruppe analog wie in § 1. und 
§ 2. die Punktgruppe. Die Strahlengruppe ist ein Gebilde, welches 
aus m einem und demselben Strahlbiischel angehérigen Strahlen besteht. 
Der Scheitel des Strahlbiischels heisse ¢, seine Ebene mw, und die n 
ihm incidenten Strahlen 


Dir Jo» Isr****s In: 
Demgemiss (Beitr. pag. 19 oben) bezeichnet auch: 





*) Man vergleiche des Verfassers Mittheilung in den Gétt. Nachr. Mai 1875. 
**) Ebenda, pag. 380 u. 381. 
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1) w*c® die Bedingung, dass die Strahlengruppe ihre Ebene durch 
a gegebene Punkte schickt, und zugleich ihren Scheitel auf 6 
gegebenen Ebenen hat; 

2) Gir Jier Jip» Gis nd G; beziiglich die Bedingungen, dass die 

Strahlengruppe ihren Strahl g, beziiglich durch eine gegebene 

Gerade, in eine gegebene Ebene, durch einen gegebenen Punkt, 

in einen gegebenen Strahlbiischel schickt, und als gegeben 

besitzt ; 

das Product mehrerer dieser Bedingungssymbole, dass die Strahlen- 
gruppe die von diesen Symbolen dargestellten Bedingungen zu- 
gleich erfiillt; z. B. w? cg;. bedeutet die fiinffache zusammengesetzte 
Bedingung, dass die Ebene der Strahlengruppe durch eine ge- 
gebene Gerade gehen soll, der Scheitel in einer gegebenen Ebene, 
und auch der Strahl g; in einer gegebenen Ebene liegen soll. 

Da jeder Strahl g; sowohl dem Scheitel c, wie auch der Ebene u 

incident ist, so bestehen zwischen den Grundbedingungen von g; und 

von ¢, resp. von g; und von w die auf dem Princip von der Erhaltung 

der Anzahl] beruhenden Gleichungen (Beitr. § 9, I u. Il): 


3 


— 


(50) CH = Get, 
(51), Gi = Jip +e. 
Aus ihnen folgt, wie dort, durch symbolische Multiplication: 
(52) ecg = Gist w+ pe 
= Fie + c Tt ure, 
(53) (uc — w*) gi = (we? — c*) gi 


=G6,+ we+ pi =G6,+4+ we. 
Wir bezeichnen nun, analog wie in § 1., mit ¢; diejenige speciellere 
Strahlengruppe, bei welcher die ¢ Strahlen: 


ir Jor Isr * +s Gi 

des Strahlbiischels (uw, c) in dem Coincidenzstrahle h; unendlich nahe 
liegen. Dann bezeichnet, nach den Grundregeln meiner Symbolik, 
z. B. &ihsZa, WO 2q eine der Strahlengruppe auterlegte a-faché Bedingung 
bedeutet, die Zahl derjenigen speciellen Strahlengruppen eines (i—1+-3++-a)- 
stufigen Systems, welche ihre Strahlen g,, g,,--+--g; in einem und 
demselben Strahle h vereinigen, diesen Coincidenzstrahl einem gegebenen 
Strahlbiischel zuschicken, und dabei die Bedingung z, erfiillen. Jede 
solche Strahlengruppe ¢; nennen wir singuldér. Da im Strahle h eines ¢ 
die ¢ Strahlen g,, go, -- + gi veremnigt liegen, so ist selbstverstindlich: 
(54) h& = Gy & = Jaki = Jui = +++ + = Hi. 

Nach der unmittelbar aus dem Chasles’schen Correspondenz- 
principe fliessenden Formel erster Dimension fiir Paare sich schneiden- 
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der Strahlen, erhalt man fiir-die Zahl solcher singulirer Strahlengruppen, 
bei denen die Strahlen g; und g,, coincidiren, den Ausdruck: 
Ji + Im — b—e. 
Speciell ist: 
9 + 9.—"H—e=&. 
Wiederholen wir nun die Ueberlegung, welche uns in § 1. durch 
Formel (9) und (10) zu Formel (11) fiihrte, so bekommen wir: 


(55) &=(i+92—#—€) (TF Is—U—€) (G1 HIs—U—¢) - +++ (GGA). 
Um aus dieser Formel, in welcher noch g, als bevorzugt erscheint, 


eine in den g symmetrische Formel zu erhalten, entwickeln wir die 
rechte Seite nach steigenden Potenzen von 


agers cia 

und erhalten: 
(56) &e = Oe—1 + Oa + (GY, — H— ¢) + o-3- (9, — BH — CP? 

Fee +a — a —e)', 
wo jetzt: 

G=1; &—PtIstAte +H 

und iiberhaupt «; gleich der Summe der simmtlichen (k — 1); Producte 
von je é verschiedenen der k — 1 Symbole g,, 93, g,, - + - - gi bedeutet. 
Wir beachten nun, dass wegen der Formein (50), (51), (52), (53) fiir 
die Potenzen von g, — u — ¢ Folgendes gesetzt werden kann: 


(gg, —e—ceP?=—g,(u+c) —2pe, 
Q—e—c = 2g,He— 2(W'e — p'), 
(1. — » — €)' = — 2g, (we — p"), 

(9, -—-u—ec”"= 0 firm> 4. 


Dadurch wird aus Formel (56): 


(57) & = (@e—1 + Gy + %e—2) — (M+ €)(Ox—2 + 9, %-s) 

+ 2mc(@e—s + 9, %%—4) — 2(u?e — m*) (@x_a + 9, 04—5). 
Nun ist aber jeder der 4 Ausdriicke 

O@; + gi %—1 

die Summe aller moglichen Producte von je i verschiedenen der k Symbole 
i> Jo> Jg>**** Ge. Schreiben wir fiir diese Summe B;, so erhalten wir 
die gesuchte Hauptformel: 
(58) = Br—1 — (uw + €) Bea + 2ucBr_s — 2(u?c — m5) Be_a. 
Speciell ergiebt sich fiir die Zahl «, derjenigen singuliren Strahlen- 


gruppen eines dreistufigen Systems, auf denen die 4 Strahlen g,, g,, 95, 9; 
coincidiren : 













ir 


ile 
Da 
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(59) & = (G1 9293 + 919291 +-91.9391 + 92939) 


— (4+ ¢) (92 + 9s + 9:94 + I2Is + 9294 + 9391) 
+ 26 (9, + 92 + Is + 91) — 2(wW?e — w*). 
Durch die Multiplication der Formel (58) mit den Grundbedingungen 
wc; mw, we, os we, wre, we?, oF; wie, wrc?, wor; wre? 
des die Strahlengruppe tragenden Strahlbiischels erhalten wir die den 
Formeln (15) bis (19) analogen Formeln. Von diesen erwihnen wir 
beispielswiese: 
(60) ewc = wep — (we + we?) Br_a + 2w?c?Br_s — 2%? Bi_4. 
Wir suchen jetzt eine Formel fiir he,, d. h. fiir den Grad der 
Regelfliche der Coincidenzstrahlen aller derjenigen singuliren Gruppen 
eines k-stufigen Systems von Strahlengruppen, auf welchen die k Strahlen 
91> 92) **** Ge coincidiren. Um eine soleche Formel zu finden, kénnen 
wir die Formel (58) mit jeder der k Bedingungen g,, g,, - - - gx multi- 
pliciren, und erhalten ber hiureichender Benutzung der fundamentalen 
Formeln zwischen den Grundbedingungen incidenter Hauptelemente 
(50) bis (53), jedesmal ein und dieselbe symmetrische. ¥ormel, namlich: 


(61) eh = By — (Ww? + c*)Br_2 + 2(u> + we’) Br_-s — 2u?c?Br_a, 
wo wieder #; die Summe aller méglichen k; Producte von je i ver- 
schiedenen der k Symbole g,, 92, - ++ gx bedeutet. Speciell ist fiir k—4: 


(62) Es h=Gy929395 — (H+) (G92 FIIs FIIs FIIs + I291 FIIs) 
+2(u3 + we®) (9; +92 +93 +91) —2UC. 
Aus den Formeln (58) und (62) kanu man wegen der auf h ange- 
wandten Formeln (50) bis (53), die Ausdriicke fiir 
Ely, Exle, Eels, &H 
durch blosse symbolische Multiplicationen mit den Grundbedingungen ‘ 
des Strahlbiischels erhalten. So bekommt man z. B. fiir eh, wegen 
&hs = & woh — &u*® — euc? 

die folgende Formel: 
(63) éxhs = wep, — (w> + we?) Be_1 + we? Bre. 

Die Formeln (58) und (62) entsprechen dualistisch sich selbst. Der 
in (58) vorkommende, scheinbar undualistische Ausdruck 


2 3 
wre — wu 

ist nimlich gleich dem ihm dualistisch entsprechenden 
uc? ae e, 


indem jeder dieser beiden Ausdriicke die Bedingung ausdriickt, dass 
die Ebene des Strahlbiischels durch eine gegebene Gerade geht, auf 
welcher zugleich sein Scheitel liegt. (Beitr. pag. 35, erste Zeile). 
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Ebenso ist der in (62) vorkommende Ausdruck u* + we? gleich dem ihm 

dualistisch entsprechenden. 

Wir gehen nun zu den strahlgeometrischen Problemen iiber, welche 
den in § 2. gelésten analog sind. Wir haben also eine Gruppe von » 
in einem Strahlbiischel (u,c) liegenden Strahlen g mit gemeinsamer 
Definition vorauszusetzen. Ein von einer solchen Gruppe erzeugtes 
(k — 1)-stufiges System enthilt eine endliche Anzahl « von singuliiren 
Gruppen, deren jede von ihren » Strahlen & in ein und demselben 
Strahle h vereinigt. Um diese Zahl « zu finden, wenden wir die all- 
gemeine Formel (58) an. Wir haben dann zu untersuchen, was in 
unserem Falle aus den Gliedern von der Form £; wird. Jedes #; ent- 
halt jetzt k; gleiche Summanden, deren jeder die Bedingung y; bezeich- 
net, dass von den n Strahlen i verschiedene i gegebene Gerade schneiden. 
y; sondert aber dann von den » Strahlen i heraus, so dass nun als 
(é + 1) Strahl jeder der sonstigen » — i Strahlen aufgefasst werden 
kann, u. s. w. Endlich kann dann als %'*" Strahl jeder der zuletzt noch 
vorhandenen » — k-++ 1 Strahlen aufgefasst werden. Desshalb wird 
hier, wie in (24): 

(64) B; =k; -(n — i) (n —i— 1) (wn —i —2)----(n—Kk+1)-7%;. 

Setzt man mun die durch (64) gegebenen Werthe fiir 6; -1:, Bx—2, 
Bx—s, Be—s in Formel (58) ein, so erhalt man: 

(65) =k, -(n —k+1)y-1—k,-(n —k+2)(n—k+1)(u+e)ye-2 
+k,:(n—k-+3) (n—k+2)(n—k+-1)-2ucpy,_s 
—k,-(n—k+4)(n —k+-3) (n—k+ 2)(n—k-+1) -2(w?e —u) y—«. 

Analog ergiebt sich aus Formel (61): 

(66) h—=y,—ky-(n—k+2)(n—k-+ 1)(W+e) 2-2 
+hy-(n—k3)(n—k+2)(n—k-4 1)-2 (w+ we) ys 
—k,-(n—k+-4)(n — k+-3)(n —k+-2)(m —h-+ 1)2u?e?y,_ 4. 

Speciell giebt Formel (65) fiir k = 6, und Formel (66) fiir k = 5: 
(61) &4—6(n—5)y,—15(n—4)(n—5)(u-+0)7,+40(n—3) (n—4)(n—5) mers 

—30(n—2)(n—3)(m—4)(n—5)(u2e — u) 9, 
(68) s,h—=y,—10(n—3)(n—4)(u?-++c*)p, +-20(n—2)(n—3)(n—4)(u?-4-p0?)p, 
— 10(m—1) (n—2)(n—3)(n—4) pu? c*y,. 

Von den Formeln fiir &hp, &h., &h,, &H erwihnen wir die fiir 
&h,, welche aus (63) hervorgeht: 

(69) &h, = wey, — k,-(n —k + 1) (w+ we?) m1 

+ ky-(n — k + 2) (wn — Kk + 1) we? x, 2. 

Um endlich die Analoga der Formeln (27) bis (32) zu finden, 
miisste man die gewonnenen Formeln durch geeignete Multiplicationen 
mit einander verbinden. Man erhielte dann die Erledigung der Fille, 





ae of 2.) 2... oe — 
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‘ wo bei einer Strahlengruppe an mehreren Stellen Coincidenzen statt- 


finden. Die Coefficienten der Bedingungssymbole wiirden sich genau 
so wie bei den Punktgruppen’ (man vergleiche die Formeln (27), (29), 
(30), (31), (32)) aus den Binomialcoefficienten zusammensetzen. Die 
Bedingungssymbole selbst kénnen fiir die simmtlichen auf ein 7-stufiges 
System beziiglichen Anzahlen derartig singulirer Strahlgruppen, keine 
andern sein, als: 

Pi} Pim 1M, Yi-1€} Pia, Pir, Pie"; 

Yi-26*, yio?c, Piage®, Yi—20*; 

yi-sp ce, yi-su*e®, yi-swe; yiawre’; 
wo wieder jedes y,, die Bedingung bezeichnet, dass die Strahlengruppe 
von ihren » Strahlen m verschiedene durch m gegebene Gerade schickt. 
Die diesen Bedingungssymbolen zugehérigen 14 Zahlen sollen wieder 
die Stammzahlen des i-stufigen Systems von Strahlengruppen heissen. 
Sie repriisentiren tibrigens immer héchstens 12 von einander unabhingige. 
Ist das zu Grunde gelegte i-stufige System das durch einen Strahlen- 
complex n' Grades auf den oo Strahlbiischeln des Raums erzeugte, 
specielle fiinfstufige System, so lassen sich die 14 Stammzahlen leicht 
durch » ausdriicken, und liefern, in die eben besprochenen Formeln 
eingesetzt, Zahlen-Resultate fiir gewisse noch nicht studirte Singulari- 
ldten des allgemeinen Complexes ni” Grades. 

Diese Resultate entwickelt die folgende Abhandlung. 


Hamburg, Februar 1877, 











Singularititen des Complexes n'e" Grades. 
Von 


H. Scuusert in Hamburg. 


In einer Abhandlung iiber Tangentensingularititen der allgemeinen 
Punktflache F’, (Math. Ann. Bd. XI, pag. 323) habe ich gezeigt, dass 
allein aus der Definition der F, als einer Gesammtheit von oo? Punkten, 
die auf jeder Geraden » Punkte besitzt, mit Hilfe des Chasles’schen 
Correspondenzprincips oder seiner Umformungen*) alle Zahlen abge- 
leitet werden kéunen, welche sich auf die an einer oder mehr Stellen 
in zwei oder mehr Punkten beriihrenden Tangenten der F’, beziehen.**) 
Hier soll nun das Analoge fiir den Strahlencomplex n" Grades C, ge- 
zeigt werden. 

Der Complex C, besitzt niimlich, seiner Definition gemiiss, auf 
jedem der oo* Strahlbiischel des Raumes » Strahlen, ist also, wie schon 
in der , Abh. iiber Gruppen“ (§ 4.) hervorgehoben ist, als ein specielles 
fiinfstufiges System von Strahlengruppen anzusehen, wenn man unter 
Strahlengruppe ein Gebilde versteht, das aus » einem Strahlbiischel 
angehdrigen Strahlen besteht. Wir sagen nun, dass ein Strahlbiischel 
den Complex in dem Coincidenzstrahle h; i-strahlig beriihrt, wenn von 
den » dem Strahlbiischel und dem Complexe gemeinsamen Strahlen 7 
Strahlen in h; vereinigt liegen. Demgemiiss lassen sich die hier gelésten 
Probleme aussprechen , wie folgt: 

Es werden alle Zahlen bestimmt, welche sich beziehen auf die den 
Complex in einem oder mehr Beriihrungsstrahlen zwei- oder mehrstrahlig 


*) Wegen der Umformungen des Correspondenzprincips vergleiche man den 
Illes Abschnitt meiner ,,Beitrige zur abzihlenden Geometrie“ (Math. Ann. Bd. X), 
einer Abhandlung, welche kurz ,,Beitr.“ genannt werden soll. 

**) Diejenigen unter diesen Zahlen, welche bis dahin unbekannt waren (Sal- 
mon-Fiedler, Raumgeometrie, II Th. Il A, Art. 462), hatte ich schon friiher 
durch die Gétt. Nachr. (Februar 1876) und in § 27. der eben citirten Beitr. mit- 
getheilt. Als Beispiele sind diese Zahlen auch in der voranstehenden Abhandlung 
»liber das Correspondenzprincip fiir Gruppen von n Punkten und von n Strahlen“ 
erwahnt. : 

Diese oft citirte Abhandlung soll kurz ,,Abh, iib. Gruppen“ genannt werden. 
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bertithrenden Strahlbiischel, auf deren Beriihrungsstrahlen, und auf deren 
sonstige Complexstrahlen. 

Zur Ableitung dieser Zahlen aus der Definition des Complexes 
kénnen zwei Methoden angewandt werden, welche wir als die indirecte 
und directe unterscheiden wollen. 

Die indirecte Methode verfihrt ebenso, wie die citirte Abhandlung 
iiber Tangententensingularitaten. Sie geht also von der Definition des 
Complexes C, aus, findet daraus zuniichst nur die Zahlen fiir die co‘ an 


* einer Stelle zweistrahlig beriihrenden Strahlbiischel, bestimmt dann aus 


diesen Zahlen diejenigen, welche sich auf die in dreistufiger Mannig- 
faltigkeit vorhandenen, beriihrenden Strahlbiischel beziehen, u. s. w., 
und steigt so allmdhlich auf bis zu den in endlicher Anzahl vorhan- 
denen, z. B. den sechsstrahlig beriihrenden Strahlbiischeln. Als Hilfs- 
formeln werden dabei nur angewandt die Chasles’sche Correspondenz- 
formel fiir den Strahlbiischel oder vielleicht Formeln, welche aus ihr 
durch symbolische Multiplication unmittelbar hervorgehen, namentlich 
Formel (59) in § 20. meiner Beitr. (Math. Ann. Bd, X, pag. 74). 
Die directe Methode fasst den Complex C,, als speciellen Fall eines 
allgemeineren Gebildes, nimlich des fiinfstufigen Systems von Strahlen- 
gruppen, und findet daher jede der gesuchten Zahlen aus einer der 
Strahlengruppen-Formeln, welche am Schluss der ,,Abh. iib. Gruppen“ 
zwar nicht ausfiihrlich aufgestellt, aber doch besprochen sind. Sie hat 
daher nur die fiir jene Formeln erforderlichen Stammzahlen als Functionen 
von » zu berechnen, und die erhaltenen Werthe in die Formeln ein- 
zusetzen. Bei dieser Methode ist also der bei der Besprechung der 
indirecten Methode erwiihnte Process des allmihlichen Aufsteigens zu 
hdheren Singularitiiten von vornherein den angewandtenF ormeln eingefiigt. 
Der Verfasser hat, der numerischen Controle wegen, die gesuchten 
Zahlen nach beiden Methoden bestimmt. Die in § 1. eingefiihrten Be- 
zeichnungen sind dem Charakter dieser Methoden angepasst. § 2. ent- 
wickelt aus der Definition des Complexes die Zahlen, welche sich auf 
die co® im allgemeinen nicht beriihrenden Strahlbiischel beziehen, und 
findet damit auch die fiir die Anwendung der directen Methoden erforder- 
lichen Stammzahlen. Die dort bestimmte Stammzahl y, giebt fiir m = 4 
das liniengeometrische Analogon der 27 in einer cubischen Punktfliiche 
liegenden Geraden. In § 3. ist die Ableitung der gesuchten Zahlen 
nach beiden Methoden durch Beispiele erliiutert. Endlich stellt § 4. 
die Werthe der gefundenen 82 Singularitiiten-Zahlen zusammen. Von 
diesen ist ein Theil schon durch die vom algebraischen Standpunkte 
ausgehenden Arbeiten von Pliicker, Clebsch, Klein und Voss*) 





*) Voss’ eingehende Abhandlung ,,Ueber Complexe und Congruenzen“ (Math. 
Ann. Bd. IX, pag. 55 bis 162) enthilt wohl alle im Folgenden bestimmten und 
nicht neuen Zahlen. Desshalb ist in § 4. nur Voss citirt, 
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bekannt, z. B. die Singularitiiten-Zahlen der P1iicker’schen Complex- 
fliche. Die auf hdhere Singularititen beziiglichen Zahlen aber waren 
bisher noch nicht bestimmt. 


§ 1. 
Bezeichnungen. 


Der feste Complex n'*" Grades C,, besitzt auf jedem der oo} Strahl- 


biischel des Raums » Strahlen, erzeugt also ein fiinfstufiges System 2 - 


von Strahlengruppen. Fiir eine solche Strahlengruppe bezeichnet immer 
uw ihre Ebene, ¢ ihren Scheitel, g irgend einen ihrer » Strahlen. Ge- 
miss der Symbolik des Verfassers (Beitr. Abschn. I) bedeutet dann 
z. B. weg die vierfache Bedingung, dass eine Strahlengruppe ihre 
Ebene durch eine gegebene Gerade schickt, ihren Scheitel auf einer 
gegebenen Ebene besitzt, und einen ihrer » Strahlen durch eine ge- 
gebene Gerade schickt; dasselbe Symbol bezeichnet dann aber auch die 
Zahl derjenigen Strahlengruppen eines 2 angehdrigen vierstufigen 
Systems, welche jene vierfache Bedingung erfiillen. 
Ferner bezeichnet fiir die Strahlengruppe das Symbol 
gy k,i,mq, 
wo i, k, 1, m, q nur geschrieben wird, wenn es grdésser als null ist, 
die Bedingung, dass einer der » Strahlen die i-fache Grundbedingung, 
ein zweiter die k-fache, ein dritter die /-fache, ein vierter die m-fache, 
ein fiinfter die g-fache Grundbedingung erfiillt. Dabei ist bekanntlich 
(Beitr. § 5.) unter einfacher Grundbedingung fiir einen Strahl zu ver- 
stehen, dass derselbe eine gegebene Gerade schneide, unter dreifacher, 
dass er einem gegebenen Strahlbiischel angehére, unter vierfacher, dass 
er gegeben sei. Da der Strahl zwei zweifache Grundbedingungen be- 
sitzt, niamlich erstens die, dass er in einer gegebenen Ebene liegen 
soll, und zweitens die, dass er durch einen gegebenen Punkt gehen 
soll, so haben wir diese beiden Grundbedingungen von einander zu 
unterscheiden. Wir thun dies dadurch, dass wir die erstgenannte 
Grundbedingung durch eine arabische 2, die zweite durch eine rémische 
II andeuten. 
Beispicle fiir die bisher eingefiihrten Bezeichnungen: 

1) g + bedeutet die Zahl derjenigen Strahlengruppen von 2, 
welche einen ihrer » Strahlen in einer gegebenen Ebene besitzen, 
einen zweiten durch einen gegebenen Punkt schicken, und einen 
dritten eine gegebene Gerade schneiden lassen; 

2) ug®» bedeutet die Zahl derjenigen Strahlengruppen von 2, wabihe 
einen ihrer  Strahlen einem gegebenen Strahlbiischel sunchicken, 
einen zweiten Strahl eine gegebene Gerade schneiden lassen, und 

ihre Ebene durch einen gegebenen Punkt schicken; 
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3) g+441 bedeutet die Zahl derjenigen Strahlengruppen von 2, 
welche von ihren » Strahlen fiinf verschiedene fiinf gegebene 
Gerade schneiden lassen. 

Hiernach kann man fiir den Complex n' Grades nach folgenden 
Zahlen fragen, die auf nicht-beriihrende Strahlbiischel Bezug nehmen: 


(1) we?, weg, weg, ucg®, 
ug?®, ug? ugi II, | g?®; 
(2) wegh, Weg, wrght, Wegh, 


weg h, wghh, weg, wg, 

pight1, ucghhh, pg?bh, pg bs, 

gh, gibt, ght, 

UghhLL, guLh gh tty; 
ferner nach den hierzu reciproken Zahlen. Ausgelassen sind dann nur 
diejenigen Zahlen, welche selbstverstiindlich null sind, wie z. B. 
g*, weg" ete. 

Fiir die Symbole 

gh, get, ghbb, ghbit, gh batt 
schreiben wir im Anschluss an die Bezeichnung y; in Formel (64) u. f. 
der ,Abh. iib. Gruppen‘ beziiglich: 


V1» Yor V3> Var Vs- 

Die eben zusammengestellten Zahlen sind in § 2. siimmtlich be- 
rechnet. 

Wir gehen zu den Bezeichnungen iiber, welche sich auf die den 
Complex C,, beriihrenden Strahlbiischel beziehen. Wieder im Anschluss 
an die Bezeichnung in § 4. der ,Abh. iib. Gruppen“ soll bedeuten: 

Bis ig ig:+++ in» WO %,, tg, tg,°*-* tm grosser als 1 ist, 

jede solche Strahlengruppe in 2, auf welcher in m Strahlen Coinci- 
denzen stattfinden, und zwar dergestalt, dass von den » Strahlen der 
Gruppe im ersten Strable i,, im zweiten Strahle 7,, ----- , im mien 
Strahle i, Strahlen coincidiren. Z. B. ¢,, bedeutet eine Strahlengruppe, 
auf welcher von den » Strahlen in einem Strahle 4 Strahlen, in einem 
zweiten 3 Strahlen coincidiren. Demgemiiss besitzt unser fiinfstufiges 
System X die folgenden 18 Arten von Coincidenz-Strahlengruppen: 

1) cot Gruppen ¢,, 

2) oo® Gruppen &@, &9, 

3) co? Gruppen &,, & 9, &09) 

4) oo! Gruppen &, &», &3) &322) 22229 

5) eine endliche Anzahl von Gruppen: 


&6> €529 £43» ©4221 ©3329 ©3222 €22220- 
Jeden Coincidenzstrahl eines ¢, in welchem i Strahlen coincidiren, 
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bezeichnen wir mit h;, mit h, dagegen jeden der Strahlen eines ¢, in 
dem keine Coincidenz stattfindet. 

Nach des Verfassers Symbolik bezeichnet jedes Symbol 24, i, is... i, 
zugleich die Anzahl derjenigen durch das niimliche Symbol dargestellten 
Coincidenz-Gruppen, welche einem in 2 liegenden, (i, + 7%, +7, -+---- 
+ i, — m)-stufigen Systeme angehéren, und zugleich die Bedingung 
2 erfiillen. In unseren Fiillen kann sich z zusammensetzen aus den 
Bedingungen uw und ¢ des Strahlbiischels, der ¢ trigt, und aus den auf 
h; beziiglichen Grundbedingungen. Diese sind h;, hip, hic, his, H; und 
bedeuten also bei einem ¢, dass sein Strahl h; beziiglich eine gegebene 
Gerade schneiden, durch einen gegebenen Punkt gehen, in einer ge- 
gebenen Ebene liegen, einem gegebenen Strahl angehéren, gegeben 
sein soll. Ferner sollen a identische Factoren h; bei einem ¢ andeuten, 
dass dieses ¢ von seinen Strahlen h; a verschiedene durch a gegebene 
Gerade schickt. 

Beispiele fiir die Bezeichnungen, welche sich auf die Coincidenz- 
Strahlengruppen beziehen. 

1) és bedeutet die Zahl derjenigen Strahlengruppen in 2, welche 
in einer gegebenen Ebene liegen, und dabei einen Strahl besitzen, 
in welchem von den Strahlen 3 coincidiren, m. a. W., die Zahl 
der Wendetangenten einer dem Complexe C, angehérigen Com- 
plexcurve; 
tt? 55 bedeutet die Zahl derjenigen Strahlengruppen in 2, welche 
ihre Ebene durch eine gegebene Gerade schicken, und dabei 3 
Strahlen besitzen, deren jeder von den » Strahlen zwei in sich ver- 
einigt, m. a. W. die Zahl der dreifachen Punkte der Doppeleurve 
einer dem Complexe C, angehérigen Complexfliche ; 
ésh4, bedeutet die Zahl derjenigen Strahlengruppen in 2, welche 
einen Strahl enthalten, der von den » Strahlen vier in sich ver- 
einigt, und welche dabei diesen Coincidenzstrahl durch einen 
gegebenen Punkt schicken; m. a. W. die Ordnung der Congruenz 
der Undulationskanten, welche den Complexkegeln von C,, angehéren ; 
4) & hhh, bedeutet die Zahl derjenigen Strahlengruppen, welche 
zwei verschiedene Strahlen besitzen, in denen von den » Strahlen 
zwei coincidiren, welche ferner irgend einen dieser Coincidenz- 
strahlen durch zwei gegebene Gerade schicken, und von den 
iibrigen ~» — 4 Strahlen zwei verschiedene durch zwei gegebene 
Gerade schicken; 

&,Ch,h, bedeutet die Zahl derjenigen Strahlengruppen, welche 
zwei verschiedene Strahlen besitzen, in denen von den » Strahlen 
zwei coincidiren, welche ferner jeden dieser beiden Coincidenz- 
strahlen durch je eine gegebene Gerade schicken, und dabei ihren 
Scheitel auf einer gegebenen Ebene haben. 
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Von den Zahlen ¢ hat man nur diejenigen zu berechnen, welche 
die einfachen Grundbedingungen ihrer Strahlen h enthalten, da aus 
diesen alle andern durch die fundamentalen Formeln gewonnen werden 
kénnen, welche die Grundbedingungen incidenter Hauptelemente mit 
einander verbinden (Beitr. § 9, Iu. II, Abh. tib. Gruppen (50) bis (53)). 
Liegen niimlich a Strahlen f in der Ebene w und gehen sie zugleich 
durch den Punkt c, so erhilt man durch das Princip von der Er- 
haltung der Anzahl die folgenden Gleichungen zwischen den Grund- 
bedingungen der Strahlen f, der Ebene w und des Punktes ec: 
e=cf—a-ec, 
1) f= cf 
fp=uf—a-p, 
und aus ihnen durch symbolische Multiplication: 7 
gy) beef — 4-8 + ue) = wef — a+ HO), . 
F = (we —p*)f—a- we = (ue — c°) f—a- we. 
Hiernach ist z B. 
Eh, = & weh, — & uw? — &,uc*, 
Eyg hye = & ch, — (n — 5) &, 0°. 

In der folgenden Yabelle der zu berechnenden Zahlen-¢ sind daher 
alle Zahlen fortgelassen, welche durch die Formeln (1) aus angegebenen 
Zahlen hervorgehen. Ferner ist von zwei sich dualistisch entsprechen- 
den Zahlen immer nur die eine angefiihrt. 


Tabelle der zu berechnenden Zahlen «. 


I 1) sme, 2) e,u%e?, 8) sp %hy, 4) e,u%eh, 
5) e,ueh,, 6) eu?ch,, 7) e&p?h,h,, 8) e&uch,h,, 
9) e,u?h,h,, 10) euchh,, 11) wh hyh,, 
12) euhyhyh,, 13) eghhyhyh,, 14) eh, hy hyh,; 


I 1) &,m*, 2) e,u?c, 3) &,m?h,, 4) &uch,, 
5) é,m?h,, 6) e,uch,, 7) éuh,h,, 8) euh h,, 
9) ehgh,h,, 10) ehhh; 
Ill 1) &.m@°, 2) &.u?e, 3) Egqu*hy, 4) Eouche, 
5) &u7h,, 6) & mchy, 71) Foophyhy, 8) & uhh, 
9) &,uh,h,, 10) &.hoh,h,, 11) & .h.h,h,, 
12) eh hy hy; 


' IV 1) em’, 2) emt, 3) eyuh,, 4) euh,, 
5) eshyh,, 6) eshyh,; 
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1) &9u?, 2) suc, 3) es.uhy, 4) eguhy, 
5) &.@h,, 6) eg .hzh,, 7) eg hgh,, 
8) es.h.h,, 9) eh, h,; 

VI 1) foo, 2) E926, 3) Eqn. @hy, 4) fxn uh,, 
5) Eqqahgh,, 6) E2ghghy, 71) eek hy; 


Vil 1) eu, 2) @h,, 3) &hy; 

Vill 1) &joM@, 2) Eyhy, 3) Eyhy, 4) Eqohy; 

IX 1) &3@, 2) &yghg, 3) &ghy; 

x 1) Sgn, 2) Eg2nh3, 3) Fgogho, 4) Fgo2hy; 
XI L) E220, 2) Egrarhy, 3) F220h45 

XII E53 XIII ¢,,; XIV &3; XV E003 
XVI See, 3 XVIL  & 50093 XVITL  egy099. 


Die hier zusammengestellten 82 Zahlen fiir die den Complex C, 
beriihrenden Strahlbiischel sind in § 4. durch n ausgedriickt. 


§ 2. 
Die Zahlen fiir die oo° den Complex nicht beriihrenden 
Strahlbiischel. 


Aus der in § 1, angegebenen Bezeichnung 


g k,l, m,q, 
ergiebt sich unmittelbar: 


IP? =P ¢PF +g", 
IP =P +H, GG =H +GH%", 


(2) IF =o +o", 
GG e's xe ght 4 Qgi%1, 4 Ygi 1, 4 gi, 114,, 
gg" B, 8,3. one 4g* > % 4+ 4g: 3, 1,1, + gh 4, 1, 4, 1, *) 
und so fort. 


Diese Identititen verbinden wir mit der Anwendung einer gewissen 
Stammformel, welche der Formel 33) in der ,,Abh. iib. Gruppen“ analog 
ist, und auf den Productensiitzen des Strahls (Beitr. § 26.) beruht. 
Die Stammformel gewinnen wir durch folgende Ueberlegung. Wenn 
eine Gesammthe# von co! Strahlbiischel von ihren oo! Scheiteln ¢ in 
einer gegebenen Ebene besitzt, und von ihren oo' Ebenen mw durch 
einen gegebenen Punkt schickt, so hat die von ihren co? Strahlen ge- 


ee Ee Lape, » 


*) Analog in den Beitr. pag. 38 und in Formel (34) der ,,Abh. iib, Gruppen“. 
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bildete Congruenz die Gradzahlen ¢ und w, hat also mit dem Complex 
b, cot Strahlen gemein, von denen: 
uU-n+e-n 
eine gegebene Gerade schneiden. Desshalb ist fiir jedes einstufige System 
von Strahlengruppen, welches dem fiinfstufigen Systeme ZX angehort: 
(3) n(ute=—y. 
Hieraus folgt z. B. 
m (wu + ¢) weg» = wegg. 
Fiir w®cgg kann man aber wegen der Identitiiten (2) setzen: 
weg + weg + weg; 
also liisst sich w®eg'* aus peg’, wc?g', w®cg*, u®cg™ berechnen. 
Wir erhalten: 
weght = n (weg + weg) — weg? — wreg™ 
=n(n-+ 2n) —n—n—=—n (Bn — 2). 
So ergeben sich durch die Stammformel (3) allmahlich alle Zahlen, 


die hier bestimmt werden sollen, aus einigen wenigen Zahlen, welche 


die aus der Definition des Complexes unmittelbar ersichtlichen Werthe 0, 
1, » oder n? haben. Es sind dies: 


wre? = 1; weg = 0; weg —= 0; weg =n; weg =n; 
wg = 0; weg =n; ugh = 0; wg?® = 0; pg? = 0; 
wg == n®; g** = n?; und die hierzu reciproken. 
Hieraus folgt durch 2) und 3) nach und nach: 
weg =n; wegh = 2n; wight = n®; wcgst — 3n? — 2n; 
wg? == n®s w2gt) <= ns wegs) = Qn? — n; wg) = n?; 
wegh tt <= 4n3 — 6n®; wegh! + = 6n® — 12n? + 4n; 
ug?) = 3n> — 4n?; wgihbt — 3n3 — 4n?; 
gt == Qn3 — Qn?s gL 1, — Qn3 — Qn?; ght — 2nd — Qn; 
ughbbt == 10nt — 36n3 + 28n?; g?+4) — 6nt — 18n' + 10n?; 
gebbbb = 20n5 — 120nt + 200n® — 80n?. 
Fiir die Symbole: 
g” g» 1, g 1,1, g» 1,1,1, g» 1,1, 1,1, 
wollten wir wegen der Bezeichnung in § 4. der ,,Abh. tib. Gruppen“ 
beziiglich die Zeichen: 
Vi» Yor V3» Var Vs 


benutzen. Diese geben, mit den Grundbedingungen des Strahlbiischels 
zusammengesetzt, die fiir die Ableitung der Zahlen ¢ wichtigen Stamm- 
zahlen. Die Werthe derselben entnehmen wir den obigen Formeln, 
und stellen sie hier zusammen. 


Mathematische Annalen, XII. 14 
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Tabelle der Stammzahlen. 
prc? = 1; 
wey, =n, wey, = 2n; 
wy, = n?, Wey, =n (3n — 2); 
u?y, — 2n? (2n — 3), wcp, — 2n (Bn? — 6n + 2); 
LY, = 2n? (5n? — 18H + 14); 
Y; = 20n? (n — 2) (n? — 4n + 2), 
und die hierzu reciproken. 

Beachtenswerth ist, dass diese Ausdriicke der y; enthaltenden Sym- 
bole fiir i == » — 1 nicht null werden. Z. B. y, giebt fiir n —3 den 
Werth 90; d. h. es giebt Strahlbiischel, welche vier verschiedene Strahlen 
aus einem Complexe dritten Grades enthalten, von denen jeder durch 
je eine willkiirlich gegebene Gerade geht. Folglich muss jeder Strahl 
eines solchen Strahlbiischels dem Complexe angehéren. Unser Resultat 
uy, = 90 fir n —3 sagt uns also, dass der Complex dritten Grades 
oo! Strahlbiischel besitzt, deren siimmtliche Strahlen dem Complexe 
angehéren, dass die Ebenen dieser Strahlbiischel eine Torse 90! 
Klasse einhiillen, und reciprok, dass die Scheitel dieser Strahlbiischel 
eine Raumcurve 90'* Ordnung bilden. Analoges kann man auch aus 
den andern Stammzahlen schliessen. Um diese Schliisse bequem aus- 
sprechen zu kénnen, sagen wir von einem solchen Strahlbiischel, dessen 
simmtliche Strahlen dem Complexe angehéren, dass er in dem Com- 
plexe lege. 


(4) 


1) Aus py, = cy, = 1 und wey, —we’y, = 1 fiir x» = 1 folgt 
das selbstverstiindliche Resultat: 
In dem Complex ersten Grades liegen oo’ Strahlbiischel so, 
dass in jeder gegebenen Ebene einer liegt; die Scheitel derjenigen 
unter diesen Strahlbiischeln, welche ihre Ebene durch eine ge- 
gebene Gerade schicken, bilden eine Curve ersten Grades; und 
reciprok. 
Aus uw’? y, = cy, = 8 und ucy, = 8 fiir n = 2 folgt: 
In dem Complex zweiten Grades liegen oo? Strahlbiischel. Ihre 
Scheitel bilden eine Fliche 8'* Ordnung;*) die Scheitel der- 
jenigen unter ihnen, welche ihre Ebene durch einen gegebenen 
Punkt schicken, bilden eine Raumecurve 8'* Ordnung; und 
reciprok. 
3) Aus py, = cy, = 90 fir n = 3 folgt: 
*) Die doppelt gezihlte Kummersche Fliche, doppelé geziihlt, weil jeder 
ihrer Punkte Scheitel zweier in dem Complexe zweiten Grades liegender Strahl- 
biischel ist, 
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In dem Complex dritten Grades liegen oo' Strahlbiischel. Ihre 
Scheitel bilden eine Curve 90 Ordnung;*) und reciprok. 

4) Aus y, = 20- 4?.2. 2 = 1280 fiir n = 4 folgt: 
In dem Complex vierten Grades liegen 1280 Strahlbiischel **) 


§ 3. 
Ableitung der 82 Zahlen «. 


In der Einleitung ist hervorgehoben, dass wir die in § 1. definirten 
82 Zahlen ¢ durch gwei Methoden gewinnen kénnen, welche wir die 
directe und die indirecte Methode genannt haben. 


Directe Methode. 

Indem man die allgemeinen Formeln benutzt, welche der Ver- 
fasser in § 4. der ,,Abh. iib. Gruppen“ fiir Systeme von Strahlengruppen 
aufgestellt hat, gelangt man zu Ausdriicken, welche jede der gesuchten 
82 Zahlen « als Function der in § 2. berechneten Stammzahlen: 

59 Valls PaCy Pel, YeMC, YaC, YoU?, Pow?c, Pomc’, yoe, 

riwrc, ywre?, yymc®, wie’, 
darstellen. Einige beliebig ausgewihlte Beispiele werden geniigen, um 
diese Methode der Ableitung aus den Stammzahlen klar zu legen. 

Erstes Beispiel. 

Um die in § 1. unter IV, 6) genannte Zahl ¢,h,h, zu berechnen, 
gehen wir von der fiir k = 4 specialisirten Formel 65) in der ,,Abh. 
iib. Gruppen“ aus, und beachten, dass die Hinzufiigung des Factors 
hihy V3 1 Y5, Yo IM Yq, Yy IM Yy, Yo In y, und jeden Coefficienten 
nm —i-m nm — i — 2 verwandelt. So erhalten wir: 

& hh, —4y,(n—5) — 6(u-+-e)p,(n—B)(n—4) 
+8ucy3(n—5)(n—4)(n—3)—2(u2e—3)po(n—5)(n—4)(n—3)(n—2), 
und hieraus durch Kinsetzung der Werthe fiir die Stammzahlen (§ 2., 
Formeln 4): 
é,h,hy = 4n (n — 5) (n* + 10n® — 31n? — 38n + 72). 

Zweites Beispiel. 

Um die in § 1. unter XII genannte Zahl «, zu berechnen, wenden 
wir die Formel 67) der ,,Abh. iib. Gruppen“ an, und erhalten un- 
mittelbar: 

&,—=6y,(m—5) — 15(u-++e)y,(n—5)(n —4) 
+ 40ucy,(n—5)(n—4)(n—3) — 30(u?e—u*)y,(n—5)(n—4)(n —3)(n—2), 


*) Voss (Math. Ann. Bd. IX), pag. 158. 
**) Dieses liniengeometrische Analogon der 27 auf einer Punktfliiche dritter Ord- 
nung liegenden Geraden ist wohl noch nicht bemerkt. 
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und hieraus durch Einsetzung der Werthe fiir die Stammzahlen: 
&, = 20n (n — 5) (17n? — 50n + 24). 

Drittes Beispiel. 

Um die in § 1. unter V 1) genannte Zahl u*e,, zu berechnen, 
hat man die Formel 65) ,,der Abh. iib. Gruppen“ fiir / = 3 und fiir 
k= 2 zu specialisiren, die erhaltenen specielleren Formeln mit ein- 
ander symbolisch zu multipliciren, dann jedem Bedingungssymbole u? als 
Factor hinzusetzen, und namentlich zu beachten, dass nun als Coeffi- 
cient von 7; 

(mn —i)(n —i—1)----(m— 4) 
auftreten muss, analog wie bei Formel 27) in der ,,Abh. iib. Gruppen“. 
Man erhiilt so: 
u? &5.—= (n—4) (n—3) [67,6°—9y, (u® + w*e)(m—2) + 10y,u>e(n—2)(n—1) 

43,2? (n—2)(n—1)—2y3c?(n—2)(n—1)-n], 
und hieraus durch EKinsetzung der Werthe fiir die Stammzahlen: 

Be? &, = 2n (mn — 3) (wm — 4) (n? + On — 4). 


Viertes Beispiel. 

Um die in § 1. unter VII 2) genannte Zahl ¢,h, zu berechnen, 
hat man aus der ,,Abh. iib. Gruppen“ die Formel 68) anzuwenden. 
Diese heisst: 

& hs = y, — 10 (m — 3) (w — 4) (w* + ©’) 7; 
+ 20 (n — 2) (wm — 3) (n — 4) (u® + we’) y, 
— 10 (n — 1) (nw — 2) (w — 8) (n— 4) wre’, 
und giebt nach Einsetzung der Werthe fiir die Stammzahlen: 
é,h, = 20n (Tn? — 30n + 24). 

Fiinftes Beispiel. 

Um die in § 1. unter XVIII genannte Zahl «,,... zu berechnen, 
hat man die gewodhnliche Strahlenpaarformel 

e=2g9—u—ce 
mit 5 zu potenziren, und dabei zu beachten, dass jedes g‘ zu y; wird, 
und dass als Coefficient bei y; zu setzen ist: 
(n — i) (mn —i—1)----(m—9), 
weil nach Aussonderung von i Strahlen durch y; als (i + 1)!" jeder 
der » —i iibrigen Strahlen zu betrachten ist, und so fort bis zum 


10 Strahle. So erhilt man das liniengeometrische Analogon der 
Formel 32) in der ,,Abh. iib. Gruppen“: 









n. 


ler 
im 
ler 
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5! 899299 = (n—5)(m—6)(n—T)(m—8) (n—9)[59-2°-y, —5,-24.(n—4)(u-te)y, 
+5,-2°(n—4)(n—3)(u+e)*y, —5,-2°(n—4)(n—3)(n—2)(u-+e)y, 
+5,-2\(n—4)(n—3)(n—2)(n—1)(u-+e)"y, 

— 5,-2°-(n—4)(n—3)(n—2)(n—1) -m(w-++e)*]. 
Hieraus erhilt man nach Ausrechnung der Potenzen von wu +c, und 
Kinsetzung der Werthe fiir die Stammzahlen: 


Ey9909 = 4 n (N—5)(n—6) (n—7)(n—8)(n—9)(n—2)(n?-+8 n?-++-19n—12). 
Wir bemerken noch einmal, dass die in den obigen 5 Beispielen an- 
gegebenen Formeln fiir «, bei denen die Werthe der Stammzahlen noch 
nicht eingesetzt sind, Singularitiiten-Zahlen fiir das allgemeine finf- 
stufige System von Zahlengruppen, d. h. fiir ein Gebilde ausdriicken, 
welches den Complex »'" Grades als speciellen Fall enthilt. 


Indirecte Methode. 


Hier wenden wir keine andern Correspondenzformeln an, als zwei 
von denjenigen Formeln, welche auf Paare sich schneidender Strahlen 
Bezug nehmen. Es ist niimlich immer fiir zwei in einem Strahlbiischel 
(uw, ¢) liegende Strahlen g; und g,, die Zahl ¢ solcher Paare eines ein- 
stufigen Systems, bei denen g; und g,, im Strahle h coincidiren: 


(5) &E= Gi + Jn — UU — C, (Beitr. § 20, F. 56) 
und 
(6) eh = 9igm — w? — c (Beitr. § 20, F. 59). 


Mit Life dieser Formeln kann man aus den Zahlen des § 2., 
welche sich auf nicht beriihrende Strahlbiischel beziehen, leicht die 
Zahlen «, finden, welche auf Strahlbiischel Bezug nehmen, die den 
Complex an einer Stelle zweistrahlig beriihren. Man wende z. B. die 
Correspondenzformel (5) auf das einstufige System derjenigen Strahlen- 
paare an, welche von je zwei der » — 2 Strahlen gebildet werden, 
die einer die Bedingung u’y, erfiillenden Strahlengruppe auf 2 ange- 
héren, und von den durch y, ausgesonderten Strahlen verschieden sind. 
Dann hat man fiir g; und fiir g,, 


uy, (m Riad 3), 
und fiir das w +c der Formel (5) 
u? (u + 6) 7» (n — 2) (wn — 3) 
zu setzen, und erhilt so: 
é,u2h, h, = 2u2y, (n — 3) — (u® + ae) 7, (m — 2) (n — 3), 
und nach Einsetzung der aus § 2. bekannten Werthe fiir die Symbole 
der rechten Seite: 


&,u?h, h, = 2n (n — 3) (2n? —n — 2). 
In derselben Weise kann man aus den Stammzahlen des § 2. jede der 
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14 in § 1. angefiihrten Zahlen «, erhalten. Schliesslich erhalt man 
noch Controlen der Berechnung durch die Stammformel (3). Nach dieser 
Formel ist z. B. 
n- & ehh, (wu + c) = 2e,uh,h,h, + e&,uh,.h, 

+ etthoph, + Eq Mbhy hoe + eo bhyhop + e.whh, hy, 
woraus man nach Benutzung der Formeln (1) eine Identitaét erhiilt. 

Hat man die 14 Zahien «, berechnet, so gewinnt man aus diesen 
in ahnlicher Weise jede der 10 Zahlen ¢,. Wir wihlen als Beispiel 
eine auf einer. Anwendung der Formel (6) beruhende Ableitung, niim- 
lich die von é,uch,. Hierfiir miissen wir das zweistufige System von 
Strahlenpaaren zu Grunde legen, welche von dem Coincidenzstrahle 
und einem der » — 2 andern Strahlen auf jeder Strahlengruppe «, ge- 
bildet werden, die die Bedingung we erfiillt. Dann ist das Symbol 
GiGJm Aer Formel (6) gleich s,uch,h,, und das uw? + c? der Formel (6) 
gleich ¢,uc (wu? + c*) (wn — 2) zu setzen. So erhilt man: 

&, uch, = &,uch,h, — & ec (wu? + c?) (n — 2) 
= 2n? (2n — 3) — 2n (n — 1) (nm — 2) = 2n (n? — 2). 
Aus den 14 Zahlen «, folgt auch jede der 12 Zahlen «.,. 

Aus den letzteren kann man dann sowohl jede der 6 Zahlen «,, 
wie auch jede der 9 Zahlen «,,, wie auch jede der 7 Zahlen «,., be- 
rechnen, indem man immer nur die obigen Correspondenzformeln (5) 
und (6) anwendet. So erhalt man iiberhaupt aus den Zahlen der in 
der folgenden Uebersicht links stehenden Symbole die siimmtlichen 
Zahlen jedes der rechts stehenden Symbole. 


Uebersicht der allmihlichen Ableitung. 


Aus | folgen 
den Stammzahlen = «,; 

2 &3y €y95 

&3 Ex» €30> 

E99 | &4, 39, €g093 

&4 &59 €425 

Es0 | &9 42> €33) €300) 

€522 | 422 ©3229 €22025 

é5 | > &s2, 

42 | €6> €525 €439 €422) 

é33 | €> €435 &332) 

E390 €529 €439 ©4229 €3329 €30222 

€2299 €402» €32229 ©22202- 


Also umgekehrt: 
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Es folgen aus | Es folgen | aus 
& den Stammzahlen; | E309 Ego Us E599 
&3 €o, €2002 £2925 
€22 £95 & E52 Us Ego Ue E33, 
| &4 &3 U. &9) €52 & U. E42 Ue E3025 
€39 €3 Ue Eo) . £43 E42 U. &33 U. E3995 
F299 € 225 E422 | €42 U- Ego9 U- Eo292> 
&5 & Us Exoy €332 | &33 U- E3c99 
E42 &1 U. Eg9 Ue En29, €3022 | €322 Us Eoo00s 
€33 E39) €22222 | €9200° 


Dies giebt folgenden Stammbaum, in welchem nur die Indices der ¢ 
geschrieben sind. 


Stammzahlen 





332 3222 22222 


i) 
— 
we 
i 
tw 
bo 


6 5 
Man sieht, dass die manchen Symbolen ¢ angehdrigen Zahlen auf 
sweifache oder dreifache Weise gewonnen werden kénnen, was fiir die 
Controle der Berechnung sehr niitzlich ist. 
Zur Erliuterung mégen hier noch einige beliebig ausgewahlte 
Formeln fiir die Berechnung folgen: 


1) & uh, aus é, durch: 
E99 [whghy (n — 4) + wh,h, — (wPh, + meh.) (nw — 4)| = eg. 6h, 5 

2) & 5 wh, aus é, durch: 

€y [why h, — (u3 + we?) (mn — 3) (n — 4)] = és.uhy; 
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3) &,h, aus e, durch: 
é, [h,h, (wm — 5) + hh, — (a + 0) h, (wn — 5)] — & h,; 
4) «,h, aus é, durch: 
Esq (hgh, + hh, — (u + ¢) hy] = 8 hy; 
5) &33@ aus é,, durch: 
Exo [wh, (n — 5) + wh, — (uw? + ue) (wn — 5)] = 28,3; 
6) &, aus &,, durch: 
E42 [hy (w — 6) + h, — (w+ oe) (wn — 6)] = &; 
7) & 3 aus &, durch: 
&33 [hs (nw — 6) + 2h, — (w+ ¢) - 2 (n — 6)] = &3; 
8) £5 aus &. durch: 
E500 [he + hy — 2 (w+ o)) = & 33 
9) E0099 BUS F959 durch: 
Eo000 [A (% — 8) + A, (wn — 9) — (uw + e)(m — 8) (m — 9)] = Bégoo09. 
So hat der Verfasser die simmtlichen 82 Zahlen ¢ mit vielen Be- 
staitigungen gefunden, und in § 4. tabellarisch zusammengestellt. Weitere 
Bestitigungen kann man, wie schon erwihnt ist, durch die Formel 
(3) erhalten, gerade so wie solche in den _,, Tangentensingularitiiten 
der Punktflaiche“ durch das Hilfsmittel II (Math. Ann. Bd. XI, pag. 
349 oben) gewonnen werden. Z. B. 
(UW + C) Epa = 4+ Eqghy + 2- Eph, + Eh, 
(Uw ++ C) hy npg = 2 + gp &y29 + 2 + hye By92 + 2 + 2 + hy hy Fy29 + Nighy E22. 
Die Werthe der Symbole, welche h;,, h:., h;, enthalten, gewinnt 
man aus den iibrigen durch die Formeln (1). Z. B. 
Eyhyp we h, — we,, 
En hye = C&y9y hy — 30? 99, 
Eshys = wce sh, — (mn — 3) (uc? + w) &. 


§ 4. 
Zusammenstellung der Werthe fiir die 82 Zahlen «. 
Nachdem wir im vorigen Paragraphen die Ableitung aller 82-Zahlen 


é durch verschiedene Methoden gezeigfhaben, stellen wir hier ihre 
Werthe mit den Nummern und Bezeichnungen des § 1. zusammen: 


I) Eo. 2 
1) we =n(w—1), 
2) pc? = 2n (n — 1), 


3) uP he =m B, 












oOo cox OS 


10 
12 


- 


14 
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ech, = n(2n — 1), 
5) why = n(n —2) (n+ 1), 

6) wch, = n(n — 2) (3n — 1), 

T) wh h, = 2n (n? — 2), 

8) pwch,h, = 2n? (2n — 3), 

9) wh h, = 2n (n — 3) (2n? — n — 2), 

10) weh,h, = 2n? (n— 3) (3n — 4), 

Ll) wh hh, = 2n (38n — Tn? — 3n + 6), 

12) whyhyh, = 2n (n — 4) (Sn? — 12n? — n+ 6), 

13) hah, hyh, = 4n? (3n3 — 13n? + Bn + 16), 

14) hh, hy hy = 4n? (nm — 5) (Sn — 22n? + 14n + 16). 


II) ¢;. 

1) ue = 3n (n — 2) 

2) wc =n (nm — 2) (2n+ J), 

3) wh, =2n (3n — 4), 

4) wch, = 2n (n? — 2), 

5) wh, = 2n (n — 3) (n — 1) (n+ 4), 

6) wch, = 4n (n — 3) (n — 1) (n+ 1), 

7) ehh, = 2n (n? + 3n? — 15n + 6), 

8) why h, = 2n (n — 4) (8n* + n? — 17n 4+ 6), 

9) Aghyhy = 4n (n't + 2n 8 — 24n? + 14n + 24), 
10) hh, hy = 4n (mn — 5) (Sn* — 3n® — 28n? + 22n + 24). 

IIL) é5. , 

1) pw = n(n — 2) (n — 3) (n+ 3), 

2) wc = kn (n — 2) (n — 3) (8n + 1), 

3) wh, = 2n (n — 3) (nr? + 2n — 4), 

4) wch, = 2n (n — 3) (2n? — n — 2), 

5) wh, = 2n (n — 1) (wn — 3) (wn — 4) (n + 2), 

6) pch, = n(n — 1) (n — 3) (n — 4) (8n } 2), 

7) whah, = 2n (2n* — 2n? — 9n + 6), 

8) pwhyh. = 2n (n — 4) (8n® — 2n? — 138n 4+ 6), 

9) uhh, =n (n — 4) (n — 5) (5n5 — 4n? — 15n + 6), 
10) hahah, = 4n (2n* — 6n* — 5n? + 2n + 24), 

11) heh, h, = 4n (n — 5) (8n* — Tn — 15n? + 14n + 24), 





12) hhh, = 2n (n — 5) (nm — 6) (5n! — 12n3 — 19? 4+ 22n +4 24). 
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IV) &. 
1) pw? = 4n (mn — 3) (3n — 2), 

2) wo = 2n (n — 3) (n? + 3n — 2), 

3) wh, = 2n (6n? — 1lln — 6), 

4) wh, = 2n (nm — 4) (n® + 10n? — 17n — 6), 

5) hh, = 4n (6n® — 11 n? — 50n + 72), 

6) h,h, = 4n (nw — 5) (n'! + 10n® — 31 n? — 38n + 72). 
























V) &2- 
1) gw? = 2n (n — 3) (n — 4) (n? + 6n — 4), 
2) we = 2n (n — 3) (wn — 4) (2n*? + 3n — 2), 
3) wh, = 2n (n — 4) (n® + Gn? — 15n — 6), 
4) wh, = 2n (n — 4) (2n + 4n? — ldn — 6), 
5) wh, = 2n (n — 4) (n — 5) (Bn? + 8n? — 19H — 6), 
6) hgh, = 4n (n* — n® + n* — 50n + 72), 
7) hgh, = 4n (mn — 5) (nm? + 5n*® — 21n? — 38n + 72), 
8) hah, = 4n (n — 5) (2n4* + n® — 15n? — 42n + 72), 
9) hh, = 4n (nm — 5) (n — 6) (3.x! + 5n® — 35n? — 30n + 72). 


VI) Gece: 
1) gw? = §n(n — 3) (n — 4) (wn — 5) (n? + 3n — 2), 
2) we = 4n (n — 3) (wn — 4) (wn — 5D) (Bn? + 3n — 2), 
3) ph, =n (n — 4) (n — 5) (3n3 + 4n? — 1Tn — 6), 
4) wh, = 4n (mn — 4) (wm — 5) (wn — 6) (5n3 + 6n? — 21n — 6), 
5) hh, = 4n (n — 5) (2n* — 2n® — 9n? — 38n + 72), 
6) hyh, = 2n (nm — 5) (mn — 6) (3n* — 25n? — 30n + 72), 
7) hyh, = Zn (n — 5) (n — 6) (wn — 7) (Sunt — 39n? — 22n + 72). 


VII) «,. 
1) w= 10n (nm — 4) (n + 2) (2n — 3), 
2) h, = 20n (Tn? — 30n + 24), 
3) hy = 20n (mn — 5) (2n® + 3n? — 30n 4 24). 


VII) &,. 
1) w = 2n (nm — 4) (wn — 5) (n® + 14n? — n — 30), 
2) hy = 4n (n — 5) (6n3 + 13n? — 138m + 120), 
3) h, = 4n (mn — 5) (nt + 4n3 + 15n? — 138 + 120), 
4) h, = 4n (n — 5) (nm — 6) (n* + 14n® — 5n? — 138m + 120). 
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IX) &5. 
1) w =n (n — 4) (n — 5) (2m? + 12n? + n — 30), 
2) hs = 4n (n — 5) (nw! + 2n3 + 19m? — 142n + 120), 
3) h, = 2m (n — 5) (m — 6) (2n' + 10n3 + n? — 142n + 120). 


X) E09. 
1) w= n(n — 4) (n — 5D) (wn — 6) (3n® + 16n? — 5n — 30), 
2) hs = 2n (n — 5) (n — 6) (n! + 8n — 3n? — 130n + 120), 
3) hy = 4n (n — 5) (n — 6) (24 + 6n i — n? — 130n + 120), 
4) hy = 2n (n—5) (n— 6) (n — 7) (3 n!+ 14n3 — 19n? — 130+ 120). 


XT) & 900. 
1) w= yyn (n — 4) (wn —5) (n — 6) (w — 7) (5n + 182? —9n — 30), 
2) hy = }n(n — 5) (nw — 6) (wn — 7) (Bnt + 8n3 — 17? — 122n + 120), 
3) hy = {n(n — 5)(m —6)(n — 7)(n—8)(5nt-+ 14n3—33n? — 122n + 120). 


XII) ¢,. 
é& = 20n (mn — 5) (17n? — 50n + 24). 


XIII) ¢,,. 
E59 = 20n (wn — d) (n — 6) (2n3 + 13m? — 50n + 24). 


XIV) &,,. 
&j, = 4n (nw — 5) (wn — 6) (n'! + 8n' + 6Tn? — 250n + 120). 


XV) e409: 
Eyoy = 2n (n—D}) (n —6) (n—7) (nv! + 18n3-+ 47 n? — 250n + 120). 


XVI) &50- 
Es39 = 2n (nm — 5) (n —6) (wn —T) (2m! + 16m + 49 n? —250n-+ 120). 


XVIT) é909- 
E3909 = 32 (n— 5)(n — 6)(m — T)(n — 8)(Bn'+-24n3-+-3 1n?—250n-+-- 120). 


XVID) ego. 
Ex0999 = 4 n(n—D) (n—6) (n—7) (n—8) (n—9) (n—2) (n®-+-8n?+-19n—12). 


Die hier nicht angegebenen Zahlen der hj», hic, hi, enthaltenden 
Symbole kénnen aus den angegebenen 82 Zahlen durch die Formeln 
(1) leicht bestimmt werden. Von diesen abgeleiteten Zahlen fiigen 
wir noch einige beispielsweise hinzu: 


TI) 11) éghg, = &, (uch, — uw? — wc?) = 4n, 
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TIT) 13)  &yghos = & (uch, — 2u3 — 2uc?) = 2n (n — 3) (wn + 2), 
IV) 7) &hyp= e, (uh, — uw?) = 2n (11m — 18), 
V) 10) esnhg p= &5 (uhs — uw?) = 2n (n — 4) (Bn? + Tn — 18), 
V) 11) egg hop = Fo (why — w*) = 2m (m — 4) (n> + n? + In — 18), 
VI) 8) exoohop= Fo99 (Uh, —3u?) =n (n —4)(n — 5)(n>+ 4n? + 5n—18). 
Gewisse Zahlen ¢ geben fiir n = 2, n= 3, n = 4 Bestiitigungen 
der in § 2. erhaltenen Resultate iiber die in einem Complexe liegenden 
Strahlbiischel. Z. B. erhailt man die Zahl 1280 der in einem Complexe 
vierten Grades liegenden Strahlbiischel durch Einsetzung von n= 4 — 
in die Formeln fiir ¢,h,h, h,h,, fiir e,h,h,h,, fiir ¢,.h.h,h,, fiir e,h,h,, 
fiir ¢,,h,h,, und fiir ¢,h,. 


> tesitee ae. @ eee 


Die wichtigsten der Zahlen, welche durch unsere Symbole «,, é, 
0» €45 &9) 959 dargestellt werden, sind bekannt. Sie finden sich in 
Voss’ Abhandlung ,Ueber Complexe und Congruenzen“ (Math. Ann. 
Bd. IX, pag. 55 bis 162) berechnet. Wir stellen hier diese Zahlen 
mit Angabe der Seiten zusammen, auf denen sie dort zu finden sind. 

1) éshys = 4n, (p. 63); d. h. durch jeden Complexstrahl gehen 4 
Wendeebenen. (Analogon der 2 Haupttangenten in jedem Punkt 
einer Punktfliche). 

2) €, (u?e — p>) = 2n (n — 1) (wn — 2), (p. 72), wee — w® driickt 
namlich fiir einen Strahlbiischel mit dem Scheitel uw und der 
Ebene ¢ die Bedingung aus, dass der Scheitel auf einer Geraden 
liege, durch welche zugleich die Ebene des Strahlbiischels geht. 

3) & eh, = n (3n — 2), (p. 72). 

4) e,uh, =n (3n — 2), (p. 73). 

5) ,c? = 4n (mn — 3) (3n — 2), (p. 74); dies ist die Ordnung der 
Flache, welche von den Scheiteln derjenigen Complexkegel gebildet 
wird, die Undulationskanten besitzen. 


6) é,hyp = 2n (11m — 18). (p 74). 
7) Eqghos= 2n (m + 2) (m — 3). (p. 75). 
8) &. (ue — w®) = n (mn — 1) (mn — 2) (n — 3). (p. 75). 

Die Singularitiiten der Pliickerschen Complexfliche sind durch 
diejenigen unserer Symbole « ausgedriickt, welche die Bedingung u”* 
enthalten. Wir lassen die wichtigsten hier folgen. 

9) «uc? — 2n (mn — 1), (Voss, p. 139). 
10) e,u?c =n (n — 2) (2n + 1), (p. 139). 
11) &.p?¢ = £n (nm — 2) (n — 3) (8n + 1), (p. 139). 
12) ¢,4? =4n(n—3) (8n—2), (p.141). (Zahl der stationiren Punkte 
der Riickkehreurve.) 
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13) é94? = 2m (mn — 3) (m — 4) (n? + 6n — 4), (p. 76 u. 141). 
14) & 9.6? = $n (nm — 3) (n — 4) (wm — 5) (n? + 3m — 2), (p. 76 u. 141). 
Auch die Berechnung der Singularitiiten der sogenannten singu- 
liren Fliiche des Complexes, d. h. der Fliche der Scheitel aller mit 
Doppelkanten behafteten Complexkegel ist nach des Verfassers Methoden 
leicht zu bewerkstelligen; sie gehért aber nicht in den Rahmen der hier 
gelisten Probleme, ebensowenig, wie in den Rahmen der in § 27. der 
Beitr. gelésten Probleme die Berechnung der Singularitiiten gehdrte, 
welche auf die oo? Tangentialebenen der Punktfliche F, Bezag nehmen, 


d. h. der Ebenen der auf Ff’, liegenden und mit Doppelpunkten behaf- 
teten Plancurven. 


Hamburg, Februar 1877. 








Die Mechanik nach den Principien der Ausdehnungslehre. 


Von H. GrAssMANN in Stettin. 


Es giebt wohl kaum ein Gebiet, auf welchem sich die Unent- 
behrlichkeit der in meiner Ausdehnungslehre (von 1844 und 1862) dar- 
gestellten Kalkiils so schlagend erwiese wie in der Mechanik. Man 
kann sagen, jeder einfache mechanische Begriff sei zugleich ein ein- 
facher Verkniipfungsbegriff jenes Kalkiils. Und in der That hat sich 
mir diese ganze Rechnungsmethode, nachdem nur einmal die erste 
Idee derselben erfasst war, an der Hand der Mechanik am schnellsten 
und fruchtreichsten weiter entwickelt. Die Methoden, welche ich in 
diesem Aufsatze verwende, und die Gleichungen, zu denen ich durch 
sie gelange, habe ich (abgesehen von der hier und da geinderten Be- 
zeichnung) ohne Ausnahme schon in einer Arbeit iiber die Theorie der 
Ebbe und Fluth, welche ich zu Pfingsten 1840 als Priifungsarbeit bei 
der wissenschaftlichen Priifungscommission in Berlin eingereicht habe, 
dargelegt. Nur weniges davon ist in meine Ausdehnungslehre von 1844 
iibergegangen. Die neueren Lehrbiicher und Aufsitze iiber Mechanik, 
namentlich auch G. Kirchhoff’s Vorlesungen (1875, 1876) zeigen 
mir, dass die Darstellung dieser Methoden noch heute ebenso férderlich 
sein werde, als sie es vor 37 Jahren gewesen wire, wenn ich damals 
zu ihrer Verdffentlichung Zeit und Gelegenheit gefunden hitte. In 
einem spateren Aufsatze denke ich dann die hauptsiichlichsten der hier 
noch nicht beriihrten Probleme der Mechanik durch neue, gleichfalls 
der Ausdehnungslehre entnommene Methoden zu lésen. 


§ 1. 


Begriffe und Gesetze der Ausdehnungslehre, die hier benutzt werden 
sollen. 


Der Deutlichkeit wegen gebe ich hier eine Uebersicht iiber den 
Kalkiil, so weit er in diesem Aufsatze zur Anwendung kommen soll, 
verweise aber in Bezug auf die niihere Begriindung auf meine Aus- 
dehnungslehren von 1844 und 1862, welche ich im Folgenden mit %, 
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und %, bezeichne. Ich lege den Begriff der Strecke 2u Grunde. Ich 
verstehe darunter eine be zrenzte gerade Linie von bestimmter Linge 
und Richtung, d. h. ich setze zwei Strecken als soleche dann und nur 
dann gleich, wenn sie gleich lang und gleichgerichtet sind. Strecken 
werden addirt, indem man sie stetig aneinanderlegt, dann ist die Strecke 
vom Anfangspunkt der ersten zum Endpunkt der letzten ihre Swmme 
(%, § 15—18, A, 220). Die Subtraction fiihrt auf die Addition zuriick, 
da man statt eine von dem Punkte A nach B gehende Strecke zu 
subtrahiren, die von B nach A gehende addiren kann. Der Begriff 
der Vervielfachung oder Theilung durch eine Zahl ergiebt sich aus dem 
allgemeinen Begriffe dieser Verkniipfungen unmittelbar. Dass fiir alle 
diese Verkniipfungen die gewéhnlichen Rechnungsgesetze derselben 
volistiindig gelten, ist in der Ausdehnungslehre bewiesen. 

Das dussere Product der Strecken a und b, geschrieben [ab], 
wird formell dadurch definirt, dass erstens wie bei jedem Product die 
Beziehung zur Addition gilt, d. h. [a (b+ ¢)] = [ab] + [ac] und 
[(a + b)c] =[ac]-+ [be] ist, und zweitens das fiussere Product gleicher 
Strecken null ist, [aa] = 0, begrifflich aber dadurch, dass wenn a die 
Strecke von dem Punkt A nach B, b die Strecke von B nach C oder 
von A nach D ist, dann [ab] der F'léchenraum des Parallelogramms 
ABCD ist, und zwar in dem Sinne, dass zwei Flichenriume als 
solehe dann und uur dann gleich sind, wenn sie in parallelen Ebenen 
liegen, gleichen Inhalt haben und der Umfang in beiden nach der- 
selben Seite (rechts oder links) hin umlauft (YX, § 28—30, 37, A, 
239 ff.). Die Addition der Flichenriume, auch wenn sie nicht in 
parallelen Ebenen liegen, ist durch die Formel [ab]+[ac]—[a(b+¢)] 
vollkommen bestimmt. Aus der Formel [(a + 6) (a + b)| = 0 ergiebt 
sich sogleich das zweite wichtige Gesetz der ausseren Multiplication, 
niimlich [ab] = — [ba]. 

Das iiussere Product dreier Strecken a, b, ¢ oder eines Flichen- 
raums [ab] und einer Strecke c, wird formell dadurch definirt, dass 
[abb] = 0 und also auch [abc] = — [acb] ist, begrifflich bei gehoriger 
Zeichenbestimmung als Inhalt eines Spates (Parallelepipedons), was 
a, b, ¢ za aneinander stossenden Seiten hat. Es wird null, wenn die 
drei Strecken in Einer Ebene liegen. Ferner ist [abc]—([bca]—[cab] 
= — [ach] = — [cba] = — [bac]. (AU, § 37, A, 240 ff). 

Unter dem inneren Producte [a |b] zweier Strecken a und 8, 
deren Liingen a und & sind, und die den Winkel 2. ab einschliessen, 
verstehe ich das Product [a|b] «ab cos 2 ab, und fiir [a| a] schreibe 
ich der Kiirze wegen a* und nenne dies das innere Quadrat der Strecke 
a (A, XI, &, 179). Ich will den Verein dreier Strecken ¢,, ¢,, ¢, die 
zu einander senkrecht sind, und deren Langen und deren dusseres Pro- 
duct [e,e,e,] gleich Eins sind, einen Normalverein nennen. Die Ge- 
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setze der inneren Multiplication ergeben sich dann unmittelbar aus 
dem Begriff; namentlich [a | 6] = [b | a}; [a | b] —0, wenn a auf b 
senkrecht; a* = a?, wenn a die Lange von a, [a |b] —a,b, + a,b, 
+ a,6,, wenn a = a,¢, + a,€, + a,¢,, b = b,e, +b, e, + be, ist, und 
€;, €, €, einen Normalverein bilden. Will man eine Einheit eines 
Normalvereins als Vielfachensumme von den Hinheiten eines andern 
ausdriicken, so ergeben sich die Coefficienten unmittelbar als innere 
Producte dieser letzteren drei Einheiten in die erstgenannte z. B. 
€, = [e, | &] & + [e | &2] & + [e, | &] 4. In der That setzt man 
e, = ve, + ye, + Zé, so erhilt man durch innere Multiplication mit 
é, unmittelbar [e, | e,] = %, da [e,| €,], [&,| €;]) =O und ¢,? —1 ist, und 
ebenso [e, |&]=y, [¢,|&]—# also e,—=[e, |e] &,+[¢,|&] + [4 | &] &- 

Es hat nicht die geringsten Schwierigkeiten, die durch diesen 
Kalkiil erhaltenen Gleichungen in algebraische Gleichungen zu ver- 
wandeln. Man hat dann nur ein beliebiges Coordinatensystem zu 
Grunde zu legen, auf den drei Coordinatenachsen drei Strecken e¢, , ¢,, ¢; 
anzunehmen und jede in einer Gleichung vorkommende Strecke als 
Vielfachensumme von ¢,, ¢,, €;, also in der Form q,e, + a,€, + 3s, 
und jeden darin vorkommenden Flichenraum in der Form 4, [e,¢,] 
+ a,[e,e,] + a5 [e,e,] darzustellen, wobei die Zahlen a,, a,, a, die 
Coordinaten dort der Strecke, hier des Fliichenraums heissen mdgen, 
so erhilt man schliesslich Gleichungen, in welchen entweder gar keine 
geometrischen Gréssen mehr vorkommen, oder welche in den Formen 
Bie, + Ble, + Bye; =O oder B, [e,¢3] + B, [ee] + B; [e,e] =O 
erscheinen, wo die 8 nur Functionen der Coordinaten sind. Aus jeder 
solchen Gleichung entspringen dann die drei Gleichungen %, = 0, 
B., —_ 0, Bs = 0. 

Fiir das Differentiiren und Integriren reichen die gewéhnlichen 
Definitionen aus. In der Mechanik kommen als unabhiingige Verinder- 
liche ausser der Zeit ¢ nur Raumgréssen vor. Es ist fiusserst bequem 
hiernach die Differentiale verschieden zu bezeichnen. Ich bezeichne 
den Differentialquotienten nach der Zeit, wobei nur diejenigen Gréssen 
als constant betrachtet werden, welche ausdriicklich als in der Zeit 
sich nicht aindernd festgesetzt sind, mit 0, so dass, wenn z. B, die 
Strecke « in einer echten Reihe (2, 454), =a, + a,¢+a,é?+-- 
dargestellt ist, in welcher a,, a,, a, -~- Strecken sind, die sich in der 
Zeit nicht andern, dz = a, + 2a,¢+ --- ist. 

Dagegen bezeichne ich die Differentiale von Functionen riumlicher 
Gréssen, bei welchen die Zeit als constant gesetzt wird, im Allgemeinen 
mit d. Auch der Begriff der partiellen Differentialquotienten der 
Functionen raumlicher Gréssen lisst sich (wie es in 1, 436 ff. geschehen 
ist) genau ebenso feststellen, wie fiir die Functionen algebraischer 
Gréssen. Doch wihle ich den zwar etwas umstiindlicheren, aber, wie 
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ich glaube, den Lesern leichter zugiinglichen Weg der Reduction auf 
partielle Differentialquotienten von Functionen algebraischer Grossen. 
Ich lege einen Normalverein ¢,, ¢,, ¢, zu Grunde und driicke die Strecken 
Z, Y,*-+, von denen eine algebraische Function f abhiangen soll, in 
Coordinaten durch die Strecken jenes Vereins aus, nimlich « = 2, ¢, 
+ yey + Hey, Y= Ye; + Yolo + Y3e,, U. S. W., 80 wird f eine 


, : - . 0 
Function dieser Coordinaten z,, 7, u.s.w. Sind nun of of a sw. 


0%,’ Ome 
die zu d~m Verein siimmtlicher Coordinaten gehérigen partiellen Differen- 


tialquotienten (2, 436), so verstehe ich unter dem partiellen Differen- 
tialquotienten von f nach der Strecke x, geschrieben £ f, die Strecke 


0 
Zf=2 fe + 5h Leto og 
Es folgt hieraus sogleich, vain 


EE f | da] = FF dey + ff £ dx, + $f f da 


sei. Es bleibt aber nun zu zeigen, dass a f, dessen Begriff hier an 
den Normalverein e,, ¢,, ¢, gekniipft war, ganz unverindert bleibt, 
wennn man statt des letzteren einen beliebigen andern Normalverein 
&,, &, & zu Grunde legt. Es sei x = &,e, + &€, + & 8, also 

WC, + Hy ly + Lye; = E18, + £8 + E585. 
Multiplicirt man diese Gleichung innerlich mit e,, so erhalt man 

ay = & [8 | 1] + & Le] &1) + 8 [es |e], 
da e?, = 1, [e, |e] = [e,|e,] =O ist; und hieraus erhilt man die 
Werthe fiir % und 2, indem man or e, beziehlich e, und e, setzt. 





Somit wird = = [é,|¢,], tiberhaupt aA = [e,|e,]. Nun ist 
es Of Ox, Of Ga, Of O25 
0b — Ga, Ob + Gm Ob + my 06; 
= Ff feel + HE lela) + xe lle, 


of of 


und hieraus erhalt man DE,’ DE, 


indem man «, und é, statt ¢, setzt; 
also wird 


BE ot Lent PE ep — SE ((eyleq] ey + [601 ¢1] &2 + [e511] 4s) 
+ ZL ((eylen) es + [eel ee] &» + [és l¢2] &) 
+ FE (ley lesles + [eel es] & + [éslea] 6) 
=f 4 He + re, 
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nach dem fiir die Umwandlung der Normalvereine erwiesenen Satze, 


d. h. der Werth des partiellen Differentialquotienten 2 f ist unab- 


hingig von dem zu Grunde gelegten Normalvereine. 


§ 2. 
Grundgesetz der Mechanik. 


Wenn z die Strecke bezeichnet, die von einem festen Punkte nach 

dem sich bewegenden Punkte gezogen ist, so ist unmittelbar klar, 
dass dx die Geschwindigkeit dieses Punktes ihrer Grésse und Richtung 
nach, und 6? in gleicher Weise die Beschleunigung oder Bewegungs- 
iinderung desselben darstellt*). Nach dem Beharrungsgesetz muss jede 
Aenderung in der Bewegung eines materiellen Punktes einer auf ihn 
einwirkenden Ursache zages¢hrieben werden. Es sei die Kinwirkung 
dieser Ursache gleich der Strecke p, so haben wir die Gleichung 
(1) 02 =p. 
Ist z. B. diese Einwirkung constant gleich der Strecke g, so erhalten 
wir durch Integration der Gleichung 6?2 —g unmittelbar dx —c-+ gt, 
wo ¢ eine willkiirliche constante Strecke (die Anfangsgeschwindigkeit) 
ist, und durch abermalige Integration x = b + ct + 4g#, wo b aber- 
mals eine constante Strecke (der Anfangswerth von 2) ist. Diese 
Gleichungen enthalten die gewéhnlichen Wurfgesetze in allgemeinster 
Form. 

Das sogenannte Gesetz vom Parallelogramm der Kriafte liasst sich 
so ausdriicken: Wenn die EKinwirkungen mehrerer Ursachen auf den 
Punkt x einzeln genommen gleich den Strecken p,, p,,--~ sind, so 
ist die gleichzeitige Einwirkung p aller jener Ursachen gleich der 
Summe dieser Strecke, p= p, + p, +--- Es gilt also die Gleichung 
(1) auch noch, wenn p die Summe aller Einwirkungen ist, welehe ver- 
schiedene Ursachen gleichzeitig auf den bewegten Punkt iiben. 

Einfache Kraft nenne ich eine Ursache, welche in einem materiellen 
Punkte in der Art ihren Sitz hat, dass die Einwirkung dieser Ursache 
auf einen andern materiellen Punkt nur von der gegenseitigen Lage 
dieser Punkte abhiingt, hingegen von dem umgebenden Raume ganz 
unabhingig ist. Wenn also ein materieller Punkt A auf einen andern 
B die Einwirkung BC iibt, und man die Figur ABC beliebig im 
Raume nach A, B,C, verlegt, so aber, dass ABC congruent mit A,B, C, 
bleibt, so muss B,C, die Einwirkung von A, auf B, bleiben. Hieraus 
folgt, dass BC in der unendlichen geraden Linie AB liegen muss. 





*) Noch einfacher wiire es, # unmittelbar als den sich bewegenden Punkt zu 
setzen, Doch verspare ich dies auf einen spiiteren Aufsatz, in welchem die Rech- 
nung mit Punkten dargestellt werden soll. 
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Denn wire dies nicht der Fall, sondern bildeten A, B, C ein Dreieck, 
und man drehte dies um die Axe AB um beliebigen Winkel in die 
Lage ABOC,, so miisste A auf B die Einwirkung BC, iiben, was mit 
der Einwirkung BC in Widerspruch ist, also kann die Kraft nur an- 
ziehend oder abstossend wirken. Aber noch mehr, wenn die Punkte 
A und B von ganz gleicher Beschaffenheit sind, so muss man auch 
A mit B vertauschen kénnen, ohne die Wirkung zu fndern. Uebt 
nun A auf B die (anziehende oder abstossende) Wirkung BC, und 
man dreht ABC um den Mittelpunkt von AB in die Lage A, B,, so 
dass A, auf B und B, auf A fallt, und sei C, der Punkt, auf den 
dann C fallt, so muss B,C, d. h. AC, nicht bloss als Einwirkung des 
Punktes A, auf B, sondern auch des Punktes B auf A aufgefasst 
werden kénnen, d. h. die Einwirkung muss gegenseitig und die beiden 
Kinwirkungen miissen einander entgegengesetzt gleich sein. Auch kann 
die Grésse dieser Einwirkungen, wenn die materiellen Punkte dieselbe 
Beschaffenheit beibehalten, nur eine Function der gegenseitigen Ent- 
fernung sein*). Wenn nun A und B zwar nicht ganz gleiche Be- 
schaffenheit haben, aber doch A auf B die entgegengesetzt gleiche 
Wirkung iibt wie B auf A, so nennen wir A und B an Masse gleich. 
Welche Masse wir als Einheit der Massen zu Grunde legen, ist an sich 
gleichgiiltig. Nachdem aber diese Einheit festgesetzt ist, so setzen 
wir die Kraft der Beschleunigung gleich, welche sie der Masse 1 mit- 
theilt. Daher kénnen wir in der Gleichung (1) den Endpunkt von x 
als einen Punkt von der Masse 1 setzen und p als die Kraft oder als 
die Summe der Krifte, die auf ihn wirken. In diesem Sinne kénnen 
wir die Gleichung (1) als die Grundgleichung der Mechanik setzen. 


§ 3. 
Bewegung eines freibeweglichen Vereins materieller Punkte. 


Ich unterscheide innere und dussere Krifte in Bezug auf den 
Verein. Innere Krifte sind solche, mit denen ein Punkt des Vereins 
auf einen andern Punkt desselben Vereins wirkt, iiussere die iibrigen. 
Ich nehme zuerst alle Punkte des Vereins als von gleicher Masse und 
zwar von der Masselan. Nun seien 2,,--+%m die von dem festen 
Punkte nach den beweglichen Punkten des Vereins gezogenen Strecken, 
p, die Summe aller Kriifte, die auf den ersten Punkt wirken, u. s. w. 
so hat man nach (1) die m Gleichungen 6?z, = p,,--- 0°%m» = Pm, 
diese addirt geben 


07a, +++ + 0am =p, +++: +Dm- 
Die inneren Kriifte, da sie paarweise entgegengesetzt gleich sind, heben 


Strémen bewegten Elektricitiiten wirken, nicht fiir einfache Kriifte haiten kann. 
15* 
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sich bei der Addition weg, folglich kénnen wir hier p,, ---p, als 
fiussere Krifte betrachten. Nun sei s die Strecke, die von dem festen 
Punkte nach dem Schwerpunkte des Vereins gezogen ist, und y,,--- Ym 
die Strecken, die von dem Schwerpunkt nach den Punkten des Vereins ge- 
zogen sind, soist nach der Definition des Schwerpunktes y, +----+-y,,—=0 
Nun ist aber 2, = s + y,,-°-+%m=S + Ym, also 2, + +-- 2%, = ms, 
worin zugleich die Construction des Schwerpunktes liegt, also 
Oa, +--- dx, = 07 (x, +--+ - 2) = mod’s, 
und so erhalt man aus obiger Gleichung 


1 
(2) s—=— p, 


wo p die Summe aller fusseren Krifte und m die Masse des Veréins 
ist. Dies ist die Gleichung der Bewegung des Schwerpunktes. Sie 
kann uns zugleich als Gleichung fiir die Bewegung eines Punktes von 
der Masse m gelten und wir kénnten von nun an auch Punkte von 
ungleicher Masse annehmen, doch behalten wir der Einfachheit wegen, 
ohne an Allgemeinheit etwas einzubiissen, auch jetzt Punkte von der 
Masse 1 bei. Fiihren wir in die Gleichung fiir die Bewegung des ersten 
Punktes statt x, seinen Werth s + y,, statt 0°, also 0*s + d*y, und 
statt d?s den aus (2) gefundenen Werth ein, so erhalten wir 


4 1 
(3) d*y; =, “ane m Pp, u. Ss. W. 07 Ym = Pn — =» 


als Gleichungen fiir die relativen Bewegungen eines beliebigen Vereins 
in Bezug auf den Schwerpunkt des Vereins. 

Multiplicirt man die Gleichung 677, =p, dusserlich mit 2,, so 
erhilt man links [%, 6? z,], dies ist aber das Zeitdifferential von [x, dz, ], 
da bei der Differentiation das andere Glied [dz,0x%,] nach den Gesetzen 
der fiusseren Multiplication null ist. Also erhailt man d[x, dx,] = [2,p,). 
Bildet man dieselben Gleichungen fiir die andern Punkte und addirt, 
so erhilt man mit Anwendung der Summenbezeichnung 
(4) d2[rdx] = Z[xp). 

Auch hier heben sich die inneren Kriafte weg; denn es sei z. B. 
A(x, — x,) die Kraft, mit der der erste Punkt auf den zweiten wirkt, 
so ist die Wirkung, die dieser auf jenen iibt, die entgegengesetzte, 
also A(~, — «,), also in der Summe auf der rechten Seite [a, 4(~, —<,)} 
+ (x, A(x, — x,)] = A[x,2,] + A[x,x,] = 0, da[x,x,] = — [a,x] ist. 
Also heben sich alle inneren Krafte weg. Ebenso auch die nach dem 
Anfangspunkt der x gerichteten Krifte. Denn ist Az, eine solche auf 
den ersten Punkt wirkende Kraft, so wird [z,42,] = 0. Wirken daher 
keine andern fiusseren Kriifte ein, als solche, die nach dem Anfangs- 
punkt der x gerichtet sind, so sagt die Gleichung (4) die Unveriinder- 
lichkeit der gesammten Fliichenbewegung 22d aus. 
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Multiplicirt man in gleicher Weise die Gleichungen (3) dusserlich 
mit y, u. s. w. und addirt, so erhalt man, da > [y 4 =* [Ly - p} 


vermége. der Eigenschaft des Schwerpunktes null ist, 
(5) 8 Z[ydy] = 2[yp] 
d. h. die Flichengleichung (4) gilt auch, wenn man statt des festen 
Anfangspunktes der « den beweglichen Schwerpunkt setzt. 
Endlich multipliciren wir die Gleichung 6*x,—p, innerlich mit dz, 
so erhalten wir, da d[0x, |? = 2[0*a, | dx,] ist, $d[dx,]* = [p, | dx,], 
oder auf alle Punkte des Vereins angewandt 
(6) 8 B}(d2)? = Z[p|d2] 
d. h. die Zunahme der lebendigen Kraft 24(dx)? wihrend einer Zeit 
ist gleich der Arbeit X[p| 0d] aller Kriifte wihrend derselben Zeit. 
Es ist fiir die weitere Entwickelung der Gleichung (6) sehr férder- 
lich, die gesammte Kraft p, mit welcher mehrere Punkte auf den 
Punkt 2, wirken, als partiellen Differentialquotienten nach 2, . von 
einer algebraischen Function aller dieser Punkte aufzufassen, so 


dass also, wenn U diese Function ist, p = i U sei. Man kann dann 
bee | 


sagen, dass die Kraft p, dem Streben*) entspringe, die Function U zu 
vergrossern. Die Vergrésserung nimlich, welche U durch eine un- 


endlich kleine Verschiebung dx, erfahrt, ist Ee U\ae,|; diese Ver- 
groésserung ist, wenn dx, dieselbe Linge beibehilt, am gréssten, wenn 
dx, die Richtung des ersten Factors hat, wie unmittelbar aus der 
Formel [a|b] = ab cos Z ab folgt, d. h. die durch die Kraft p, be- 
wirkte Bewegung nimmt diejenige Richtung an, in welcher die Function 
U am meisten vergréssert d. h, das Streben am vollkommensten erfiillt 
wird. Ebenso wenn der Punkt x, seine Lage verindert, da, aber stets 


dieselbe Linge behiilt, und die Richtung die des ersten Factors & U 


bleibt, so verhilt sich die Kraft wie die Vergrésserung von U d. h. 
wie die Erreichung des Zieles, welches sie erstrebt. Man kann daher 
in der That die Kraft p, als Aeusserung des Strebens, die Function U 
zu vergrossern auffassen. Bekanntlich wird U das Potential genannt. 
U zu finden, hat keine Schwierigkeit. Betrachten wir zuerst die Kraft 
Po, mit der ein Punkt w, auf einen andern x, wirkt. Diese Kraft 
lisst sich nach § 2, als Function ihrer Entfernung auffassen, also als 
f(r). Aber um die Richtung mit darzustellen, schreiben wir sie 


Pu = - f(r) (@% — %). 








*) Diese Idee des Strebens (der Tendenz) habe ich in der vorher genannten 
Arbeit vom Jahre 1840 zu Grunde gelegt. 
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Hier ist r die Lange von 2, — x,, d. h. r? = (a, — 2,)*, also differen- 
tiirt: 
rdr =[(x,—2,) | (da,—dz,)] oder dr = + (a, — x») | (dx,—d2,), 


Fi 
also 


Fryar —=+ f(r) [(e, — 2) (dx, — day) 
=([p., | (dx, — dz,)). 


Nun sei 

Sfr - dr = Uj, so ist dU,, = [p., (dx, — dzx,)] also if Uy. = po, und 
i 

so auch Aa Ui. = Py.» Hat man nun auf gleiche Weise zwischen je 


2 Punkten einer Schaar die Gréssen U,,, aufgestellt, so wird ihre 
Summe U @ine Function dieser Punkte, und die Kraft, welche auf 
einen Punkt 2, dieser Schaar die iibrigen Punkte iiben, ist dann 
7] 
Ox 

Fiir die Einfiihrung dieses Potentiales in Gleichung (6) ist gleich- 
falls die Unterscheidung in fussere und innere Krifte wichtig. Es sei 
V das vollstandige innere Potential d. h. die Summe der Potentiale 
zwischen je 2 Punkten des Vereins, und U das gesammte iiussere Po- 
tential, d. h. die Summe der Potentiale zwischen je einem ‘usseren 
und inneren Punkte, so lassen die ersteren in der Gleichung (6) eine 
vollstindige Integration zu, die letzteren nur, insofern die ‘usseren 
Punkte in der Zeit unverinderlich sind. In der That betrachtet man 
in der Summe 2 [p | dx] der Gleichung (6) die Krifte p,, und p,,, mit 
denen die ersten beiden Punkte aufeinander wirken und das zugehirige 
Potential U,,, so ist [p,. | dx%,] + [p., | 0%, ] der zugehdrige Theil 


jener Summe, also = [% Vi» | 62, | + FZ U42 | 6,| = 0U,, und 


dies auf alle inneren Krafte ausgedehnt, wird der daraus entspringende 
Theil jener Summe = dV und die Gleichung (6) nimmt die Gestalt an: 


(7) $2 (e2)? = r+ {>(Z U| dx). 


§ 4. 
Bewegung eines beschrinkt beweglichen Vereins. 


Die Beschrinkung in der Bewegung eines Vereins wird am ein- 
fachsten durch Bedingungs-Gleichungen dargestellt, welchen die be- 
wegten Punkte unterworfen sind. Allein durch diese Gleichungen ist 
die Bewegung noch nicht bestimmt. Vielmehr muss man Kriifte an- 
nehmen, welche auf die Punkte des Vereins wirken, sobald sich diese 
auch nur unendlich wenig aus der Lage, die den Gleichungen ent- 
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spricht, herausbewegen, und die sie unwiderstehlich in eine Lage zu- 
riicktreibt, welche diesen Gleichungen geniigt. Auf die nahere Be- 
stimmung dieser Krifte kommt es an. Es sei L =O eine solche 
Bedingungsgleichung, so wollen wir die daraus entspringenden Krifte. 
dem Streben zuschreiben, jene Gleichung Z = 0 zu erhalten, d. h. 
einem Potential, welches gleich LZ oder einer beliebigen Function von 
L etwa gleich f(Z) ist. Dies vorausgesetzt ist die Kraft, welche jenes 


Streben Z =O zu erhalten, auf den P. x, hervorruft — o. f (L) 
1 
=f L - - L, wenn /’L die abgeleitete Function von fL ist, oder be- 
bead | 
zeichnen wir mit 4 diese abgeleitete eeraaray! so ist die Kraft, die der 


Punkt «, vermége jenes ye erleidet, 4 = @, 2 die Kraft, die der 
P. x, dadurch erleidet 4 oe Lu s. w. Sind nun ausser jener Be- 
dingungsgleichung L — 0 noch andere M = 0 u. s. w., so entspringen 
daraus die Krifte wu i M, u a; M, u.s. w., und die Gleichungen der 
Bewegung werden nach dem Grundgesetz (1) 

BS Pages te ton 

Oxy = Py + A = “L+ee M+- 


L=0, M=0,::: 
hinreichen um die Unbekannten 4, w zu bestimmen. 
Nun seien dz,, dx,,--- beliebige Verschiebungen der Punkte 
Zy, %y+++, welche aber den Gleichungen dL = 0, dM =O, u. 8. w. 
geniigen. Man multiplicire obige Gleichungen innerlich mit dz,, dz,, 
u. s. Ww. und addire, so fallen, da 


laa, 21 ae) + (sq, Z| de] +--- = dL =0 


(3) 


wo 


ist, die Glieder mit A, w,+-- weg und man erhilt 


(9) >'[(@2 — p) | da] = 0, 
welche fiir alle Verschiebungen gilt, die den Gleichungen isla == (), 
dM —0, --- geniigen. 


§ 5. 
Gleichgewicht und mittlere Bewegung. 
Wenn die KyYifte, welche auf einen Verein wirken, nur von der 
Lage der Punkte des Vereins und nicht zugleich anderweitig von der 
Zeit abhiingen, so ist Gleichgewicht méglich, und die Formeln fiir das 
‘Gleichgewicht sind dann in den obigen Gleichungen enthalten, wenn 
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man nur die Beschleunigungen und Geschwindigkeiten aller Punkte 
des Vereins null setzt, wodurch dann Gleichungen zwischen den Kriften 
bedingt sind. Sind diese Gleichungen erfiillt, so kann dennoch die 
Anfangslage der Punkte des Vereins oder ihre Anfangsgeschwindigkeit 
von der Art sein, dass kein Gleichgewicht entsteht, und dass insbe- 
sondere bei sehr geringen Abweichungen des Anfangszustandes von dem 
Zustande eines sicheren Gleichgewichts Schwingungen um diesen Zustand 
stattfinden. Diesen Eigenschaften des Gleichgewichtes und seiner Stérung 
durch unendlich kleine Schwingungen entspricht nur fiir den Fall, dass 
die Krifte von der Zeit als solcher abhingen, ein Zustand der mittleren 
Bewegung, um welchen wieder, wenn dieser Zustand der mittleren Be- 
wegung ein sicherer ist, kleine Schwingungen stattfinden kénnen, die 
auch im Laufe der Zeit ein gewisses Maximum nicht tiberschreiten. 
Mittlere Bewegung eines Vereins, der von gegebenen (in der Zeit 
verainderlichen) Kraften getrieben wird, nenne ich diejenige Bewegung, 
bei welcher unter allen von den verschiedenen Anfangszustiinden ab- 


hingigen Bewegungen die kleinste Beweglichkeit stattfindet, oder ge- 


nauer ausgedriickt, bei welcher die Summe der wahrend einer hin- 
reichend grossen Zeit thitigen lebendigen Krifte ein Minimum ist. Ist 
T =4 (0 x) (immer die Punkte des Vereins an Masse gleich ge- 
dacht) die lebendige Kraft, also T@¢ die wahrend des Zeitelementes 
dt thiatige lebendige Kraft, so ist f Tdt zwischen den Grenzen ¢t = 0 
und ¢=¢ die wihrend dieser Zeit thitige gesammte lebendige Kraft. 
Fiir die mittlere Bewegung soll also jenes Integral, bei hinreichend 
grossem ¢, kleiner sein als fiir jede andre Bewegung des Systems, und 
auch kleiner bleiben als solche, wenn ¢ von da ab: beliebig wichst. 
Fiir lineire Gleichungen der Bewegung kniipfe ich den Begriff der 
mitileren Bewegung an den der mittleren Integration lineirer Ditferential- 
gleichungen beliebiger Ordnung, wihle jedoch als Beispiel lineiire 
Differentialgleichungen zweiter Ordnung. Es seien » Zahlgréssen 
Uys set U,, abhiingig gedacht von einer unabhiingigen Zahlgrésse ¢, 
und seien die Differentiale jener Gréssen nach ¢ mit 0 bezeichnet, und 
sei jene Abhingigkeit partiell bestimmt durch die » Gleichungen 


Ou, + a1, 10m _ eee a 1, nO Un a Di 1 tt we eee a Di, nUn = fit 


OB? tin + Gn Or +++ + An nPUn + On iti tess Da ntn=fat 
wo die a und b constante Zahlgréssen sind. 

Die allgemeine Integration dieser Gleichungen ist bekannt. Doch 
wird es fiir die klare Aussonderung der mittleren Integration noth- 
wendig sein, die allgemeine Integration iibersichtlich darzustellen. Zu- 
nichst ist klar, dass man die f¢ in beliebige Glieder zerlegen, die all- 
gemeinen Integrale in Bezug auf diese Glieder einzeln nehmen und die 
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so erhaltenen Integrale addiren kann. Ich zerlege die f¢ in Exponential- 
glieder, deren Exponenten der Zeit proportional sind, und setze daher 
als die zu integrirenden Gleichungen zunichst 


0? tty ay, 10 ty > + 1, nO Un Dy, 11 > = > + Oi, nin = 1 e** 








(10) , 

8? tn in, 19 Uy = + nn O Un + Dart +> - ++ Dan tin = gne*! 
WO 9:1,*** gn constant sind. Man denke sich auch die w in solehen 
Gliedern dargestellt. Dann treten sogleich 2 Arten dieser Glieder her- 
vor, naimlich solche mit der Exponentialgrésse e** und solche mit e**, 
wo A von x verschieden, aber noch zu suchen ist. Die erstgenannten 
Glieder bilden das mittlere Integral und lassen sich unmittelbar finden, 
die letztgenannten hiingen von der Lésung einer Gleichung des 2n'" 
Grades ab. Die mittlere Integration giebt uw = y1e**, +--+ -, Un = Yne”*, 
wo die yj --- y, durch die » Gleichungen 


HY + 41,141 +:-s+ 41, nYn + Bii% +eeet+ Di, nYn =f 
(1) ). 
#Y, + HOn,1Y1 + as + HOn,nYn + Da, 141 + site hs + Dn,nYn = Jn 

genau bestimmt sind, falls nicht, was unten zu besprechen ist, die 
Determinante der Coefficienten der y;,---y, null sein sollte. Setzt 
man hingegen wu, = 2:¢",- ++ uU, = 2, ¢', wo A nicht gleich x ist, so 
ergiebt sich ein entsprechendes Gleichungssystem wie das obige (11), 
mit dem Unterschiede, dass 4, z statt x, y eintritt und die rechten 
Seiten null sind. Daraus folgt, dass die Determinante der Coefficienten 
von 2,,-++ 2, null sein muss. Das giebt fiir 4. die oben angedeutete 
Gleichung des 2n'e" Grades. Fiir jeden der 2m Werthe 4,,---, Asn, 
welche dieser Gleichung des 2n' Grades geniigen, sind dann die zu- 
gehoérigen Verhiltnisse der z bestimmt, und dadurch ist dann die all- 
gemeine Integration vollendet. Nur wenn x einem der 2m Werthe 
Ai, +++ As, gleich wird, tritt der oben erwihnte Fall ein, dass die 
Yi +++ Yn der mittleren Integration unendlich oder unbestimmt werden; 
in diesem Falle kann man x zuniichst unendlich wenig von jenem 

- Werthe 4 verschieden setzen und in Bezug auf dieses x die mittlere 
Integration bestimmen. Immer bleibt die mittlere Integration vou der 

| Lésung jener Gleichung des 2n'" Grades unabhiingig. Um aber zu 
: den Gleichungen der Bewegung iibergehen zu kénnen, miissen wir den 
Gleichungen (10) noch eine andere Form geben. Denn da die Glieder 
ge*', welche die Krafte darstellen sollen, bei reellem x mit ¢ unendlich 
werden, so entsprechen sie unter dieser Voraussetzung nicht dem Fall 
der Natur. Man setze daher statt ge*‘ die zwei Glieder c cos x¢-+-c' sin xt 


d. h. aes emt a e-i*t, Diese beiden Glieder unterscheiden sich 
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nur durch das Vorzeichen von i = /—1. Setzt man nun in (10) zu- 


nichst statt g, e** ein “ me é** u. s. w., so hat man in (11) statt g, 


CG —c;8 : 

zu setzen —— u. s. w, ferner ix statt-x und —x? statt x?, und es 
werden dann die durch (11) bestimmten y imaginiir, sie seien v + wi, 
so wird u, = (v, + w,7) e**, +--+ tn = (Un + wai) e**. Setzt man 
e+ci 


dann zweitens in (10) — 


e—‘** statt g, so gehen daraus Werthe 


hervor, die sich von den obigen fiir u,, -- #, nur durch das Vor- 
zeichen von i unterscheiden, sie seien mit u,’, --~-, bezeichnet, also 
Uy == (v, — W, 4) e—***, - «+ ty == (Vn — Wy t) e~***; also wird u, + w, 
== 2v, cos xt —2w, sin xt =a, cos xt + b, sin xt, wenn 20, — a, 
und — 2w, = b, gesetzt wird. 

Es ist nun nachzuweisen, dass bei der Bewegung, die durch lineire 
Gleichungen der Form (10) bestimmt ist, die mittlere Integration zu- 
gleich die mittlere Bewegung liefert, wie sie oben definirt ist. Bei der 
Bewegung eines Vereins von m gleich schweren Punkten im Raume 
wird das » der Gleichungen (10) und (11) gleich 3m, die Gleichung in 
A also vom 6m'*" Grade. Wir uehmen senkrechte Coordinatenaxen 
an. Dann wird die gesammte lebendige Kraft T = 4 2du?, also 
Sf Tdt=}Z/fdwdt, wo sich die Summe auf u,, --- usm bezieht. 
Nun besteht wu, bei der allgemeinen Integration theils aus den Gliedern 
der mittleren Integration, welche von der Form a, cos xt + b, sin xt 
sind, und aus 6m Gliedern der Form ze‘; also du, enthilt dann Glie- 
der der Form xb, cos xt — xa, sin xt und der Form 4, ze‘, und du,’ 
enthilt dann die Quadrate dieser Glieder und die doppelten Producte 
je zweier. Man sieht sogleich, dass die Glieder der Form 4,ze*' bei 
reellem 4, mit unendlichem ¢ selbst unendlich werden, also // T'dt gewiss 
kleiner ist, wenn diese Glieder fehlen, als wenn sie vorhanden sind. 
Wir kénnen also fiir den Nachweis der mittleren Bewegung diese 
Gieder weglassen, dasselbe gilt, wenn 4, = «-+ fi ist, und @ nicht 
null ist. Es sind also nur die Glieder zu beriicksichtigen, wo 4, = fi 
ist; dann ist ein anderer Werth von 4 etwa 4, = — fi und die 
hieraus entspringenden reellen Glieder in u, werden von der Form 
p cos Bt + q sin Bt, also in du, von der Form 6 (q cos Bt — p sin Bt), 
also von entsprechender Form, wie die Glieder der mittleren Integration. 
Betrachten wir zuerst die Quadrate z. B. (xb, cos xt — xa, sin xt)’, 
also in 7'dt das Glied 4 x? (6, cos xt — a, sin xt)? dt, so giebt dies 
$ x? (b,?(1 + cos 2x#) dt + a,? (1 — cos 2x%t) dt — 2a,b, sin 2xtdt]. 
Dies giebt integrirt 4 x? (a,2 + b,?) + P, wo P lauter endliche perio- 
dische Glieder liefert. Ferner betrachten wir das doppelte Product 
zweier solcher Glieder z. B. x (b, cos xt — a, sin xt) und B (q cos Bt — p 
sin Bt), so giebt das in Tdi das Glied xBdt (b,q cos xt cos Bt + 
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a, p sin x¢ sin Bt—b,p cos xt sin Bt—a,q sin xt cos Bt) —x pat | tt ae 
cos (% + ) t+ 4 MP eos (x — B) ¢— PEM gin (y + py ¢— "P= 


sin (x — pt also wenn x nicht gleich # ist, so liefert dies lauter 


endliche periodische Glieder. Nun kénnen wir ¢ so gross annehmen, 
dass die periodischen Glieder gegeir die Glieder der Form 4x? (a,? + b,?) ¢ 
u. s. w.verschwinden ;dann wird f T'dt==42x? (a? + b*) t-+42 6? (p?+-q*)t, 
wo die erste Summe sich auf alle Glieder der mittleren Integration be- 
zieht, die letzte auf die iibrigen. Hier sind die a und b von unver- 
ainderlichem Werth, hingegen p und g kénnen null sein, also wird fiir 
hinlinglich grosses ¢ das Integral / 7dt am kleinsten, wenn die p, q 
simmtlich null sind, d. h. das Integral das mittlere ist. Es ist dadurch 
nachgewiesen, dass bei lineiiren Differentialgleichungen der Bewegung 
die mittlere Integration zugleich die mittlere Bewegung liefert. 

Ich nenne ein Glied von der Form acos xt-+ b sin xt, wo x 
positiv ist, mégen nun a und b Zahlen oder Strecken sein, ein elliptisches 
Glied und x seinen Zeiger. In der That, sind hier a und b Strecken 
von ungleicher Richtung und wird a cos xt + b sin xt als Strecke r 
dargestellt, die von einem festen Punkte ausgeht, so beschreibt der 


Endpunkt in der Zeit 22 eine Ellipse, und zwar so, dass die Strecke 


r selbst in gleichen Zeiten gleiche Riume beschreibt, niaimlich in der 
Zeit dt den Raum }[ab] xdt; die Strecken a und 6 sind conjugirte 
Halbmesser der-Ellipse. In der That, setzt man cos xt = wu, sin xt =v 
so wird jener Radius r = wa + vb und u? + v? = 1, was die Gleichung 
der Ellipse mit den conjugirten Halbmessern a und 6 ist. Ferner be- 
schreibt der Endpunkt von ry im Zeitelemente dt die Strecke dr - dt 
d. h. (6 cos xt — a sin xt ) xdt und r selbst den Flichenraum } [rdr] dé 
d. h. $ [((a@ cos xt +'b sin xt) (b cos xt — asin xt)] xdt; das einge- 
schlossene fiussere Product giebt, da [aa] = [bb] = 0, [ab] = — [ba] 
und cos *x¢-+ sin 2«¢ gleich 1 ist, den Werth [ab], also ist der im Zeit- 
elemente dt beschriebene Flichenraum = } [ab] xdt. 

Wir kénnen nun das Gesetz der mittlern Bewegung fiir unsern 
Fall so aussprechen: Wenn die Bewegung eines Vereins von Punkten 
durch lineiire Differentialgleichungen dargestellt wird, so entsprechen 
den elliptischen Gliedern, welche in dem Ausdruck der Kraft vor- 
kommen, elliptische Glieder von denselben Zeigern in allen Strecken, 
welche von einem festen Punkte nach den beweglichen Punkten ge- 
zogen sind, und zwar sind die Coefficienten dieser Glieder durch die 
gegebenen Gleichungen vollkommen bestimmt, und ausser diesen Glie- 
dern treten bei der mittleren Bewegung keine andern hervor. 

Ich bemerke noch, dass sich die Sicherheit oder Unsicherheit der 


- 
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mittleren Bewegung aus den oben entwickelten Principien aufs leichteste 
ableiten lisst. 


§ 6. 
Anwendung auf die Theorie der Ebbe und Fluth. 


Wir betrachten auch hier das der Ebbe und Fluth unterworfene 
System zuniichst als einen Verein vor m Punkten, deren Massen 1 sind. 
Dann gilt fiir die relative Bewegung in Bezug auf den Schwerpunkt 


die Gleichung (3) in § 3., nimlich d?y, =p, + q, — 1 p u. S. W. 


m 
1 ° ° - ° — — wf 
82m = Pm + In — = Ps indem ich niimlich die inneren Kriafte q, u. s. w. 


von den iiussseren p, u. s. w. gesondert und p, + -- pn =p gesetzt 
habe. Nun sei das System einer gleichférmigen Rotation um eine feste 
durch den Schwerpunkt gehende Axe unterworfen und angenommen, 
wie es bei der Theorie der Ebbe und Fluth in der hier nur beriick- 
sichtigten ersten Anniiherung gestattet ist, dass sich die Punkte nur 
unendlich wenig von der Lage, die sie bei jener gleichférmigen Rota- 
tion annehmen wiirden, entfernen. Ferner sei » die Winkelgeschwindig- 
keit bei jener Drehung, also nt die Drehung wiihrend der Zeit ¢. Es 
sei eine in der Drehungsebene (also senkrecht gegen die Drehungsaxe) 
gelegene Strecke a angenommen, so verwandelt sie sich durch die 
Drehung um den Winkel né in acos nt+a sin nt, wo a’ senkrecht 
gegen a in der Drehungsebene nach der positiven Drehungsseite liegt 
und mit @ gleich lang ist. Wir bezeichnen nach bekannter Analogie 
diese Strecke a’ mit ai, wo i die planimetrische Darstellung der /— 1 
ist. Dann verwandelt sich also a in a (cos nt + ¢ sin t) = ae’, und 
es wird dann dae'"‘—=ae'*' -in. Nun sei in =e gesetzt, wo « die Winkel- 
geschwindigkeit ihrer Grésse und Richtung nach darstellt. Daun ver- 
wandelt sich also a durch jene Drehung in ae*', und dae** wird 
ae**a, 0? ae** = ae*' a, wo iibrigens «* — — n? wird. Dieselbe Be- 
zeichnung wende ich auch an, wenn a nicht in der Drehungsebene 
liegt, niaimlich in der Art, dass, wenn a die Richtung der Drehungs- 
axe hat, ae** =a und aa =( ist. Dies vorausgesetzt driickt dann, 
wenn @ beliebige Richtung hat, aec*‘ die Strecke aus, in die a iiber- 
geht, wenn sich das ganze System um den Winkel «a? dreht und es 
bleibt dann dae** = ae*'a, d?ac** =.ac*'a?, wo man aber statt a? 
nicht ohne Weiteres — n? zu setzen hat, In diesem Sinne sei nun 
Y, = (x, + u,) e*', wo x, in der Zeit unverinderlich und w, unendlich 
klein ist.’ Dann wird dy, = du, e*t + (x, + u,)e*ta, dy, = du, e** 
+ 2du,e*! a + (a, + u,)e**a? = [d2u, + 2u,a + (x, + u,)a?] e**. 
Aber wenn sich das ganze System um «i dreht, so drehen sich auch 
die inneren Krifte um denselben Winkel, und wir kénnen also statt 
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q, schreiben q,'e*‘. Somit erhalten wir, wenn man noch mit e—** mul- 
tiplicirt, die Gleichung 


Bu, + 2due + (x, + uo? — 9, + (», — Ave. 

Nun hingt aber gq,’ von der gegenseitigen Entfernung der Punkte, also 
hier von 2,-+«,—(a,-+u,) d. h. von 2,—2,--+-(u,—U,) ab, wo u,—u, 
gegen x,— 2, unendlich klein ist. Somit sondert sich gq,’ in zwei 
Glieder, von denen das eine die w nicht enthalt, das andere eine 
lineiire Function der w ist. Jenes sei mit q,” bezeichnet, dieses mit 
,, 80 kénnen wir die obigen Gleichungen in je 2 Gleichungen son- 
dern, niimlich 
(12) yO Gy ys + ma? = Gm” 
die den Gleichgewichtszustand bestimmen, und 


Pu, + 2du,a + ua —gQ, = (», = ‘ ») Be 
(13) 


82 thm 20 me + Uma? — Pm = (pn —1p) am” 
welche ganz die Form der im § 5. behandelten Gleichungen haben, 
und ihre mittlere Integration liefert dann die Bewegung der Ebbe und 
Fluth. Es kommt nur noch darauf an, die rechten Seiten dieser Glei- 
chungen (13) in elliptischen Gliedern zu entwickeln. Wir nehmen 
zuerst nur ein Gestirn an, und zwar sei dasselbe nahe kugelférmig 
und die Entfernung seines Mittelpunktes von dem Schwerpunkte des 
Systems unendlich gross gegen die Dimensionen des Systems. Die An- 
ziehung, welche eine Kugel durch ihre Gravitation auf einen diusseren 
Punkt iibt, ist dieselbe, als ob alle ihre Masse in ihrem Mittelpunkte 
vereinigt wire. Es sei L diese Anziehung in der Entfernung 1, so ist 
sie in der Entfernung e gleich a. Nun sei x die Strecke vom Schwer- 
punkt des Systems zum Mittelpunkt der Kugel zur Zeit ¢ = 0 und sei 
e die Linge von r, so,ist-zu dieser Zeit p, mit Uebergehung der Glie- 


der von héherem Grade der Kleinheit der Grésse und Richtung nach 


at —*) ae y j° Das giebt entwickelt 
(7 — %) r—2 eo a4])% 


=E(r— a, + Seley). 


Dann -erhik man, da die x vom es Wee a des Systems aus 
genommen sind und also Law = 0 ist + nP =r. Folglich wird 








zur Zeit t=O die rechte Seite der Gleichung (13) gleich 3 z(? tr ly —z,) . 


Nun sei wiahrend der Dauer eines Tages die Entfernung des Gestirnes 
und seine Declination als constant angenommen, wihrend sich seine 
Rectascension in der Zeit ¢ um Bt findere, so ist zur Zeit ¢ erstens r 
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in re’*, zweitens x, in «,e*' tibergegangen, und die rechte Seite der 
t) act 
Gleichung (13) wird Z (clea?) re! — x, c*) e~*'. Nun fndert 
sich nach dem Begriff des inneren Productes der Werth desselben nicht, 
wenn die beiden Factoren sich um gleiche Axe und um gleichen Winkel 
z. B. um den Winkel —ft drehen und man erhilt, wenn « — B = y 
gesetzt wird, die rechte Seite der Gleichung (13) gleich 
L (sirts e”*] re @! 
o 































ee \ — &, 

Es sei die Liinge von 2, gleich we, so wird [r | x, e’‘] =e? cos g, 
wo @ der Winkel zwischen r und 2," ist. Es sei 4 der Winkel, 
den die Axe a mit r, und @ der Winkel, den sie mit x, bildet, und 
sei m, der Winkel, den die Ebene ar mit der Ebene az,, also a, + yt 
der Winkel, den die Ebene ar mit der Ebene az,e’‘ bildet, so ist 
cos pcos 9 cos #-+-sin y sin # cos (@,-+-yt), also erhalten wir obigen 
Ausdruck = = {3 [cos 9 cos # +-sin sin @ cos (w, + y#)] re" —2,| 
wo man noch statt r setzen kann r, + 1,, indem 7, in der Axe r, im 
Aequator liegt, also statt re ’‘ setzen kann r, + 7,¢~”'. Setzt man 
py tro Ronee 
so tibersieht man auf der Stelle, dass der ganze Ausdruck aus 3 elli- 


ptischen Gliedern mit den Zeigern 0, y und 2y besteht, wo y die 


dann auch noch statt cos (@, + y?¢) seinen Wert 





scheinbare Winkelgeschwindigkeit des Gestirns, also = seine schein- 


bare Umlaufszeit ist. Tritt nun noch, wie es bei der Ebbe und Fluth 
der Fall ist, ein zweites Gestirn hinzu, welches auf die Bewegung 


Einfluss hat, und dessen scheinbare Umlaufszeit Be ist, so treten noch 


zwei elliptische Glieder mit den Zeigern y’ und 2y’ hinzu. Bezeich- 

nen wir diese 5 elliptischen Glieder fiir den ersten Punkt mit p,,,, 

Pt,y) Pi,2y> Pi,y’y P1,2y', 80 wird die erste der Gleichungen (13) 

(14) da, + 20 u, a + 4, &?—Q, =P, 59 + Pry Pizy + P1,y +P1,27° 
Daralis ergiebt sich, da bei der Ebbe und Fluth nur die mittlere 

Bewegung ins Auge gefasst wird, fiir wu, gleichfalls eine Summe von 

fiinf elliptischen Gliedern mit denselben Zeigern, also 


(15) Uy = Uy 9 H My + May Fy + t,2y 
Wenn t,,9, M1,y U. 8. Ww. elliptische Glieder mit den Zeigern 0, 7, u. s. w. 
darstellen. Entsprechend sind die Gleichungen fiir jeden andern Punkt. 
Das erste Glied u,,, giebt an, um welche Strecke die durch die Ge- 
stirne bedingte mittlere Lage des ersten Punktes von seiner Gleich- 
gewichtslage abweicht. Die andern 4 Glieder geben die Bewegung 
des Punktes um seine mittlere Lage an. Es ergiebt sich daraus der 
Hauptsatz fiir die Theorie der Ebbe und Fluth: 








a 4 tee a 
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»Die Bewegung, welche jeder Punkt des Meeres bei der Ebbe 
und Fluth vollendet, ergiebt sich durch die Interferenz von vier elli- 
ptischen Bewegungen, von denen zwei dieselbe Umlaufszeit haben, 
wie die scheinbare Umlaufszeit der Sonne und des Mondes betragt, und 
die zwei andern eine halb so grosse Umlaufszeit.“ 

Jedes elliptische Glied enthilt vermége seiner Form a cos yt 
+ bsin yt, wo a und 6 Strecken sind, sechs algebraische Constanten, 
also die vier elliptischen Glieder zusammen 24. Sind diese 24 Con- 
stanten fiir einen Punkt des Meeres durch Beobachtung gefunden, so 
ist dann die Bewegung des Punktes genau bestimmt. Soll aber nur 
die Héhe, also nur das Sinken und Steigen bestimmt werden, so hat 
man nur die Projectionen jener Strecken a, b u. s. w. auf die verti- 
cale Linie zu beachten, man erhilt also dann 8 Constante in Ueber- 
einstimmung mit La Place méc. cél. IV, 3. Jene 24 Constanten sind 
an sich durch die inneren Krafte (Gravitation und Elasticitat) bedingt 
und also nur dann theoretisch zu bestimmen, wenn die Beschaffenheit 
des Systems vollstiindig gegeben ist. 

Nimmt man statt der m Punkte eine im Raume stetig verbreitete 
Materie an, so hat man in den Gleichungen (12) statt 2,,--- 2, eine 
variable Strecke « im Raume zu setzen, und die Gleichung wird 
(12*) rar = q”, 
wo q” eine Function von x ist. Diese Gleichung bestimmt das Gleich- 
gewicht des Systems. Dann wird in den Gleichungen (13) und (14) statt 
Ui, ***Um die yon x abhiingige Grosse w gesetzt werden miissen und 
die Gleichung (14) wird 


(14*) ®u+ 2du-a+u-a?—p=py+ py + Poy + Py + Pry, 
WO U, Po, Py «++ Functionen von @ sind und @ eine in Bezug auf u 
lineiire Function von « und wu ist. Die Gleichung (15) wird dann 


(15*) U = Uy + Uy + Usy + Uy + Uy’, 
wo die elliptischen Glieder zugleich Functionen von # sind, also z. B. 
u, = a, cos yt + b, sin yt ist, wo a,, b, Functionen von # sind. 
Will man die Oberfliiche des Meeres haben, wie sie sich durch 
die Ebbe und Fluth zu jeder Zeit gestaltet, so hat man 2% auf die 
Punkte der Oberfliiche zu beschrinken. Dann wird die Gleichung (12*) 
die Gleichung der Oberfliiche beim Gleichgewicht (die aiusseren Krifte 
null gesetzt). Wir kénnen diese Gleichung in der Form dargestellt 
denken, dass « eine Function ihrer Richtung & wird, d. h. Function 
einer Strecke &, die mit x gleiche Richtung hat, aber deren Linge 1 ist. 
Dies ist die wesentliche Idee der Polarcoordinaten. Die Gleichung 
der Oberfliche zur Zeit ¢ ergiebt sich dann leicht, da y= 2% -+ wu war 
und u gefunden ist. Erhebt man diese Gleichung aufs (innere) Quadrat, 
so erhilt man y? = 2? + 2[a% | uw], da wir das letzte Glied u* als von 
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héherer Ordnung der Kleinheit weglassen kénnen. Ist nun ¢z die Pro- 
jection von uw auf x (oder auf &), so erhilt man 

(16) y? = 2? + 222 

als Gleichung der Oberfliiche zur Zeit ¢. Hier besteht 2 aus 5 elli- 
ptischen Gliedern mit den Zeigern 0, y, 2y, y’, 2y’, aber diese elliptischen 
Glieder haben hier die Form, dass ihre Coefficienten nicht Strecken, 
sondern Zahlengréssen sind, welche von & abhiingen. 

Es ist in dem Obigen die Ebbe und Fluth nur in der ersten An- 
niherung bestimmt. Will man eine héhere Anniherung erzielen, so 
muss man dennoch die hier entwickelte Theorie zur Grundlage nehmen, 
und dann die zweite Anniherung in entsprechender Weise behandeln, 


wie dies in der Theorie der seculiren Stérungen der Planeten ge- 
schieht. 


Stettin, den 31. Marz 1877. 














Bemerkungen zum analytischen Beweise des cubischen 
Reciprocititsgesetzes. 


Von V. DANTScHER in Wien. 


In der Abhandlung ,Applications de PAlgébre 4 I’ Arithmétique 
transcendante“*), welche die bekannten schénen Beweise des quadra- 
tischen und biquadratischen Reciprocitiitsgesetzes durch periodische 
Functionen enthilt, bemerkt Herr Eisenstein, dass auch das cubische 
Reciprocititsgesetz nach derselben Methode bewiesen werden kénne; 
indessen hat die Ausfiihrung dieses Gedankens doch manches Eigen- 
thiimliche fiir sich, so dass eine kurze Darstellung vielleicht nicht un- 
gerechtfertigt erscheint**), umsomehr, als dieselbe Gelegenheit bietet zu 
zeigen, dass die Theilbarkeit der Coefficienten der Theilungsgleichung 
durch einen eingliedrigen Primzahltheiler (worauf sich der Irreducti- 
bilititsbeweis stiitzt) auch in den Ausnahmefillen ohne umstiindliche 
Reihenentwickelungen leicht erschlossen werden kann. 


I. 


Die Theorie der cubischen Reste erfordert die Einfiihrung der 
complexen Zahlen a+-b o***) (a und b reale ganze Zahlen, 9? + 9+ 1—0). 
Die Kigenschaften dieses Zahlensystemes lassen sich nach Analogie 
jener der gemeinen complexen Zahlen leicht entwickeln und sind, so 
weit es fiir den vorliegenden Zweck erforderlich ist, in der Eisen- 
stein’schen Abhandlung ,,Beweis des Reciprocitiitssatzes fiir die cu- 
bischen Reste u. s. w.“ Crelle’s J. XXVII, oder in den Vorlesungen 
»Vie Lehre von der Kreistheilung“ von H. Prof. Dr. Paul Bachmann, 
Leipzig 1872, zusammengestellt. 

Bedeutet m eine Primzahl (1 — @ ausgenommen), mw deren Norm, 
z eine durch m nicht theilbare Zahl, so ist der cubische Charakter 
von z in Beziehung auf die Primzahl m, den Eisenstein mit dem 


*) Mathm, Abh. von Dr. G, Eisenstein, Berlin 1847, p. 127. 

**) In der Jenaer Doctordissertation des H. Paul Hjibler (1871), die mir 
leider erst wihrend der Correctur zur Kenntniss gekommen ist, wird der Beweis 
des cubischen Reciprocitiitsgesetzes (der mir tibrigens p. 33 bez. des Nachweises, 
dass die Coeff. My, u. Nu ganze complexe Zahlen seien, nicht vollstiindig zu sein 


scheint) nicht durch die Symmetrie der analytischen Darstellung von (“) in 


Beziehung auf m und n geliefert, und werden ausserdem die oben erwiihnten Aus- 
nahmefille nicht behandelt. 
***) Gauss’ Werke, Bd. II. theoria resid. biqu. commentatio II]. Anm. p. 102. 
Mathematische Annalen. XII. 16 
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“ 

Symbole B bezeichnet, definirtdurch die Congruenz | * |= s * mod m. 
Bilden die Zahlen r,, r,, --- r,.—1 ein Drittelrestsystem mod m, so 
Se. 
bilden auch die Zahlen zr,, zr,, --- 27.—1 ein solches, und ist daher 

3 
er, = o'r, mod m; erhialt dabei ia# mal den Werth 0, 6 mal den 
— 
Werth 1, y mal den Werth 2, so ist ¢ * = o?+*y mod m, also kann 
man geradezu setzen: 


<i ase t*. 
(1) [s] @ 

An dieses Lemma kniipft nun die analytische Behandlung an. Sie 
beruht einerseits auf der Existenz einer doppelt periodischen Function 
pu, welche ein primitives Periodenpaar 2@, 2@@ besitzt, andererseits 
auf der sogenannten complexen Multiplication derselben in der Art, 


dass p (ou) = opu ist. Ist e—2 + (a + Bo) m= ze mod m, so ist 
dann 


22@ Z2@ 2'2@ 
= p\|- 2aa-+ 28a )= r( 
m a a at FEY PR 
d. h. die Congruenz z = 2 mod m ersetzt durch die Gleichung 


22 @ 
m 


22a 
p = = p(? = ) , und umgekehrt. 





£r,2@ 2a 
‘ . j k 
Ist ferner 27, = o'r, 80 ist p (“ = o'p (3 ), woraus 


m 


der Ausdruck von o* durch den Quotienten p ( x a *) : p (= °) folgt; 


m 
das cubische Symbol liisst sich also darstellen in der Form 


2r2o 
| :|> I] P ‘C5) m ‘i 
m x T2@ 
P p (2) Wee 
wobei r ein Drittelrestsystem mod m durchliuft. 
Eine Function pu mit den verlangten Eigenschaften ist nun nach 
der Theorie des Herrn Weierstrass die specielle p Function p (u; 0, g,), 
in der man tiberdiess noch zur Vereinfachung g, = 1 setzen kann; im 
Folgenden wird p (uw; 9, 1) kurz mit pu oder p bezeichnet. 
Die fiir die allgemeine Function p (w; g,, 9,) bestehende Relation 


p (mu; m—*g,, m—* gs) = + P (U3 Ge, 93) ergiebt fiir g, =O und m= eo 
p (ov) = epu, und das Additionstheorem fiir p (u; 0, 1 


oo pv(pu-+ pv)—1—p'u-pv 
p(w +0) tp 
lasst mit Riicksicht darauf, dass die Entwickelung von pu in der Um- 
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a9 : 
gebung des Nullpunktes mit =, anfiingt, unmittelbar erkennen, dass 


2@@ eine primitive Periode von pu ist, wenn 2 eine solche ist. 

Um nun in dem Falle, wo z und m zwei ungerade primire*) 
Primzahlen P und Q sind, die Beziehung zwischen [| und [z]) 
d. h. das Reciprocitiitsgesetz unmittelbar aus der analytischen Darstel- 
lung zu ersehen, muss die complexe Multiplication der Function pu 
durch einen ungeraden primiren Multiplicator m = — 1+ 3a + 3Bo 
genauer ausgefiihrt werden. 

Aus dem Additionstheoreme folgt zuniichst, dass sich p (mw) ra- 
tional durch pw ausdriicken lisst; angenommen nimlich, es sei fiir 
einen bestimmten Multiplicator », der eine ganze complexe Zahl von 
der Form a + be ist, p (nu) = R(pu), so ist auch p [(n + @') u] 
(wegen p(-+ o'u)—=o'pu, p(n) =— R (pu) pu und p?u= 4pu  — 1) 
eine rationale Function von pu. 


Fiir » = 1 — @ und » = 2 findet man aber unmittelbar: 


sme. (2u) su +2 
(Bay p[(—e) 0] = Qe ey (Bb) 2G" eat. 





2a —_2+e 2 a 
3 


Die erstere dieser Gleichungen lisst in den Grossen ; 


und itt 20 = tte 2a, den Dreitheilungspunkten der Diagonale 


2a, 2@@ des Periodenparallelogrammes, die Nullwerthe von pw er- 
kennen. . 
Setzen wir also 


(4. plu) _ (pw) 


pu F(pu)’ 





mit ® und F' ganze Functionen ohne gemeinsamen Theiler bezeichnend, 
so lisst sich zunichst Folgendes aussagen: die linke Seite bleibt zu- 
folge der Gleichung p(eu) = oepwu ungeiindert, wenn @w an die Stelle 
von w tritt, und erhalt fiir « 0, wofiir pu oo wird, den Werth afi 
also sind ® und F’ ganze Functionen desselben Grades von p*« und 
ist der Coefficient der héchsten Potenz in ® gleich 1, wenn er in 
F m? ist. 

® 
F 





Zur Darstellung der rationalen Function dient nun die Function 


*) Jede durch 1—g@ nicht theilbare Zahl a+ be lisst sich durch Multipli- 
cation mit einer Einheit (— 1)"@ auf die Form —1+3a-+38o0 bringen und 
zwar ist, wenn q und § die kleinsten positiven Reste von a und b mod 3 bezeichnen, 
6 =a+bmod2, r=43(1 + (—1)% (a +2641) 4+4(1—(—1)9) @a-+64-1)mod 3. 
16* 
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a (mu) 
ou 


eine ganze Function von p*u ist, in pu vom Grade © . 


, *) welche fiir ein ungerades, durch 1 — @ nicht theilbares m, 


1 ; 
» gegeben in 
der Form: 


©) Fe —Yow== | Toxo)» [Tee 


wobei s ein halbes Restsystem, m ein Sechstelrestsystem mod m 
durchliuft. 

1— ov 
oC =") (1 — @)pu. 


Die Gréssen +- ste bilden ein vollstaindiges System incongruenter 





Insbesondere ergiebt sich fiir m = 1 — @ 


Unendlichkeitswerthe von me), welche simmtlich die Ordnungszahl 


2 haben, also miissen sie zugleich Nullwerthe von F'(pu) sein mit der 
Ordnungszahl 2. Da m als ungerade vorausgesetzt ist, so ist jeder 


Werth ste verschieden von einer Halbperiode und verschwindet daher 


Y (pu) fiir ihn nur in der ersten Ordnung; ¥?(pw) verschwindet also 
fiir jede Wurzel von F'(p) in derselben Ordnung, die beiden Functionen 
fe — 1'*" Grades haben gleiche Coefficienten der héchsten Glieder, also ist 


(6) F (pu) == Y? (pu) = m* [pu — pum]? 
I 


. 2 ~- : . , 
wobei — zur Abkiirzung mit v» bezeichnet ist. 


Denselben Schluss kann man auch mit Benutzung der bekannten 








2 . . . 
Relation pu = — : on ho machen; durch sie ergiebt sich aus (5): 
- p(mu) — w¥? + (4p3u — 1) [(W2? — VY" ] pu’ — 6YY' pu | 
( ) “pu ror my? Pie ke 


allein diese Darstellung ist zum Beweise des Reciprocitiitsgesetzes nicht 
geeignet. 

Eine andere, fiir den gegenwirtigen Zweck entscheidende EKin- 
sicht in den Zusammenhang zwischen den Functionen ® und ¥ ver- 
schaffen die aus dem Additionstheoreme erfliessenden Formeln: 


sy p(«— j=) 2(« ar eg 
oath) ta er) a 


Aus ihnen folgt wegen m = — 1 mod 1 — @: 


*) Weierstrass in seinen Vorlesungen; vergl. auch Kiepert, Crelle’s J. 
B. 76. ,,Wirkliche Ausfiihrung der ganzzahligen Multiplication u. s, w.“ 
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? [™ (“— Ol » [» («+ =r) 
o(¢-=)e+i 

pe free) efor 





p(mu) mw] ] [> («-72,)- Pron) [> («+;—.)- pon] 23 


m 


nach (8a) und (8b) ist: 
[»' (u _ i) — pom | [pu +; = => p *om | 


1 ee ‘ 
= jiu LP'Omp?u — Sp>omp>u + pu + p? Om]; 
somit ergiebt sich: 


/ / [P°0, pu — 3p>v, piu + peu + p*v,,]? 


p(mu) mt . Lee Cee sii & 


#e 2u—2 .i. ae 
ee [>( =) . [put =) 
Die Function [ I [p®vm p’u — Sp vm pu + pu + prvm] ver- 
m 


schwindet fiir jede der « — 1 von einander verschiedenen Wurzeln von 
M(pu), ist also mit Riicksicht auf die Grade und ersten Coefficienten 


gleich [ [v'en D (pu). 
m 
Nach dieser Darstellung des Ziahlers O(pu) erhalt a die Form: 


ome) pv, piu — 3p> v,, pu + p> u + p>v,, 


m? TT Om m [peu — p*o,, |? 


m 


(9) 








Mit Hilfe der bekannten Gleichung: 
(10) (uw + 2v0 + 2v' a’) = (— Itt” POMtOMETIOFH) Gy 


und der Gleichung y4@' — 9 @ = ; +, aus welcher hier wegen 9 ~—@" y 





(11) n@ = 7/0 = tee) 
hervorgeht, zeigt man nun leicht, dass m? | [p om den Werth 1 hat. 
m 
m ie 
Aus (5) folgt niamlich zunichst - (or: =o) _ (—1)° m Il P? m3 
oft 


1—e 
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2@ ° 
a(B-++1 2[“—"4 20429) |qo ot ne 
nach (10)ist- = i=) _ (1) wrewe [ Strick Sd er o—~° A 
6 ee 
i—e 
denn nach der Voraussetzung, dass m = — 1 + 3a + 380 ungerade 


ist, ist a(B + 1) sicher gerade. Sig 
Um o“~ 2" au berechnen dient die Gleichung ot — 24) (19) pu; 


aus ihr folgt, mit Riicksicht auf o (2@) = — e?"™, (22) = —1, 
= gt— ne 
fir vu = (i yan — 00, also 6#—1 (- — <)== ( ar eh. 


und aiaila ist 


(12) m | [vom = — l. 


m 
Aus (9) erhalten wir demnach die gesuchte Darstellung von nee 
in der Form: 
(13) p(mu) __ Te Pity Yi — BP? Oy Pret PUT Py 

pu ae | P u— pv m |? 
welche nun zum Beweise des Reciprocitiitsgesetzes viéllig geeignet ist. 





Sind nimlich P und Q zwei ungerade primiire Primzahlen, be- 
zeichnen » und gq beziehungsweise Sechstelrestsysteme mod P und 


mod Q, und setzt man zur Abkiirzung "5° = Wy, = @,, so ist 
nach (2): 

Q] P(Gey)p [?]- [p@andy? 

[8] — 10 oe, > ee ~]T po, | 


Beniitzen wir nun fiir 


P (Qe ) p (mu) 
peo : 


» die obige Darstellung von pw» 80 er 
p 


giebt sich: 
(g|- UL] (Aer tee . 
cece ces BE 
nun ist aber der Ausdruck rechts vollkommen symmetrisch in Beziehung 
auf @, und @,, folglich ist das cubische Reciprocititsgesetz fiir zwei 
ungerade primaire Primzahlen P und Q ausgedriickt durch die Formel 
Q) __ [P 
[>]=[e) 
Nach der Annahme iiber P und @Q ist die Primzahl 2 ausge- 
schlossen; es ist aber leicht zu zeigen, dass auch [P| = lz] ist. 
Die Zahl 1 bildet ein Drittelrestsystem mod 2, also ist nach (2) 


[s|- P =); bentitzt man fiir den Ausdruck rechts wieder die Dar- 












ste 


(¢ 
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Pot? Pp (2@,) ist 


stellung (13) und bemerkt, dass 4p’ — 1, ip'o, i pa 
P 





[(36)], so erhalt man: 
i)- 12-0) 
7 t pro, P 


°] lasst sich aus den entwickelten 





Auch die Bestimmung von E 
Formeln, wie folgt, treffen. 
Nach (2) und (3a) ist 


5] [os TT eared 


nach (12) ist [ [v°, = — bezeichnet man ferner N(P) mit a und 
p 


aus a—1 a—1 


bemerkt (1 — 0) * =3 * @ °® , so ergiebt sich: 


Pe et PB [tee — 1). 


2@ . . 2.) 
Da nun p>( z ) = 1 ist, wie man aus (3a) erschliesst, so kann man 


7 ree) 
py» IT (pea, — 1) = P I | [pa — G2) = ae C) [(6)}. 
# (=) &, ca - 

#() 


bestimmen beniitzen wir die auch fiir beliebige Invarianten g,, g, giltige 


setzen: 


Nach (10) und (11) ist - 97; um o8*—# (>) as 





Gleichung 6 (2u) = — otu - p'u, und bemerken: 
4 2 P 2 ry (2 ; 
o(°)—o(—2°420)—e* (2), p2(@4)—3; 
also ist 
n—1 a—1 Ps == - a-t , 
(9 p—8a+8 G2) =3 . - Jae und somit - o - '® of 
9 iain : , os ; 
- ee 


Damit ergiebt sich nun 


1— _w=4 2a 
beer 


‘=o + B mod 3. 
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Ist also P eine primire Primzah] A+ Bg, so ist der cubjsche 
Charakter von 1 — @ in Beziehung auf P gegeben durch die Formel 


_ 5 (4+1) 
[ z|=e ? 


die offenbar auch fiir P = 2 gilt. 


Il. 
Der Nachweis, dass die Coefficienten der Function 


u—l “u—r 


Y(pu) = mpu”* +e,pu * +---+o:, 
6 


welche gleich Null gesetzt die Theilungsgleichung darstellt, ganze 
complexe Zahlen von der Form a + be sind, und zwar, wenn m eine 
ungerade primiire Primzahl ist, mit Ausnahme des letzten, fiir den 
u+5 
wir bereits den Werth (— 1) ° gefunden haben, simmtlich durch m 
theilbar sind (worauf sich der Irreductibilititsbeweis stiitzt), liisst sich 
ganz ahnlich so, wie bei der Lemniscatentheilungsgleichung fiihren. 
Um zuniichst zu beweisen, dass die Coefficienten ganze Zahlen 
sind, nehme ich an, dass fiir ein bestimmtes ungerades primires m in 
p(mu) __— O(pu) 


= ine ganzzahlige Function sei, in welcher der 
pu Y? (pw) 2s gs se ~~ 
Coefficient von pw*—! 1 ist, Y eine eben solche Function sei, in 
ut 


welcher der Coefficient von pu * m ist. 


Nun ist p' (mu) = — eee p; halten wir damit zusam- 


men die Gleichung p' (mu)? = 4p?(mu) — 1, so folgt 
(4p? — 1) (OV +(O'V—20¥'p] __ 4p'o— vs 


m* yo say ve ‘ 
oder 
[OY + (OY — 20Y’) py? = m? nner 
hieraus erschliesst man sofort, dass die Coefficienten von 
(1) OY + (OY — 20¥"’)p 


durch m theilbare ganze Zahlen sind. 

Es ist leicht zu sehen, dass man von m aus durch Schritte -+- 3 
und -+ 3@, stets ungerade primiire Zablen passirend, zu jeder andern 
Zah] m, dieser Art gelangen kann; es geniigt also zu zeigen, dass die 












ange 


fiir 


so | 


(2) 
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P es) auch fiir 


angenommene Form der Darstellung von peess und 


fiir ? mse ¥ stattfindet. 


; ; ,- -3 %, u ®, Uu 
Bezeichnen wir 23“) _. “m+ (Pu) p(mt3eu)__ Pmise(P™) 








pu ~ Wigs (pu)? pu oe Y? +39 P™) P 
s p? + 24p® + 3p) — ee Q 
p(3u) =* ~~ Stpt(p?—2) — ye? 
rye (? — Si -+-39° —1 2) ' 
p (3u) = Sa eat eee eee 


so ergiebt das Additionstheorem : 


9 2ppO(pOy?-+-p¥?)— VVEBY = [¥(+ po )-20"p]|(4p*— af 
2) plm£3 uj— Pn ahh fate sn 


Hierbei sind Zihler und Nenner mit Riicksicht auf (1) ganzzahlige 
Functionen. Betrachten wir zunichst den Ausdruck ¥?go — py’, 
der im Nenner auftritt; er muss sowohl ¥,,43 als Y,,_3 als Factor 
enthalten, und, da diese beiden Functionen zu einander prim sind, 
wie gleich gezeigt werden soll, auch das Product ¥,,43 Y»—s. 

Die Zahlen m+ 3 und m —3 sind niamlich nach der Annahme 
iiber m offenbar prim; die Wurzeln von Y,,,3; und ¥,,_3 sind be- 


" M4 mI 27 > ae 5 ree s2o r2@ “J 
ziehungsweise dargestellt durch p (=) und p ("="), wenn s und r 
halbe Restsysteme mod m-+- 3 und mod m — 3 bedeuten; soll nun 
20 os r —_— 8 . r 

sein p (<7) =p (= or =), so miisste ~-—— + m3 cme ganze Zahl 
sein, was moglich ist, da der Werth 0 fiir r und s ausge- 
schlossen ist. 

Vergleicht man Gfade und Anfangscoefficienten, so ergiebt sich: 

Y? = p® y? aso VatsVa~t: 


Bemerken wir ferner, dass das constante Glied in ¥* mg —p® y’ gleich 
— 1 ist, so kénnen wir nach dem bekannten Satze (Gauss, disq. 
arithm. 42) sofort erschliessen, dass Y,,,3; und Y,,; ganzzahlige 
Functionen sind, deren constantes Glied den Werth +-1 hat, und 


durch Vergleichung mit oa) , dass die Coefficienten der héchsten 
6 ~<a 





Glieder in Vir4gsy Yn—s beziehungsweise m-+3,m—3 sind. 
Ferner ist leicht zu zeigen, dass der Zihler * (2) den saa 2 


hat. Setzen wir fiir einen Augenblick: p(m—3u) = 2 a pim-+3u)—= 4, . 
so ist der — rechts in (2) fiir das obere Zeichen mt , fiir 


das untere 5 td yy’) die aus dem Additionstheoreme erfliessenden Formeln: 
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)) — ~pu:pv(pu-+ pv) —1 
F p(u+v)+p(u—v) = [pu — po]? 
un 


p(u+v)p(u—v) =P Petre tee 
zeigen aber, dass ZZ’ durch 4 und ZN’ + Z'N durch 2 theilbar 
sind; nachdem nun die constanten Glieder in N wad N’ + 1 sind, so 
ist nothwendig sowohl Z als Z’ durch 2 theilbar. 

Nach der Division durch 2 ist nun der Zahler in (2) ®,,43 Vnzs 
und zwar eine ganzzahlige Function. 

Da in ¥?,,73 das constante Glied 1 ist, so erschliesst man nach 
dem Hilfssatze I, Serret, Algebra, dtsch v. Wertheim, bd. I. p. 
194, leicht, dass auch ®,,4 3 eine ganzzahlige Function, deren erster 
Coefficient 1 sein muss, da der entsprechende Coefficient im Nenner 
(m +- 3)* ist. 


>(m + 3u . . 
In der Darstellung von / (m =F 3 ind demnach genau dieselben Be- 
5 u 5 


. oa es . > (mu) 

dingungen erfiillt, welche fiir die von pin “ angenommen werden; 
- . se ys (m+ 3 eu) . 

dasselbe lisst sich beziiglich a = - behaupten, wobei nur ew an 


die Stelle von w tritt. 

Nun besteht aber die vorausgesetzte Form fiir m— — 1 — 3a, 
wo sich ergiebt: 
‘ ponennee __ peu + (— 1 — 3@) (2— 3e@) p>u — (— 1 — 3) 
(3) Pp [— 1—3eu] =——— \(—1 30) p>+ 1]? pu, 
folglich besteht sie fiir jeden ungeraden primiren Multiplicator m und 
sind die Coefficienten von Y(pu) ganze Zahlen. 


Dass diese Coefficienten mit Ausnahme von c wenn m eine 


ul? 
6 

Primzahl ist, durch m theilbar sind, wird fiir zweigliedrige Primzahlen 
volistiindig aus dem Umstande erklirt, dass die Coefficienten von 
OY + (O’Y —20Y’) p simmtlich durch m theilbar sind. 

Zuvoérderst bemerke ich noch, dass das constante Glied in ® gleich 
— m ist, wie man leicht aus _ == be ersieht, wenn man uw den 
Werth =r ertheilt. 


Setzen wir also: 


(4) O =p! 4 yp pf ype pe am 
u—1 u—7 u—6x—1 u+5 
@, Vee tap Ho ee. terete’. 
und nehmen an, dass die Coefficienten b,41, Daze, --- bs und ¢, 
8 








Ci) 


Gr 


dw 


(6) 
Ist 


ist 


du 
(7 
hi 
se’ 


m 
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£ o 





C,,**+¢,—1 durch m theilbar seien, so sind aus dem angegebenen 
Grunde auch alle Coefficienten des Ausdrucks 
ua6a—t ute 


[ : 
| Cxp : +---+(—1) 6 |t@—3) b,p®*-3-+--- (w— 3h) | 
u—6e—1 ; 
— [p* +--+ da] c 6x—1)cyp a oe = 6c, _, P| 


5 
durch m theilbar. 
Das constante Glied ergiebt demnach: 
(6) (wu — 3h) b, = 0 mod m 
Ist nun m eine zweigliedrige Primzahl, so ist w — 3h, wenn0<h<u 
ist, nicht durch m theilbar, folglich ist b, = 0 mod m, nun wissen 
wir aber: b,_, ist gleich — m, also sind b,, b,,--- 0, _, sdmmtlich 


3 
durch m theilbar. 


Der Coefficient der héchsten Potenz ergiebt: 
(7) (u — 6% — 1) ce, =0 mod m; 
hier gilt dasselbe: wenn x kleiner ist als et, so muss ¢, == 0 mod m 


_, samumitlich durch 


6 


sein; ¢, ist aber gleich m, also sind c,, ¢,,--- Cy 


m theilbar. 
Anders aber verhiilt sich die Sache, wenn m eine eingliedrige 


1—2 


Primzahl » (von der Form 6v + 5) ist; dann ist w — 3h fiir die Er 


3 
—32 ‘ 5 os - nm—5 
Werthe n, 2n,---™ 3 ” von h, und n?—6x —1 fiir die — 
5n— _ 2—6n — é 
Werthe =~, a“ aEpe —— Werthe von x durch » theilbar 


und kann daher die Theilbarkeit der betreffenden Coefficienten b, und 
¢, aus den obigen Congruenzen nicht erschlossen werden. 

Aber auch in diesen Ausnahmefillen bleibt die genannte Kigen- 
schaft jener Coefficienten bestehen und lisst sich der Nachweis dafiir 
aus dem bisher Erhobenen ziemlich einfach hersteilen; hierzu dient die 
Bemerkung, dass, mit Riicksicht auf die nachgewiesene Form der 


rationalen Function ss in der Gleichung (7) I. die Coefficienten von 
(4p? — 1) [(W2 — VY”) — Gp?’ simmitlich durch n? theilbar sein 


miissen. 
Aus derselben Gleichung ergiebt sich auch, wenn man im Zahler 
rechts das constante Glied, welches gleich — m* sein muss, bestimmt, 


m? + m’ 


fiir ‘3 der Werth m oar at. 


6 
bezeichnet; also ist: 


wobei m’ die zu m conjugirte Zahl 
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n—1 —7 n?—6x—1 


8) ¥—np* tap ® +---+ ep peep Bttys_1, 


Wenn nun 6x%-+ 1 = 0 mod» ist, so sind die » — 1 Nachbar- 
coefficienten nach rechts und links sicher durch n theilbar. 





a \ i : r4 s 
Nimmt man an, es sei x (natiirlich kleiner als “——) der grésste 
’ 6 g 


Index, fiir den die vorstehende Congruenz erfiillt ist, und berechnet 


den Coefficienten von p 7 in der Function (4 p>—1)[¥°—¥ ¥") 
— 6p? ¥", und zwar nur mod n?, so erhailt man dafiir den Ausdruck 
(6% + 6) (6% + 7) x41 — 4 (6% + 1) (6% + 3) cy, der, wie man sich 
leicht tiberzeugt, seine Bedeutung auch fiir alle grésseren Werthe von 
«x und gewiss auch fiir die Werthe x — 1, x — 2,---x — 2 behilt. 
Die Congruenz: 

(9) 4(6% + 6) (6x + 7) cx41 — (6% + 1) (6x + 3) ce, = 0 mod n?, 

welche sich daraus ergiebt, scheint indess auf den ersten Anblick 
wenig zu niitzen, denn um zu erschliessen, dass c, durch n theilbar 
ist, miisste man zeigen kénnen, dass cy; durch n* theilbar ist; eine 


etwas eingehendere Betrachtung zeigt jedoch, dass dies in der That 
der Fall ist. 


Setzen wir in (9) fiir x die Werthe x + 1, x +2,---x-+ aa 3 
schreiben zur besseren Uebersicht fiir 6% + 1 K, und bilden die Con- 
gruenzen : 


4(K+5)(K+ 6)ee41 — K(K+2)c,=0 
4(K+11)( K+ 12)e.42 — (K+6)(K+8)e41=0 
(10) A 


mod n? 


4(K+-n)(K +n-+ lye poi E18 SE -+ 0B) 


=0, 
6 + 


= 

so sind die in denselben auftretenden Zahlen K + 4, mit Ausnahme 

von K und K+ n, nicht durch n theilbar, die Coefficienten c,+1, 

Ce+2,°°*C 4, dagegen, wie bereits angedeutet wurde, sicher durch 
e+ 








6 


n theilbar. 


Aus der letzten Congruenz folgt nun, dass ¢ | . durch n? theil- 
net 
bar ist, aus der vorletzten, dass c | ,, durch n? theilbar ist, u. s. w.; 
“+ 


6 
aus der zweiten, dass c,,; durch n? theilbar ist, aus der ersten end- 
lich, dass c, durch m theilbar ist. 








fe 
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Denselben Schluss kann man machen, indem man die den Werthen 
x—1,*—2,---x— a a entsprechenden Congruenzen: 
4(K—1)Ka—(K—6)(K—4)e,_, =0 
4(K —1)(K—6)¢_1—(K —12)(K— 10)c,_2 =0 


>mod n? 
4(\K —2n+-3)(K—2n+4)e | ,—(K—2n—2)(K—2n)ec =0 


n-+1 
8 ese 


aus (9) bildet. Hierbei sind wiederum die Zahlen K — 4’, mit Aus- 
nahme von K und K — 2n, nicht durch m theilbar, dagegen die 
Coefficienten c,_,, +--+ ¢ , simmtlich durch » theilbar; also sind 


eg. 2%? 
3 
n—2? c n—5? 


-— °—— 


3 3 








4 


die Coefficienten ¢ -++@,—1 durch n?, und c, durch x 
x 


theilbar. 

Das Resultat ist daher das folgende: auch wenn 6x-+ 1=Omodn 

ist, ist c, durch  theilbar (nesgenommen Cu—1); iiberdiess sind seine 
= 6 

n-2 


Z Nachbarn nach links durch n? 





=! Nachbarn nach rechts und 


theilbar. 
Dass auch die Coefficienten b, durch % theilbar sind, wennh=0 modn, 
folgt schon aus der in I. angegebenen zweiten Entstehung von ® aus ¥. 


Wien, am 27. Mirz 1877. 





Ueber correlative oder reciproke Biindel. 


Von Rup. Srurm in Darmstadt. 


In den Biinden I, VI, X dieser Annalen habe ich nach einander 
die Probleme der ebenen, der riiumlichen Projectivitiit und der Col- 
lineation behandelt. Es waren dies folgende Probleme: 

1) In einer Ebene (oder in zwei verschiedenen) sind zwei Gruppen 
von entsprechenden (homologen) Punkten gegeben; solche Paare 
von entsprechenden (correspondirenden, associirten) Punkten zu 
finden, aus denen die beiden Gruppen durch projective Strahl- 
biischel projicirt werden. 

2) Die beiden Gruppen von Punkten befinden sich im Raume (oder, 
wenn man lieber will, in zwei Riumen); solche Paare von corre- 
spondirenden Axen zu finden, aus denen die beiden Gruppen 
durch projective Ebenenbiischel*) projicirt werden. 

Fiir die beiden Punktgruppen im Raume solche Paare von associirten 
Punkten zu finden, aus welchen sie durch collineare Strahlen- 
biindel projicirt werden. 

Herr Hirst hat in den letzten Jahren sich mit verwandten Unter- 
suchungen beschiftigt. In seiner Abhandlung on Correlation of two 
Planes**) stellt er zuniichst fest, dass die Correlation (reciproke Be- 
ziehung) zweier ebenen Systeme durch 8 einfache Bedingungen bestimmt 
sei. Er nimmt nun die sogenannten elementaren Bedingungen an; 
und zwar 1) einfache: zwei gegebene Punkte in den beiden Systemen 
sind conjugirt d. h. jeder liegt auf der entsprechenden Geraden (Polare). 
des andern; oder zwei gegebene Geraden sind conjugirt, d. h. jede 
geht durch den entsprechenden Punkt (Pol) der andern; und 2) dop- 


Co 
— 


*) Die Anwendung des Wortes ,,Ebenenwurf“ in der betreffenden Abhand- 
lung erscheint mir heute nicht mehr ganz berechtigt. — In Bezug auf meinen 
Vorschlag, ,, projectiv“ statt ,,projectivisch** zu sagen, erlaube ich mir die weitere 
Bemerkung, dass Pliicker’s Autoritiit fiir das erstere angefiihrt werden kann 
(z. B. System der anal. Geom. Berlin 1835, S. 67). 

**) Proceed. London Math. Soc. Bd. V, S, 40; Annali di Matematica Ser, II 
Bd. VI 8S. 260. (1874.) 
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pelte: ein gegebener Punkt des ersten oder zweiten Systems entspricht 
einer gegebenen Geraden des andern. 

Sind blos 7 Bedingungen gegeben, so erhilt man ein System 
von Correlationen*) (Reciprocitiiten, reciproken Beziehungen); in diesem 
befinden sich eine endliche Zahl von exceptionellen Correlationen (Aus- 
artungen), deren es zwei Arten giebt, — die eine mit einem Paar von 
singuliiren Punkten, die andere mit einem Paare von singuliiren Ge- 
raden —, ferner eine endliche Zah! von Correlationen, fiir die noch 
ein gegebenes Paar von Punkten, oder ein gegebenes Paar von Geraden 
conjugirt ist. Zwischen diesen vier Zahlen 2, 4, uw, v, von denen — 
nach Analogie der Theorie von Kegelschnitt-Systemen — die letzteren 
die Charakteristiken des Correlations-Systemes heissen, findet nun Herr 
Hirst zwei Relationen, welche genau dieselbe Gestalt haben, wie bei 
Kegelschnitt-Systemen. 

In den 13 Paaren zu einander dualer ,,fundamentaler“ Systeme, 
welche durch ¢ doppelte und 7 — 2¢ einfache elementare Bedingungen 
bestimmt sind, ermittelt er darauf je die Zahlen a, 4 der Ausartungen 
direct, berechnet daraus die Charakteristiken u, v und findet damit 
die Zahlen der Correlationen, welche ¢ doppelten und 8 — 2¢ ein- 
fachen Elementarbedingungen geniigen, in den Fallen, wo ¢ < 4; in- 
dem sie fiir die 3 andern Fille bekannt oder leicht zu erhalten sind**). 

Herr Hirst hat dann weiter die Untersuchung auf den Raum aus- 
gedehnt und einstweilen in einer kurzen Note on Correlation in 
Space***) die Hauptgesichtspunkte mitgetheilt. 15 einfache Beding- 
ungen bestimmen eine endliche Zahl von Correlationen zwischen zwei 
Riiumen, 14 demnach ein System; in diesem giebt es drei Ausartungen 7), 
von denen eine in jedem Raume einen singulairen Punkt, die zweite 
eine singulire Ebene, die dritte eine singulire Gerade hat, und eine 
endliche Zahl von Correlationen, bei denen noch zwei gegebene Punkte 
oder zwei gegebene Ebenen oder zwei gegebene Geraden conjugirt sind. 





*) Wegen des Anschlusses an Herrn Hirst’s Untersuchungen ziehe ich dieses 
Wort vor; auch scheint es mir bequemer und leichter auszusprechen als die bei- 
den andern, 

**) Die vier Fille, wo in dem einen Systeme nur Punkte gegeben sind, 
denen in dem andern 3, 2, 1,0 Gerade entsprechen und 2, 4, 6, 8 Punkte conjugirt 
sind, also — nach Hirst’s bald zu erliiuternder Bezeichnung — die vier Signaturen 
[3020], [2040], [1060], [0080] hat Herr Schréter 1862 in seiner Habilitations- 
schrift tiber die Construction einer Fliche 2. Grades durch gegebene Punkte 
(Borchardt’s J. Bd. 62, S. 215), besonders in constructiver Beziehung, eingehend 
behandelt. Ich komme in einem Anhange auf dieselbe zuriick. 

**#) Proc. London Math. Soc. Bd. VI S. 7. (1875). 
+) Ueber die Ausartungen sehe man auch Herrn Fiedler’s darstellende 
Geometrie 2. Aufl. (1875) Art. 22, 23, 163, 167, sowie eine Stelle der Vorrede, 
in welcher Herr Fiedler mittheilt, dass sie ihm schon linger bekannt sind. 
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Zwischen den Zahlen x, w, 4 der Ausartungen und den Zahlen up, @, 
v, der letzteren Correlationen — den Charakteristiken des Systems — 
ergeben sich genau dieselben Gleichungen wie zwischen den Aus- 
artungen und Charakteristiken eines Systems von Flichen 2. Grades. 

Es kommt also hier wiederum auf die Ermittelung der Zahlen z, 
@, % an, wobei ebenfalls fiir das System nur elementare (einfache bis 
vierfache) Bedingungen angenommen werden. 

Bei den Ausartungen der dritten Art kommt die Correlation aut 
die Projectivitét der Ebenenbiischel um die beiden singuliiren Axen 
hinaus, die Zahlen y kénnen also aus meinen Resultaten im Probleme 
der riumlichen Projectivitat direct oder indirect entnommen werden. 
Bei den Ausartungen der ersten und zweiten Art — die zu einander 
dual sind — geht die Correlation der Raume iiber in diejenige von 
zwei Biindeln, deren Scheitel die singuliren Punkte sind, bez. in die 
von zwei ebenen Systemen in den singuliiren Ebenen. 

Herr Hirst schlug mir nun vor, das Problem der Biindel-Collineation, 
wie ich es in dem letzten der drei oben erwiihnten Aufsiitze behandelt 
habe, durch das der Biindel-Correlation zu ersetzen und zu erweitern, 
d. h. folgendes Problem zu behandeln: 

Gegeben sind in dem einen von zwei Riumen A,B k Punkte A;, 
l Gerade a;, m Punkte U,, n Gerade a;; in dem andern, ihnen ent- 
sprechend (homolog), k Gerade b;, | Punkte B;, m Punkte 8;, n Gerade 
b;. Wie Herr Hirst nenne ich [klmn] die Signatur des so bestimm- 
ten Systems der fundamentalen oder Grundelemente.*) 

Zwei Punkte A, B in den beiden Réiwmen A, B sollen nun corre- 
spondirend oder associirt heissen, wenn zwischen den Biindeln, deren 
Scheitel sie sind, eine derartige Correlation statt hat, dass (1) den k 
Strahlen AA; die k Ebenen Bb;; (2) den | Ebenen Aa; die 1 Strahlen 
BB; entsprechen; (3) jeder der beiden Strahlen AU;, BB; in der dem 
andern entsprechenden Ebene liegt; (4) jede der beiden Ebenen Aa;, 
Bb; durch den der andern entsprechenden Strahl geht; oder mit andern 
Worten, dass die m Strahlenpaare AMN;, BY; und die n Ebenenpaare 
Au, Bb; conjugirt sind. 

' Die Bedingungen (1) und (2) sind doppelte, (3) und (4) hingegen 
einfache Bedingungen; man ersieht bald, dass, wenn zwei Punkte Y%; 
- oder %; sich vereinigen, an Stelle von 2 einfachen Bedingungen (3) 
eine Doppelbedingung (1) oder (2) tritt. Die Identitiit zweier Geraden 
a; oder 6; fiihrt, vorausgesetzt, dass nicht’ beide Scheitel A, B fest 
sind, nicht zu einem analogen Resultate. 


*) Jedoch sowohl in der Bezeichnung der Grundelemente, als in der ihrer 
Zahlen bin ich in der obigen Weise von Herrn Hirst abgewichen; sie befindet 
sich mehr in Uebereinstimmung mit meinen friiheren Arbeiten. 
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Als ich die Untersuchung zuerst in Angriff nahm, schienen mir 
durch die Annahme, dass unter den Grundelementen sich auch con- 
jugirte Geraden a;, 6; befinden, also n > 0, wesentliche Schwierigkeiten 
zu entstehen; auch ergaben sich bei einigen Proben die verschieden- 
artigsten Zahlen, wiihrend die Signaturen, bei denen » = 0, im All- 
gemeinen zu homogenen Resultaten fiihrten. Ich schloss daher die 
conjugirten Geraden bei meinen ersten Untersuchungen aus; was ich 
fiir dieses enger begrenzte Problem gefunden, habe ich in einem Aus- 
zuge in den Proceedings der London Mathematical Society Bd. VII 
S. 175 ,On correlative pencils* — welcher kiinftig mit C. P. citirt wer- 
den wird — verdffentlicht. 

Eine erneute Inangriffnahme der Untersuchung zeigte jedoch, dass, 
wenn auf dieses Problem ebenfalls die Charakteristikentheorie angewandt 
wird, indem fiir die vorkommenden Correlationssysteme, wie von Hirst, 
Gleichungen zwischen den Ausartungszahlen und gewissen als Charakteri- 
stiken zu benennenden Correlationszahlen aufgestellt werden, die An- 
nahme conjugirter Geraden a;, 6; keime Schwierigkeit mehr hat; die 
Zahlen haben sich freilich, wie schon oben bemerkt, im Allgemeinen 
viel grésser und unhomogener ergeben; die einfacheren Resultate bei 
den Signaturen n =0 gestatteten es deshalb auch, die Untersuchung noch 
etwas weiter zu fiihren. Diese Resultate sind nun auf anderem Wege 
erhalten als friiher, so dass dadurch eine wiinschenswerthe Controlle 
erzielt ist. 

Im Laufe der Untersuchungen hat natiirlich eine hiiufige Corre- 
spondenz zwischen meinem Freunde Hirst und mir stattgefunden, so 
dass mehrere Resultate friiher von Hirst gefunden und dann durch 
mich bestiitigt wurden, ja die spiiter (Nr. 16.) zu besprechende Idee 
der Zuriickfiihrung der Ausartungen vom ersten Typus auf die des 
zweiten Typus ganz demselben zu verdanken ist. 


I. 
Allgemeine Eigenschaften. 


1. Wenn 6 = 2k + 21+m+n=8, so ist im Allgemeinen zu 
jedem Punkte A des einen Raums A jeder beliebige Punkt B des andern 
B associirt, wie sich aus Herrn Hirst’s Abhandlung (Proceed. Bd. V) 
iiber die Correlation zweier Ebenen durch Dualisirung ergiebt. Wie 
viele Correlationen miglich sind, ergiebt die Tabelle in Nr, 42. dieser 
Abhandlung*); es ist bemerkenswerth, dass wenn n = 0 ist, diese Zahl 
durchweg 1 ist, mit einziger Ausnahme der Signatur 


*) Es sind die Zahlen & in der Tabelle 1) von Nr. 40. meines vorliegenden 
Aufsatzes.— Auf die genannte Abhandlung beziehen sich alle meine Citate von Hirst. 
17 
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A, A,a,a, 
b;b, B, B,, 
wo sie 0 ist. Diese Ausnahme hat iiberhaupt einen auch die Homo- 
geneitaét der Resultate fiir » — 0 stérenden Kinfluss. In diesem Falle 
ist deshalb im Allgemeinen keine Correlation méglich, weil, wenn «’, 
B die Ebene AA,A,, BB, B,, a’ und b’ die Geraden Aa,a,, Bb,b, 
sind, im Allgemeinen der Strahlbiischel (Aa’) (A,, A,, a,, a) d. h. 
welcher A zum Scheitel, «’ zur Triigerebene hat und dessen 4 Strahlen 
durch A,, A, gehen und a,, a, treffen*), oder, was dasselbe, der 
Ebenenbischel a’ (A,, A,, @, @,) nicht mit dem Ebenenbiischel 
b’ (b,, b,, B,, B,) oder, was dasselbe, dem Strahlbiischel (Bf’) (b,, b,, 
B,, B,) projectiv ist. (Hirst, Nr. 43.) 

Jedem Punkte B jedoch ist jeder beliebige Punkt A einer Fliiche 
2. Gr. a? associirt, welche durch A, A, a, a, geht und deren Punkte 
A so sind, dass a’ (A, A, a, a,) 7\ 0’ (b, b, B, B,). Zwischen dem Biin- 
del B und dem, dessen Scheitel irgend ein Punkt A auf a? ist, finden 
nun aber einfach unendlich viele Correlationen statt; denn wenn wir 
z. B. in die Ebene Aa, oder Bb, einen Strahl legen, den wir zu BB,, 
bez. AA, conjugirt, oder wenn wir durch AA, oder durch BB, eine 
Ebene legen, die wir zu Bb, oder Aa, conjugirt sein lassen; so ent- 
sprechen wegen der Projectivitit auch Aa,, BB,, bez. AA,, Bb,. 
Die Signatur geht dann iiber in [2110], [1210], [1201], [2101] und 
alle unendlich vielen Lésungen sind auch Correlationen fiir [2200}. 
Wir kénnen also noch eine einfache Bedingung, also ein Paar con- 
jugirter Punkte oder Geraden hinzufiigen: %, 8, oder a,b,, so dass sich 
[2210], bez. [2201], wo 6 = 9, ergiebt. 

Man ersieht, dass jedem Punkte B fiir [2210], [2201] dieselbe Fliiche 
2. Grades «® associirt ist, wie fiir [2200], und zwar einfach, da die 
Signaturen, die durch Hinzufiigung von %,%,, a,6, aus [2110] u.s. f. 
entstehen, niimlich [2120], [2111] u.s. f. nur eine Correlation zulassen 
(Hirst, Nr. 42.). (C. P. Nr. 2.) 

2. Wie hier ergiebt sich offenbar fiir alle Signaturen, bei denen 
6 = 9, dass einem Punkte B siimmtliche Punkte einer F'liche associirt 
sind, also bei 6 = 10 eine Curve, bei ¢ = 11 eine endliche Zahl von 
Punkten. Fiir 6 > 11 correspondirt im Allgemeinen kein’ Punkt mehr 
einem beliebig gegebenen Punkte. Wir werden aber bei 6 = 12, 13, 14 
bez. eine Fliiche, eine Curve, eine endliche Zahl von Punkten haben, 


[2200] 


*) Ich werde kiinftighin hiufig das nach meiner Erfahrung fiir die Abkiirzung 
sehr bequeme, von mir auch schon anderweitig benutzte, von H. Grassmann 
eingefiihrte Wort ,,incident“ gebrauchen fiir zwei Elemente, von denen eins in 
das andere fallt, sowie fiir 2 Gerade in derselben Ebene. Mit Anwendung dieses 
Worts konnte oben gesagt werden: ,,dessen 4 Strahlen mit A,, A,, @,, a in- 
cident sind“, 
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welche correspondirende besitzen. Ferner wird mit einer Geraden bei 
6 = 10, 11, mit einer Ebene bei 6 = 11, 12 eine Fliiche, bez. eine Curve 
associirt sein (C. P. Nr. 3.). 

Vertauscht man die beiden Raiume, so werden im Allgemeinen die 
Zahlen sich iindern; ausser, wenn k=/ ist. Wir entnehmen aber 
Hirst (Nr. 33.), dass fiir 6 —8 die Zahl der Correlationen zwischen 
festen Biindeln A und B durch Vertauschung nicht geiindert wird. 
Ebenso wird bei ¢ = 10 die Fliiche, welche einer Geraden associirt ist, 
dieselbe Ordnung haben, ob diese Gerade in A oder in B liegt; denn 
diese Ordnung ist nichts anders als die Zahl der Paare associirter 
Punkte, von denen der eine auf einer Geraden a in A, der andere auf 
einer Geraden 6 in B liegt. Ferner ist die Ordnung der Curve der 
Punkte, die bei 6 = 12 associirte in einer gegebenen Ebene haben, 
dieselbe, gleichviel, in welchem der beiden Riiume diese Ebene liegt; 
und die Zahl der Punkte, welche fiir 6 = 14 associirte besitzen, ist auch 
in beiden Riiumen dieselbe. 

Es wird sich zeigen, dass bei den Signaturen, fiir welche n = 0, 
mit wenigen Ausnahmen die Vertauschung der Riiume keine Aende- 
rung hervorbringt. 

3. Die Vielfachheit der Punkte X; und der Geraden a; und a; auf 
jeder der vier Fliichen, welche, bei 6 =9, 10, 11, 12, beziehlich einem 
Punkte B, einer Geraden b, einer Ebene B, dem ganzen Raume B cor- 
respondiren, ist leicht zu finden. 

Lassen wir A in %, fallen, so wird die Bedingung, dass AY%,, 
BY, conjugirt seien, von selbst erfillt; bei ¢ = 9 ist also die Viel- 
fachheit eines Punktes %{, gleich der Zahl der Correlationen zwischen 
den festen Biindeln U,, B fiir [k, 1, m— 1, n],, wo eben 2, B, ent- 
fernt ist, oder, wie man auch schreiben kann, fiir [9, — = (Hirst, 
Nr. 42.). Hingegen bei 6 = 10, 11, 12 ist sie gleich dar Zahl der 
Punkte B, die dem A, fiir [k, 1, m — 1, m] auf b, B, in B associirt 
sind, also, wenn wir, um zugleich uns der gewohnlichen Betrachtungs- 
weise anzuschliessen, die Riume vertauschen, gleich der Ordnung der 
Fliiche oder der Curve, oder der Zahl der Punkte, die mit B fiir 
[(l, k, m — 1, ] associirt sind. *) 

Sei zweitens a, eine der Geraden a;, 2, ein beliebiger, aber fester 
Punkt auf derselben; die Punkte B, welche einem A auf a, — der 
von A,’ verschieden ist — fiir [klmm] associirt sind, sind dieselben als 
diejenigen, welche ihm fiir [k, 1 — 1, m+ 1, m] associirt sind, wo a, B, 
ersetzt ist durch %,'B,; weil die dem BB, entsprechende Ebene in 


*) Oder, um Herrn Schubert’s Ausdrucksweise (Math. Annalen Bd. X 8. 14) 
anzuwenden, gleich dem Grad des Punktorts 2., 1., 0. Stufe, der dem Punkte B 
fiir [7, k, m — 1, n} associirt ist. 


17* 
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A, wenn sie durch A,’ geht, die ganze a, enthiilt. Also ist die Viel- 
fachheit von a, auf unsern Flichen beziehlich gleich der Zahl der Cor- 
relationen fiir [k, 1 — 1, m + 1, n] oder [7 — 1, k, m + 1, ] mit festen 
Scheiteln, und, nachdem wieder die Riume vertauscht sind, gleich dem 
Grade des Punktorts 2., 1., 0. Stufe, welcher dem B fiir [1—1,k,m-+-1,”] 
associirt ist. 

Wird drittens A auf a, gelegt, so wird die Bedingung, dass Aa,, 
Bb, conjugirt sind, ebenfalls von selbst erfiillt; die Vielfachheit einer 
a; auf unsern Flichen ist also bez. gleich der Zaht der Correlationen 
fiir [k, 1, m, »— 1] oder [l, k, m, »— 1] bei festen Scheiteln, ferner 
gleich dem Grade des einem B fiir [l, k, m, » — 1] associirten Punkt- 
orts 2., 1., 0. Stufe. 

4. In gleicher Weise kann man den Grad der Vielfachheit eines 
Punktes A; auf und die Zahl.der Schnittpunkte einer Graden a; oder 
a; mit der Curve ermitteln, welche fiir 6 = 10, 11, 12, 13 mit B, b, B, B 
associirt ist. 

Der Grad der Vielfachheit von A; ist, weil, wenn A nach A; fallt, 
die Bedingung des Entsprechens von AA; und Bb; von selbst erfiillt 
wird, resp. gleich der Zahl der Correlationen fiir [k — 1, 1, m, n] oder 
[l, k— 1, m, mn] bei festen Scheiteln, ferner gleich dem Grade des 
Punktorts 2., 1., 0. Stufe, der fiir (1, K—1, m, mn] einem B asso- 
ciirt ist. 

Unsere Curven haben so viele Schnittpunkte mit einer Geraden 
a;, als die ebenfalls zu B, b, B, B, jedoch fiir [k, 7 — 1, m+ 1, n] 
associirten Flichen mit einer durch einen 2{; gehenden Geraden ausser- 
dem noch Schnittpunkte besitzen. 

Endlich ist die Zahl der Schnittpunkte unserer Curven mit einer 
Geraden «; gleich derjenigen der ebenfalls mit B, b, B, B, jedoch fiir 
|k, l, m, » — 1] associirten Flichen mit einer beliebigen Geraden. 

Die Punkte %; liegen im Allgemeinen nicht auf diesen Curven; 
wihrend anderseits die Vielfachheit der A; auf den vorigen Flichen 
auf diesem Wege nicht zu ermitteln ist. 

Man sieht leicht, dass man auf ihnliche Weise den Grad der Viel- 
fachheit der Grundelemente auf Gebilden ermitteln kann, die durch 
exceptionelle Correlationen correspondiren. (C. P. Nr. 4.) 

5. Aus der eben gemachten Betrachtung geht auch hervor, dass 
die Punkte Y;, diejenigen einer Geraden a; oder q; fiir 6 = 8 mit B 
durch einfach unendlich viele Correlationen, bei ¢ = 9 mit allen Punkten 
des Raums, bei 6 = 10, 11, 12 mit allen Punkten eines Punktorts 2., 
1., 0. Stufe associirt sind, dessen Grad leicht zu ermitteln ist. Ebenso 
sind die Punkte A; bei 6 = 8, 9, 10 mit jedem Punkte durch ein Cor- 
relationssystem 2., 1., 0. Stufe, bei 611, 12, 13 je mit einem Punkt- 
orte 2., 1., 0. Stufe associirt, dessen Grad derjenige des Punktorts ist, 
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welcher einem beliebigen A fiir [k — 1, 1, m, nj} oder B fiir [1,k — 1, 
m, ”]| correspondirt. 


Il. 
Beschreibung der exceptionellen Correlationen vom 1. Typus und 
Zuriickfiihrung der allgemeinen Correlationen auf dieselben. 


6. Bevor wir weiter gehen, scheint eine Beschreibung der beiden 
exceptionellen Biindel-Correlationen nothwendig. Sie ergiebt sich durch 
Dualisirung oder Projection derjenigen von Hirst (Nr. 17,). 

a) Die Correlation mit zwei singuliren Axen (oder Strahlen), in 
jedem Biindel eine, kurzweg Axen-Correlation genannt, durch Duali- 
sirung aus der Correlation zweier Ebenen mit zwei singularen Geraden, 
durch Projection aber aus der mit zwei singuliiren Punkten entstehend, 
hat folgende Eigenschaften : 

Jeder Ebene des einen Biindels, die nicht durch dessen singulire 
Axe geht, entspricht die singulire Axe des andern. 

Jeder Ebene aber des einen Biindels, welche durch dessen singu- 
lire Axe geht, entsprechen alle Strahlen des andern Biindels in einer 
gewissen durch dessen Axe gehenden Ebene. 

Dadurech sind die Ebenen des Biischels um die eine Axe auf die 
Ebenen des Biischels um die andere bezogen und zwar projectiv. 

Jedem vom singuliiren Strahle verschiedenen Strahle des einen 
Biindels entspricht diejenige Ebene durch die singuliire Axe des andern, 
welche in der eben erwihnten Ebenenbiischel -Projectivitat der den 
Strahl mit der Axe seines Biindels verbindenden Ebene homolog ist. 

Dem singuliren Strahle selbst eines jeden Biindels entspricht jede 
nicht mit dem singuliiren Strahle des andern incidente Ebene desselben. 

Die Axen-Correlation ist also eine E benenbiischel - Projectivitit. 

Eine Verschiebung der Scheitel zweier axen-correlativer Biindel auf 
den Axen hebt die Correlation nicht auf. 

us kann demnach einem Punkte B niemals eine endliche Zahl von 
Punkten A durch Axen-Correlation associirt sein. 

b) Fiir die exceptionelle Correlation zweier Biindel, bei der in jedem 
eine singulire Ebene ist, gilt Folgendes: 

Jedem Strahle des einen Biindels, der nicht in dessen singulirer 
Ebene liegt, entspricht die singuliire Ebene des andern. 

Jedem Strahle des einen Biindels in dessen singulirer Ebene ent- 
sprechen alle Ebenen des andern um einen gewissen Strahl desselben 
in der singulaéren Ebene. 

Dadurch sind die Strahlen der Biischel, welche durch die singu- 
laren Ebenen aus den Biindeln herausgeschnitten werden, auf einander 
und zwar projectiv bezogen. 

Jeder nicht mit der singuliren Ebene eines Biindels identischen 
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Ebene desselben entspricht derjenige Strahl der singuliren Ebene des 
andern, der dem Schnittstrahle jener Ebene mit der singuliren ihres 
Biindels in der eben erwihnten Strahlbiischel - Projectivitit homolog ist. 

Der singuliren Ebene selbst eines jeden Biindels entspricht jeder 
nicht mit der des andern incidente Strahl desselben. 

Die Correlation mit singuliiren Ebenen ist demnach eine Strahl- 
biischel- Projectivitit. 

7. Wir stellen uns jetzt irgend eine Signatur vor, fiir welche 
6 = 8. B sei ein fester Punkt, A ein beliebiger Punkt; £ die Zahl 
der Correlationen, die fiir die Signatur zwischen den Biindeln A, B 
moglich sind: die Zahlen von Hirst Nr. 42. Wir bewegen A auf 
einer Geraden a und fiigen noch das eine Mal das Paar A, %,, das 
andere Mal das Paar a, 6, zu. Es ergiebt sich ein System (1. Stufe) 
von Correlationen. Seien 2s, 4s die Zahlen der exceptionellen unter 
ihnen mit singuliren Axen, bez. Ebenen, u,, v, (genauer usz, vgs, doch 
wohl wegen der voriibergehenden Benutzung der Bezeichnung unndthig) 
die Zahl derjenigen, bei denen auch die Strahlen nach A,, %,, bez. die 
Ebenen nach a, , b, conjugirt sind (oder kurz, bei denen Y,, B,, bez. a, , b; 
conjugirt sind); letztere Zahlen sind die Charakteristiken*) des Systems. 

a) Also zuniichst sei A, B, zugefiigt; seien bh’, b” zwei beliebige 
durch B, gezogene (oder was hier, wo B fest ist, geniigt, den Strahl 
BY, treffende) Geraden, so dass BS, der Schnitt der Ebenen 
By’, Bd" ist. 

Fiir jede Lage von A auf a und jede der dann méglichen £, Cor- 
relationen construiren wir den Strahl, der der Ebene Bb’ entspricht. 
Es sei a eine beliebige Gerade, so leuchtet ein, dass dieser Strahl die 
a v, mal trifit, weil es v, Correlationen giebt, fiir welche auch a’, \’ 
conjugirt sind. Also beschreibt der Strahl eine Regelfliiche vom Grade 
v,; desgleichen der Strahl, der der Ebene Bb” entspricht. Diese bei- 
den Regelflichen sind also hinsichtlich ihrer Erzeugenden eindeutig 
auf einander bezogen und zwei entsprechende schneiden sich je auf a; 
um die Klasse des durch ihre Verbindungsebenen entstehenden Torsus 
zu ermitteln, schneiden wir beide Flichen durch dieselbe Ebene und 
erhalten so zwei eindeutig auf einander bezogene Curven; die Verbin- 
dungslinien entsprechender Punkte umhiillen den Schnitt des Torsus. 
Gibe es nun nicht sich selbst entsprechende Punkte auf den beiden 
Curven, so wiirde die Klasse dieses Schnitts und also auch des Torsus 


*) Es ist dies Wort von Hirst und mir nach Analogie der Charakteristiken- 
theorie fiir Kegelschnittsysteme gebraucht worden; ob es der scharfen Definition 
entspricht, welche Schubert a. a. O. 8. 10 giebt, wonach die Charakteristiken 
diejenigen Bedingungszahlen sind, durch welche alle iibrigen Bedingungszahlen 
auszudriicken sind, muss dahingestellt bleiben; die Untersuchung wire auch 
unserm Zwecke fremd, 
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2v, sein. In jeder der as, Axen-Correlationen des Systems aber ent- 
spricht, da die Ebenen Bh’, Bb” bei der Beliebigkeit von %,, b’, b” 
nicht gerade mit der Axe des B-Biindels incident sind, beiden die 
Axe des A-Biindels, und deren Spur giebt uns in der Schnittebene 
“zwei vereinigte entsprechende Punkte. Ferner schneiden sich ersicht- 
lich in der Spur von a@ selbst £ Paare entsprechender Geraden, also 
reprisentirt sie € vereinigte Punkte, und der erzeugte Torsus ist dem- 
nach nur von der Klasse 2v, — ag, — §,. Anderseits ist aber, da seine 
einhiillenden Ebenen in den verschiedenen Correlationen dem Schnitt- 
Strahle BY, entsprechen und es u, Correlationen giebt, in denen A,, B, 
conjugirt sind, also diese Ebene durch %, geht, diese Klasse w,. Wir 
haben demnach: 

2v, — Msp — bs = Ms 
oder 
(1a) 2, = Us + Ase + &- 

b) Wir fiigen nun a,b, hinzu; auf 6, legen wir 3’, 8” und con- 
struiren in den verschiedenen Correlationen die Ebenen, welche dem 
Strahle BY’ entsprechen; da es uw, Correlationen giebt, fiir welche 
auch 8’ conjugirt sind, wenn % ein beliebiger Punkt ist, so um- 
hiillen die Ebenen einen Torsus von der Klasse w, und desgleichen die 
dem Strahle BY” entsprechenden. In den 4ggz Correlationen mit sin- 
guliiren Ebenen befinden sich die Strahlen BY’, BY” nicht gerade in 
der singuliiren Ebene des B-Biindels, also vereinigen sich die ent- 
sprechenden Ebenen in die singuliire Ebene des A-Biindels. Das Er- 
zeuguiss der Schunittlinien der entsprechenden Ebenen der beiden Tor- 
sen ist demnach von dem Grade 2u, — dgz, diese Schnittlinien ent- 
sprechen aber der Ebene Bb,, folglich werden v, die Gerade a, treffen. 
Mithin ist 

2 ug — Asp = Yy 
oder 
(1b) 25 = Vy + Ase. 

Durch diese beiden Formeln gewinnen wir, da ¢, bekannt ist, wenn 
wir ‘noch zwei der vier Zahlen agg, Ags, Us, Ys ermitteln, die beiden 
andern durch Rechnung. Wir werden die Ausartungzahlen ag, , Ags 
zu ermitteln suchen. 

Die Formeln sind auch fiir die Signatur [2200] richtig; denn auch 
dort giebt es unendlich viele Correlationen, die zwar nicht durch die 
unendlich vielen Lagen von A auf a, sondern durch zwei bestimmte 
Lagen entstehen, deren jede aber statt einer endlichen Zahl unendlich 

viele Correlationen [2200] oder [2110] u. s. f. liefert, auf welche letzteren 
die Formeln von Hirst (Nr. 20.) anzuwenden sind. Da aber in diesem 
Falle £ = 0 ist, so fiihren unsere Formeln zu den (wegen der 2 Lagen) 
mit 2 multiplicirten Hirst’schen. 
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Die ws, vs geben uns die Ordnung der Fliiche der Punkte A, die 
dem B fiir alle Signaturen associirt sind, bei denen 6 = 9 ist. War die 
urspriingliche Signatur fiir « = 8 [klmn], so giebt wu, die Ordnung fiir 
die Signatur [k, 1, m+ 1, n], v, fiir die Signatur [k, 1, m, nm + 1]. 






































v, zum pw, geworden, so dass sich auf diese Weise eine Reihe von 
Zahlen doppelt ergeben. Aehnliches wird fiir die héheren Werthe von 
6 gelten und also da nicht wiederholt werden. 

Auch die Zahlen ag,, 4s sind Fliichenordnungen; erstere ist offen- 
bar der Grad der Regelfliiche, welche durch die singuliiren Axen (in A) der 
Axen-Correlationen, in welchen sich der feste Biindel B fiir die Signa- 
tur [kKlmn]lo—s mit A-Biindeln befinden kann, erzeugt wird. Die- 
selbe zerfallt in den meisten Fallen, wie an einigen Beispielen gezeigt 
werden wird. Man kann agg auch so definiren: sie ist die Zahl der 
Axzen-Correlationen zwischen A- und B- Biindeln, bei denen die eine 
Axe mit einer Geraden a, die andere mit B incident ist. Hingegen 
Ase ist die Ordnung der Fliiche der Punkte A, zwischen deren Biindel 
und dem festen Biindel B fiir dieselbe Signatur Correlation mit singu- 
léiren Ebenen statt hat. Auch diese zerfallt meistens, wie ebenfalls 
einige Beispiele zeigen werden. 

8. In dem Vorhergehenden ist also die Ordnung der Fliache ge- 
funden, die einem festen B beziiglich einer Signatur [kl mn] g=» as- 
sociirt ist; wir wollen sie &  nennen, hingegen & 4, wenn der Punkt 
im Raume A liegt. Wir gehen zur Ermittelung der Ordnung der 
Curve, welche dem B beziiglich einer Signatur, bei der 6 = 10 ist, 
associirt ist. Wir stellen uns wieder eine Signatur [kl mm]o=» vor, 
und durchschneiden die Fliche {,'*" Ordnung, die dem B associirt ist, 
mit der Ebene a, in der wir die Zahl der dem B fiir ¢ = 10 associirten 
Punkte suchen wollen. A lassen wir sich auf der entstehenden ebenen 
Curve von der Ordnung { % bewegen; jeder Lage von A entspricht eine 
Correlation der Biindel A, B. 

In dem entstehenden Correlationssysteme seien 2», 49, die Zahl 
der Correlationen mit singuliren Axen, bez. singuliren Ebenen, uy, vy 
die Zahl der Correlationen, in welchen noch ein gegebenes Paar von 
Punkten, bez. von Geraden conjugirt sind. 

a) Wir fiigen wieder A,, B, zu und legen b’, 6” so, dass sie BY, 
treffen; die Strahlen in den Biindeln A, welche der Ebene BY’ ent- 
sprechen, erzeugen wiederum eine Regelfliche vom Grade v,, desgl. 
die der Ebene Bb” entsprechenden. Machen wir wieder einen be- 
liebigen ebenen Schnitt, so dass wir zwei eindeutig bezogene Curven 
erhalten; so finden wir als vereinigte entsprechende Punkte die Spuren 
der Axen der 2), Axen-Correlationen und die  , Schnitte der ebenen 
Curve in a, auf der sich A bewegt, mit der Schnittebene. Demnach 





Fir die Signatur [%, 1, m — 1, n-+ 1] ist dann das eben gefundene 
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2,4 = Wy + Mon + Son. 

b) Auf ganz analoge Weise wie oben ergiebt sich 
(2b) 2 ty = Vy + Agz. 

Die ty, v» geben also die Ordnung der Curve, welche fiir die Signa- 
turen, bei denen 6 = 10 und m, n nicht beide 0 sind, dem festen B 
associirt ist; nennen wir sie iz. 

yx ist die Zahl der Axen-Correlationen, in welchen Biindel in 
A fiir die Signatur [klmn], zum festen Biindel B sich befinden koinnen, 
oder die Zahl der Axen-Correlationen zwischen A- und B- Biindeln, bei 
denen die Axe im zweiten Rawme durch B geht. 

Es erhellt hieraus, dass es bei den Signaturen [kl mn],, im All- 
gemeinen nicht moglich ist, dass der beliebige feste Punkt B mit Punkten 
A durch Axen-Correlation associirt ist; also m1 3 = 0. 

Ayz ist die Ordnung der Curve der Punkte A, welche dem festen B 
fiir [klmn], durch exceptionelle Correlation mit singuldren Ebenen 
correspondirt. 

Jene Axen zerfallen im Allgemeinen in mehrere Gruppen, diese 
Curve in mehrere Curven. 


9. Wir nehmen jetzt zwei Gerade a, b an; jedem Punkte B auf 
b sind fiir [klmn], 9 Punkte auf a, jedem A auf a f4 Punkte auf 
b je durch eine Correlation associirt. lreie Beweglichkeit von beiden 
Punkten A, B auf a, b fiihrt also zu einem System 1. Stufe von Cor- 
relationen; ,’, A, seien die Zahlen der exceptionellen unter ihnen mit 
singuliren Axen, bez. Ebenen; u,, v, die derjenigen, fiir welche noch 
4,B;, bez. a,b, conjugirt sind, 

Wegen der Beweglichkeit von B auf b miissen jetzt b’, 6” durch 
B, gezogen werden, damit BY, fiir alle Lagen von B Schnitt der 
Ebenen Bb’, Bb” sei. Durch die Strahlen in den zu B-Biindeln cor- 
relativen A-Biindeln, welche den Ebenen Bb’, Bb” homolog sind, wer- 
den wieder zwei Flichen vom Grade v, erzeugt; die Schnittcurven 
derselben mit einer beliebigen Ebene entsprechen sich Punkt ftir Punkt 
und haben vereinigte Punkte 1) in den x, Spuren der Axen der Axen- 
Correlationen in den A-Biindeln, 2) {4 vereinigte Punkte in der Spur 
der Geraden a in der Schnittebene, weil derselben so viel Punkte B 
auf b correspondiren, also so viele Paare entsprechender Geraden der 
beiden Flichen v,'" Grades sich in der genannten Spur treffen; 3) 
aber noch vereinigen sich fiir denjenigen Punkt B auf b, der in der 
Ebene b'b” liegt, die beiden Ebenen Bb’, Bb”, also auch ihre ent- 
sprechenden Strahlen in den , zugehérigen Correlationen, folglich 
auch deren Spuren in der Schnittebene. Wir haben deshalb: 


(3a) 25 = ly + Hy + boa + boa. 


Die andere Betrachtung giebt wieder ohne Schwierigkeit: 





(2a) 
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(36) 2 fy = Uy + Ay. 

Formel (3a) giebt deutlich zu erkennen, dass eine Vertauschung 
von A und B ohne Einfluss ist: 

Die Zahlen uy, v, geben die Ordnung der Fliiche, welche einer 
Geraden b oder a fiir eine Signatur [kl mn),,, bei der m, n nicht beide 
0 sind, correspondirt; nennen wir diese Ordnung §,,’. 

a, ist der Grad der Regelfliiche der Axen von Axen-Correlationen, 
in denen A-Biindel (B-Biindel) fiir [|klmn), zu Biindeln, deren Scheitel 
auf b (a) liegt, sich befinden; oder die Zahl derjenigen Axen-Correlationen 
zwischen A- und B-Biindeln, bei denen die eine Axe mit a, die andere 
mit b incident ist. 

A, ist die Ordnung der Fliiche der Punkte A oder B, die fiir 
[klmn], mit Punkten B (oder A) auf b (oder a) durch Correlation 
mit singuliren Ebenen associirt sind. 

10. Wir stellen uns jetzt eine Signatur [klmm],, vor. Einem 
festen B ist, wie in Nr. 8. gefunden wurde, eine Curve von der Ord- 
nung fo, associirt; auf dieser wird A bewegt, wodurch sich wieder 
ein System von Correlationen ergiebt. Sei Ajo, die Zahl der exceptio- 
nellen Correlationen desselben mit singuliiren Ebenen; 21, = 0 wie 
in Nr. 8. gefunden; u,,, 749 seien die Charakteristiken. 

Wir erhalten hier die beiden Formeln 


(4a) 2019 = Mio + bos, 
(4b) 2 io = M10 + Aron. 


Die Uy, Vo geben uns die Zahl der Punkte A, welche bei den 
Signaturen [|klmn),, einem festen B associirt sind; wir nennen diese 
Zahl Cup. 

Aix ist die Zahl der — im Allgemeinen mehrere Gruppen bilden- 
den — Punkte A, die fiir [klmn),, dem festen B durch Correlation 
mit singuliiren Ebenen correspondiren. 

11. Wir nehmen jetzt wieder unter Voraussetzung einer Signatur 
[Klmn],, eine Gerade b in B, eine Ebene @ in A an; letztere durch- 
schneidet die Fliche €,," Ordnung, die der b associirt ist, in einer 
Curve derselben Ordnung. Auf dieser bewegen wir A. Seien in dem 
entstehenden Correlationssysteme 28, Aion, Myo) Yjo bez. die Zahlen 
der Correlationen mit singuliiren Axen, singuliren Ebenen, bei denen 
noch %,B8,, a,b, conjugirt sind. 

Die Geraden b', 6” miissen hier wie in Nr. 9. durch 8, gefiihrt 
werden; wir erhalten wieder zwei Flichen vom Grade v,., erzeugt 
durch die den Ebenen Bh’, Bb” entsprechenden Strahlen, und durch 
Schnitt mit einer Ebene zwei Curven, deren Punkte sich eindeutig 
entsprechen. Vereinigte entsprechende Punkte ergeben sich: 1) me 
in den Spuren der Axen der A-Bindel in den Axen-Correlationen; 
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2) in den €,,’ Schnitten der Curve, auf welcher sich A bewegt, mit 
der Schnittebene, 3) {io, herriihrend von den Punkten in a, welche 
dem Schnitte (6, bb”) associirt sind, fiir welchen sich~ die Ebenen 
Bvt’, Bb” vereinigen, also auch deren entsprechende Strahlen und die 
Spuren derselben in der Schnittebene. Wir haben: 


(5a) ; 2019 = bio + Moa + bo + bos. 
Und durch die andere Betrachtung: 
(5b) Zio = "0 + Aioa- 


Die wy’, Vio’ geben die Ordnung der Curve, welche fiir die Signa- 
turen [klmn],, einer Geraden b associirt ist; nennen wir diese Zahl 
fis, hingegen die Ordnung der Fliche, die einer Ebene # associirt 
ist, {/72, woraus sich die Bedeutung von £4 und {7.4 ergiebt, so leuchtet 
unmittelbar ein, dass 

Cia = bie, Sis = bi143 
denn z. B. die Zahlen der ersten Gleichung sind eben die Zahl der Paare von 
[klmn],, associirten Punkte A, B, von denen A in a, B auf b liegt. 

aio~ ist die Zahl der Axen-Correlationen fiir |klmn),. zwischen A- 
und B-Biindeln, bei denen die Axe im ezweiten Biindel die Gerade b trifft. 

Aion = Aiba ist die Ordnung der Curve von Punkten A, welche fiir 
[kimn],. mit Punkten B auf b, oder die Ordnung der Fliche der 
Punkte B, die mit Punkten A auf «, oder kurz die Zahl der Punkte A auf 
«, B auf b, welche durch Correlation mit singuléren Ebenen associrt sind. 

Wird noch eine Bedingung hinzugefiigt, so dass sich [kl mn},, 
ergiebt; so erhellt wiederum, dass es keine Axen-Correlation zwischen 
A- und B-Biindeln giebt, bei denen die Axe im leteteren die b trifft. 

12. Wir stellen uns jetzt eine Signatur [klmn],, vor und in B 
eine Gerade b. Ihr correspondirt in A eine Curve von der Ordnung 
fie. Auf dieser bewegt sich nun A, wihrend B die b durchlauft; so 
dass wir wieder ein Correlationssystem haben. Die Zahl der Axen- 
Correlationen in demselben ist 0, wie oben gesagt; sei Aj: , die der 
Correlationen mit singuliiren Ebenen, u,,, v;, die Charakteristiken, 

Die Geraden §’, )” sind wieder durch 8, zu ziehen. Wir erhalten 
zwei Regelflichen vom Grade v,,; ihre Schnitte mit einer Ebene sind 
eindeutig bezogen und vereinigte entsprechende Punkte sind die Spuren 
der Curve von der Ordnung £;, in der Schnittebene und die Spuren 
der £112 Strahlen, welche den identischen Ebenen Bb’, Bb” entsprechen, 
die zum Punkt (b, b'6”) = B gehdren, der ja 1, — natiirlich auf 
unserer Curve von der Ordnung {112 gelegene — associirte Punkte hat. 
Wir erhalten daher: 


(6a) 205, = My + Se + Sus; 


und durch die andere Betrachtung: 
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2 ty, = %, + Anz- 

Die Zahlen w,,, v,, geben uns die Ordnung der Fliiche der Punkte 
B, welche fiir die Signaturen [klmn],,, bei denen m, n nicht beide 0 
sind, associirte Punkte A besitzen; neanen wir diese Ordnung £1: 2. 

Es hat ersichtlich jeder dieser Punkte im Allgemeinen nur einen 
correspondirenden; denn es wird nur fiir einen von den {1 ,, die ihm 
fiir [kimn),, associirt sind, auch noch das zugefiigte Paar U,8, oder 
a,b, conjugirt sein. 

Aus ist die Ordnung der Fliiche der Punkte B, denen fiir (kimn)},, 
Punkte A durch Correlation mit singuldren Ebenen entsprechen. 

13. Wir bleiben noch bei der Signatur [k7mmn],, und nehmen zwei 
Ebenen «, 6 an; der ersteren entspricht eine Fliche von der Ordnung 
fia =e, aus der die Ebene # eine Curve von derselben Ordnung 
fi: ausschnueidet. Ebenso findet sich in @ eine Curve von Ordnung 
f4i4- Auf diesen beiden Curven bewegen sich also associirte Punkte 
A, B und sind dies die einzigen associirten Punkte, welche bez. in 
a, B liegen; wir erhalten ein Correlationssystem. Es seien 2j;, Aj; die 
Zahlen der exceptionellen Correlationen, wii, vi; die Charakteristiken 
desselben; die Geraden 6’, 6” werden wieder durch %, gezogen, und 
auf den beiden eindeutig bezogenen Curven von der_Ordnung {;, welche 
durch eine beliebige Ebene aus den beiden Regelfliichen gleicher Ord- 
nung ausgeschnitten werden, erhalten wir als vereinigte entsprechende 
Punkte: 1) die Spuren der Axen der A-Biindel in den 2, Axen-Cor- 
relationen, 2) die €:,4 Spuren der ebenen Curve von a, 3) die Spuren 
der Strahlen, welche von den £;;, Schnitten der ebenen Curve von 6 
mit der Ebene (6’, b’)) herriihren und der Ebene Bh’ = Bb’ homo- 
log sind: an und fiir sich hat jeder dieser Punkte (oder der unter 2) 
vorkommenden) wohl {4 (oder §1 4) associirte, aber in der Ebene a 
(oder 6) im Allgemeinen nur einen. Es ergiebt sich also: 


(7a) 2 = Win + Mu + bia t+ Siz 
und durch die andere Betrachtung: 
(7b) 2uu = Mii + An. 


Die wu, vin liefern die Ordnung €12 der Curve der Punkte B oder A, 
weiche in Bezug auf [klmn),,, wo m, n nicht beide 0 sind, associirte 
Punkte in einer Ebene « oder B haben, also auf deren Schnitt mit der 
Fliche von der Ordnung {24 oder fi 2. 

aj, ist die Zahl der Axen-Correlationen zwischen A- und B-Biindeln 
fiir [klmn),,, wo den Axen gar keine Bedingung auferlegt ist. 

Es erhellt daraus, dass in Signaturen mit hiheren Werthen von 6 
keine Axen-Correlationen mehr miglich sind. 

Aix ist die Ordnung der Curve der Punkte A oder B, welche fiir 
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[klmn],, durch eine Correlation mit singuléren Ebenen Punkten einer 
Ebene B oder « correspondiren. 

14. Wir betrachten nun eine Signatur [klmmn],,. Hine beliebige 
Ebene £ schneidet die in Nr. 12. gefundene Fliche von der Ordnung £12» 
in einer Curve derselben Ordnung. Auf dieser bewegen wir B, sein 
associirter A durchliuft dann, wie eben erhalten, eine Curve von der 
Ordnung {i2 auf der Fliche von der Ordnung {24. In dem entstehen- 
den Correlationssysteme gebe es 4,2, Correlationen mit singuliren 
Ebenen, «,,, V2 seien die Charakteristiken. Die Geraden b’, 6” werden 
wieder durch 8, gezogen, und wir erhalten als vereinigte Punkte 1) die 
Spuren der Curve §3'*" Ordnung in der beliebigen Schnittebene und 2) 
die Spuren der Strahlen, welche in den Biindeln der den Schnittpunkten 
B der ebenen Curve 12 s'** Ordnung mit der Ebene (6’, 6”) associirten 
Punkte den identischen Ebenen Bb’, Bb” homolog sind. Also: 


(8a) 2:9 = My + Sen + bie, 
und durch die andere Betrachtung: 
(8b) 2 by. = M9 + Aree. 


Die Zahlen wy., Vy. geben die Ordnung der Curve der Punikte B, 
welche fiir [klmn],, associirte Punkte besitzen; wir nennen diese Zahl js x. 

Aizg ist die Ordnung der Curve der Punkte B, denen fiir |klmn\,, 
durch Correlation ntit singuliren Ebenen Punkte A correspondiren. 

15. Wir nehmen endlich eine Signatur [klmn],, an; die Punkte 
A und B, welche sich associirt sind, bewegen sich auf zwei 
Curven von den Ordnungen €i34, €is2; seien die Charakteristiken des 
entstehenden Correlationssystems u,,, ¥,;, die Zahl der Correlationen 
mit singuliiren Ebenen 4,,. Die Geraden ’, 6” werden ebenfalls durch 
B, gezogen und auf den beiden eindeutig bezogenen Curven erhalten 
wir vereinigte entsprechende Punkte 1) durch die Schnitte der Curve 
fis 4°" Ordnung mit der Ebene dieser beiden Curven, 2) durch Veran- 
lassung der Schnitte der Curve § 3," Ordnung mit der Ebene (6’, 6”). 
Wir haben: 


(9a) 20,3 = bys + bisa + ise, 
und durch die andere Betrachtung: 
(9b) 2 ys = M43 + Aj3. 


Die 43, V;, ergeben die Zahl der Paare von Punkten A, B, welche 
fiir [klmn),,, wenn m, n nicht beide 0 sind, zu einander associirt sind; 
wir nennen diese Zahl §,,. 

A,, ist dihnlich die Zahl der Paare von Punkten A, B, die sich fiir 
[klmn],, durch exceptionelle Correlation mit singuldéren Ebenen cor- 
respondiren. 








270 


III. 
Beschreibung der exceptionellen Correlation vom 2. Typus und 
Zurickfihrung der beiden vom 1. Typus auf dieselbe. 


16. Diese 9 Paare von Formeln habe ich zuerst in folgender Weise 
benutzt: ich kannte durch die friiheren Untersuchungen (C. P.) die Werthe 
der Zahlen €, ¢ fiir die Signaturen, wo n = 0 ist; ich ermittelte nun 
direct mit Hilfe meiner Sitze iiber ,,riumliche Projectivitit“, wie ich 
spiter an einigen Beispielen zeigen werde, simmtliche Zahlen z, 2’. 
Die Abhingigkeit von diesem Probleme liisst ebenfalls erkennen, warum 
bei 6 > 11 keine Axen-Correlationen mehr méglich sind. 

Die Formeln gaben nun zunichst, indem die bekannten Zahlen 
f, & als w, w’ fiir Signaturen: » — 0 angenommen wurden, die zuge- 
hérigen Zahlen v, v’, welche fiir Signaturen: » = 1 wieder uw, uw’ wur- 
den u. s. f. Ausserdem wurden die Zahlen 4, 4’ berechnet. Mehrere 
der letzteren, insbesondere alle fiir die Signaturen n = 0, ferner alle 
fiir o = 8, fast alle 4 fiir 6 —9 habe ich meistens mit Hilfe von Siitzen 
meiner ,ebenen Projectivitit* direct ermittelt und werde ich auch davon 
einige Beispiele geben. Doch stellten sich die Berechnungen der x, 2’ 
schon sehr miihsam dar, die der A, 4’, die freilich nur zur Controle 
dienten, als nicht durchweg ausfiihrbar; so dass ich einen im October 
1876 mir von Hirst gegebenen Gedanken sehr - begriisste, niimlich 
ebenso wie die Zahlen der allgemeinen Correlationen vermittelst der obigen 

‘ormelpaare (1) bis (9) durch die der Ausartungen vom 1. Typus — 
wie Hirst*) sagt — ausgedriickt werden, so nach Relationen zu suchen, 
durch welche die Zahlen der Ausartungen vom 1. Typus auf die der 
Ausartung vom 2. Typus zuriickgefiihrt werden. 

17. Auf die Ausartung vom 2. Typus kommt Hirst schon bei der 
Correlation zweier (festen) Ebenen zu sprechen (Nr. 16.): sie hat in 
jeder Ebene eine singuliire Gerade und einen mit ihr incidenten singu- 
laren Punkt und fiihrt zu dem Linien-Punkt-Paar, wenn die Correlation 
involutorisch wird. Fiir die Correlation zweier Biindel ergiebt sie sich 
durch Dualisirung oder Projection; sie hat in jedem Biindel einen sin- 
guliiren Strahl, durch den eine singulire Ebene geht. 

Beide Ausartungen vom 1. Typus haben sie zu ihrer Ausartung, 
d. h. in jedem Systeme 1. Stufe von Ausartungen jeder der beiden 
Arten vom 1. Typus wird sich im Allgemeinen eine endliche Zahl von 
Ausartungen des 2. Typus befinden, und der 2. Typus bildet den Ueber- 
gang zwischen den beiden Arten des 1. Typus. 


*) Fiir Hirst sind die allgemeinen Correlationen selbst schon Ausartungen 
vom 1. Typus (vgl. die Kinleitung), also unsere vom 1. '‘T'ypus schon vom 2. Typus 
u, s. w. Hirst hat unterdessen auch bei der Correlation zweier Ebenen die Aus- 
artungen des 1. Typus auf die vom 2. zuriickgefiihrt und schneller ermittelt. Cf. 
Transunti dell’ Accademia dei Lincei Ser, III F. I (4. Mirz 1877). 
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Lassen wir die Projectivitit der (singuliiren) Ebenenbiischel zweier 
Axen-Correlationen entarten*): so entsprechen alle Ebenen jedes der 
beiden Biischel, die von einer gewissen, der singuliiren, Ebene ver- 
schieden sind, einer und derselben festen Ebene des andern Biischels, 
der singuliren desselben, und der singuliren Ebene des ersten entspricht 
jede beliebige des andern. 

Lassen wir ebenso die Projectivitét der (singuliéren) ebenen Strahl- 
biischel zweier Correlationen mit singuliiren Ebenen entarten: allen 
Strahlen des einen Biischels, die von einem gewissen, dem singuliiren, 
Strahle verschieden sind, entspricht derselbe feste Strahl im andern, 
der singuliire Strahl desselben, und dem singuliiren Strahle des ersten 
entspricht jeder beliebige im zweiten. 

Das Entsprechen der iibrigen Elemente folgt hieraus nach den all- 
gemeinen Gesetzen der beiden Ausartungen vom 1. Typus und alles in 
allem erhiilt man folgende Correspondenzen in beiden Fiillen als Eigen- 
schaften der -Ausartung des 2. Typus: 

1) Jeder Ebene jedes der beiden Biindel, die nicht durch die singu- 
lire Axe desselben geht, entspricht die singuliire Axe des andern 
Biindels (allg. Corr. mit sing. Axen). 

2) Jeder Ebene durch die singuliire Axe des einen Biindels entsprechen 
alle Strahlen des andern in der singuliiren Ebene (Ausartung der 
Corr. mit sing. Axen). 

3) Der singuliiren Ebene des einen Biindels entspricht jeder beliebige 
Strahl des andern, der nicht in dessen singuliirer Ebene liegt (allg. 
Corr. mit sing. Eb.). 

4) Jedem Strahl des einen Biindels, der nicht in dessen singuliirer 
Ebene liegt, entspricht die andere singulire Ebene (allg. Corr. 
mit sing. Eb.). 

5) Jedem Strahl in der singuliiren Ebene des einen Biindels ent- 
sprechen alle Ebenen durch die singuliire Axe des andern (Aus- 
artung der Corr. mit sing. Eb.). 

6) Der singuliiren Axe des einen Biischels entspricht jede beliebige 
nicht mit der des andern incidente Ebene desselben (allg. Corr. 
mit sing. Axen). 

Wie bei der allgemeinen Correlation mit singuliren Axen, so hebt 
auch hier die Verschiebung des Scheitels auf der singuliiren Axe die 
Correlation nicht auf. 

Aus der Beschreibung geht hervor, dass in dieser Ausartung des 
2. Typus — Axen-Ebenen-Correlation — nur Lagen-Bedingungen 
zu erfiillen sind, nicht mehr Projectivitiits- Bedingungen; was die Er- 
mittelung der Zahlen solcher Ausartungen ganz bedeutend erleichtert. 


*) Vgl. Steiner-Schriter’s Vorlesungen § 19. Anfang. 
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18. Die am Ende von Nr. 16. erwihnten Relationen werden im All- 
gemeinen auf ihnliche Weise gefunden, wie die 9 friiheren Formelpaare. 
Die Ausartungszahlen 2, 4; a, A’ fiir eine Signatur [klmn], wer- 
den als Charakteristiken von Systemen von Ausartungen 1. Gattung 
von der einen oder der andern Art fiir eine Signatur [k, 1, m — 1, m]e—1, 
oder [k, 1, m, m — 1].—.1 aufgefasst. 

Wir werden im Folgenden bei der Ableitung der neuen Relationen 
nur das vom Friiheren Abweichende besonders hervorheben. 

Um 2p, Ase (Nr. 7.) zu finden, miissen wir demnach zu Signaturen 
zuriickgehen, bei denen 6 = 7 ist. 

19. Es sei also [klmn], eine solche Signatur: B wieder ein fester 
Punkt; a eine Gerade. Jeder Punkt A derselben ist dem B durch ein 
System von Correlationen associirt, in dem sich 2, Correlationen mit 
singuliren Axen, 4, mit singuliren Ebenen befinden; es sind dies die 
Zahlen a, A bei Hirst, Nr. 41.*) Wir fassen zuerst nur die Corre- 
lationen mit singuliiren Axen ins Auge, und bewegen A auf a; 
so erhalten wir ein System von solchen Correlationen. In demselben 
seien 9; , vom 2. Typus, ferner z,, 2, solche, bei denen noch ein ge- 
gebenes Paar von Punkten, bez. von Geraden conjugirt sind; 2,, 2; 
also die Charakteristiken des Systems. **) Wir fiigen a, 6, zu; und 
nehmen auf 6, die Punkte.B’, 8” an. Die Ebenen, welche in den 
verschiedenen Correlationen dem Strahle BY’ entsprechen, umhiillen einen 
Torsus von der Klasse z,; ebenso die dem Strahle BY” entsprechenden. 
Beide sind eindeutig auf einander bezogen, und die entsprechenden 
Ebenen schneiden sich in den verschiedenen Axen der A-Biindel, denn 
da BY’, BS” im Allgemeinen nicht mit der Axe der B-Biindel iden- 
tisch sind, so miissen beide entsprechende Ebenen durch die des 
A-Biindels gehen; oder die Schnittlinie der beiden Ebenen entspricht 
je der Verbindungsebene der beiden Strahlen BY’, BY", d. i. der Ebene 
Bb,; dieser aber muss, da sie im Allgemeinen nicht die Axe des 
B-Biindels enthiilt, die Axe des A-Biindels entsprechen. 

In den x, Fallen, wo a, zu 6, conjugirt ist, muss die Axe des 
A-Biindels als entsprechend der Ebene Bb, in der Ebene Aa, liegen, 
also a, treffen; d. h. a, ist der Grad des Erzeugnisses der Axen der 
A-Biindel. Die entsprechenden Ebenen der beiden obigen Torsen z,'* 
Klasse vereinigen sich aber fiir die 0;, Correlationen des 2. Typus, 
weil da den beiden nicht in der singuliiren Ebene des B- Biindels liegen- 
den Strahlen BY’, BY” die singuliire Ebene des A-Biindels entspricht, 


*) Die m, werden hier nicht gebraucht, die 1, stehen in der Tabelle I. 
Nr, 33. 


**) Diese Bezeichnungen riihren von Herrn Hirst her, 
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und nur fiir diese. Folglich ist das Erzeugniss der beiden Torsen vom 
Grade Qa, —0;,. Wir haben also 
(Ia) 2a, = 2, + O72 *). 

Fiigen wir %,%, zu und ziehen wieder 2 Gerade b'b”, welche 
B, treffen; so vereinigen sich, da die beiden Ebenen Bh’, Bb” nicht 
durch die singuliire Axe des B-Biindels gehen, die entsprechenden 
Strahlen in der singuliiren Axe des andern, und wir bekommen nicht 
wie friiher zwei verschiedene Regelflichen vom Grade 2,, sondern nur 
eine: die eben betrachtete Axenfliche. Also wird die der friiheren der- 
artigen Betrachtung analoge hier illusorisch. 

20. Wir fassen jetzt die Correlationen mit singuliren Ebenen 
zwischen den Biindeln, deren einer Scheitel B fest ist, wihrend der 
andere A auf a sich bewegt, ins Auge. Die Zahl der Ausartungen 
des 2. Typus ist, wie oben, 072; 4,, 4, seien die Zahlen derjenigen, 
wo noch ein gegebenes Paar von Punkten, bez. von Geraden con- 
jugirt ist. 

Fiigen wir wiederum zuniichst a,6, zu und legen auf 6, die Punkte 
¥’, B"; so vereinigen sich, da die Strahlen BY’, BY” im Allgemeinen 
nicht mit der singuliren Ebene des B-Biindels incident sind, ihre ent- 
sprechenden Ebenen im A-Biindel fiir jede Correlation in der singu- 
liiren Ebene desselben; also die beiden Torsen — offenbar A,‘ Klasse 
— fallen in den von den singuliren Ebenen der A-Biindel eingehiillten 
Torsus zusammen; die oben an diese Torsen gekniipfte Betrachtung 
wird illusorisch. Hingegen fiihrt nun die andere zum Ziel, bei der 
A,, B, hinzugefiigt und b’'b” durch B, gezogen werden (oder so lange 
B fest ist, allgemeiner so, dass sie BY, treffen). Den Ebenen Bh’, Bb’ 
entsprechen in den verschiedenen Correlationen Strahlen, welche je eine 
Regelfliche vom Grade 4, erzeugen, die Verbindungsebene zweier ent- 
sprechender Strahlen dieser beiden Flichen, die sich ja stets in A auf 
a schneiden, ist die betreffende singulire Ebene, da ja beide Strahlen 
in ihr liegen miissen, weil Bb’, Bb” im Allgemeinen nicht mit der 
des Biindels B identisch sind, oder da der Schnittstrahl BY, dieser 
beiden Ebenen, der ja zur Verbindungsebene homolog ist, im Allge- 
meinen nicht in der singuliren Ebene von B liegt, und erzeugt, wie 
eben gesagt, einen ‘l'orsus von der Klasse 4,. Diese Klasse muss sich 
aber auch aus dem Umstande ableiten lassen, dass die einhiillende 
Ebene eben Verbindungsebene entsprechender Erzeugenden zweier ein- 


deutig bezogener Regelflichen vom Grade 4, ist. Wir machen wieder 
einen Schnitt, wodurch wir eindeutig bezogene Curven von der Ordnung 


*) Die Relationen I bis [IX hat Hirst gleichzeitig mit mir gefunden. 
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4, erhalten. Dieselben haben vereinigte entsprechende Punkte, nim- 
lich 1) die Spuren der Axen der 0;, Axen-Ebenen-Correlationen, denn 
diese Axen sind sowohl zu Bb’ wie zu Bb” homolog, und 2) die Spur 
von @ in der Schnittebene, welche aber 4, vereinigte Punkte repriisen- 
tirt, weil es A, Correlationen mit singuliiren Ebenen giebt, wenn die 
Scheitel fest sind. Wir erhalten mithin fiir die Klasse des Torsus 


auch 24; — O72 — Az, also ist 


(Lb) Qa, = Ay + Ore + Ar. 

Wir erhalten also fiir jedes System von Ausartungen des 1. Typus 
nur eine Gleichung: (Ia) fiir die Correlationen mit singuliren Axen, 
(Ib) fiir die mit singuliren Ebenen. Wir bediirfen mithin ausser der 
Kenntniss der 972, die direct zu ermitteln nicht schwer ist, noch je 
die Kenntniss der x,, 4, d.i. der sp, Ase fiir (k,l, m+1, n],; also miissen 
die msn, Asx fiir diejenigen Signaturen, wo 6 = 8 und n=0 ist, (und 
unter ihnen auch die, bei denen m=n=0 ist) direct ermittelt werden ; fiir 
die iibrigen ergeben sie sich durch die eben gewonnenen Formeln, da 
a,, 4, fiir [klmn], wieder fiir [k, 1, m—1,+ 1], a, 4, sind. 
Analoges wird bei den Signaturen mit grésserem 6 gelten. 

Oz" ist wieder der Grad der singuliiren Axen von A-Biindeln, die 
mit dem festen B-Biindel in Axen-Ebenen-Correlation fiir |klmn), sich 
befinden, oder die Zahl der Axen-Ebenen-Correlationen fiir [kimn],, 
bei denen die eine Axe mit a, die andere mit B incident ist. 

21. Wir nehmen nun eine Signatur {klmn), an, ferner wieder 
den festen Punkt B und die Ebene @ an. Die Fliiche der Punkte A, 
welche dem B durch Axen-Correlationen associirt sind, hat die Ord- 
nung 2g, (Nr. 7.), und: auf der Curve, in der sie. durch e@ geschnitten 
wird, lassen wir A sich bewegen. Die Zahl der Ausartungen des 2. 
Typus in dem entstehenden System von Axen-Correlationen sei 032; 
%,, %, seien wieder die Charakteristiken. Durch thnliche Betrach- 
tungen, wie in Nr. 19., erhalten wir: 


(Ila) 213 = as + O5p. 

Die Fliiche der Punkte A, die dem B durch Correlationen mit 
singuliren Ebenen entsprechen, ist von der Ordnung dg, (Nr. 7.). A 
bewege sich nun auf der Curve, in der sie von @ geschnitten wird. 

Osz ist die Anzahl der Axen-Ebenen-Correlationen fiir [klmn},, 
bei denen die Axe im zweiten Raume durch B geht, wobei die Be- 
dingung, dass irgend ein Scheitel A in a@ liege, jedesmal von selbst 
erfiillt wird; demnach ist die Zahl der Ausartungen vom 2. Typus in 
dem oben entstehenden Systeme von Correlationen mit singuliiren 
Ebenen ebenfalls @3,. Die Charakteristiken seien A,, a 
hilt hier: 
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(IIb) QAs = Ag + On + Ase, 


indem die vereinigten entsprechenden Punkte wieder 1) die Spuren 
der Axen der Axen-Ebenen-Correlationen und 2) die der in « befind- 
lichen Curve Agg'*" Ordnung in der Ebene der betrachteten eindeutig 
bezogenen Curven sind. 

Unter Voraussetzung, dass 292, Agp (Nr. 8. ) fiir die Signaturen n=0 
direct ermittelt werden, geben uns die a,, A, die iibrigen. 

22. Zu der Signatur [klmn], werden a, b gefiigt. Jedem Punkt 
B auf b sind 2g, 4s Punkte A auf a, jedem dieser 24, 4g 4 Punkte 
B auf b durch Correlation mit singuliren Axen, bez. Ebenen associirt. 
Wir erhalten ein System von jeder Art; in jedem befinden sich 
0,’ Axen-Ebenen-Correlationen, wenn dies die Zahl dieser Corre- 
lationen ist fiir [klmn),, bei denen die eine Axe mit a, die andere mit 
b incident ist, oder der Grad der Fliiche der Aaxen von A-Biindeln 
(B-Biindeln), die mit B-Biindeln (A-Biindeln), deren Scheitel auf b (a) 
liegt, axen-ebenen-correlativ sind. 

Seien wieder z,’, 2,/; 4,’, 4, die Charakteristiken der beiden 
Systeme, welche zu den Zahlen x,, 4, (Nr. 9.) fiihren, wenn diejenigen 
fiir n = 0 bekannt sind. Die Geraden ’, 6” werden durch 8, gezogen, 
und wir erhalten 
(IT a) 2a, = 2, + 0’, 

(IIIb) 2Ag = Ag + Os + Asa + Asa, 

wobei die beiden letzten Summanden auf der rechten Seite herriihren 
von der Spur der Geraden a@ in der Ebene der eindeutig bezogenen 
Curven und der Spur der Geraden 6 in der Ebene (b’, 6”). 

23. Wir nehmen eine Signatur [klmmn], an und einen festen 
Punkt B. Es ist oben gefunden, dass a9, —0 ist, also gilt dies 
auch fiir 29s, 2%, und fiir die Ausartungszahl Q9,. In der That giebt 
es einerseits nur eine endliche Zahl (29) von Axen-Correlationen, bei 
denen die eine Axe durch B geht, also erhalten wir kein System mehr 
und also auch keine Charakteristiken, anderseits haben wir fiir [klmn], 
eben (Nr. 21.) fiir einen festen Punkt B nur noch eine endliche Zah! 
von Ebenen-Axen-Correlationen gefunden, also fiihrt die Hinzufiigung 
einer neuen Bedingung zur Unméglichkeit. Die Formel (IV a) fallt deshalb 
aus. Dem festen Punkte B entspricht aber eine Curve der Ordnung 
Age, deren Punkte A ihm durch Correlationen mit singuliren Ebenen 
correspondiren, Wir erhalten also durch Bewegung von A auf derselben 
das Correlationssystem; Ausartungen vom 2. Typus enthilt es, wie eben 
gefunden, nicht. 4,, 4, seien seine Charakteristiken, welche uns die 


Zahlen Ay (Nr. 10.) geben, wenn die fiir » +0 bekannt sind. Es 
ergiebt sich: 


18* 
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(IV b) QAy = dy + Ags, 
wo der letzte Summand von der Spur der Curve 4y,'* Ordnung in der 
Ebene der eindeutig bezogenen Curven herriihrt. 


24. Zu derselben Signatur [klmn)], fiigen wir die Gerade b und 
die Ebene a. Der Geraden 6 ist eine Fliche von der Ordnung 7,’, A,’ 
associirt, deren Punkte Punkten auf 6 durch Correlation mit singuliiren 
Axen, bez. Ebenen correspondiren. Beide schneiden wir mit « und indem 
wir A auf dieser Schnittcurve bewegen, erhalten wir die beiden Systeme 
von Ausartungen der einen und der andern Art. In jedem giebt es 
052 Ausartungen des 2. Typus. wenn das die Anzahl der Axen-Ebenen- 
Correlationen ist, bei denen die eine Axe die b zu treffen hat; denn 
ein Punkt der andern Axe und somit der Scheitel eines axen-ebenen- 
correlativen Biindels fallt von selbsi in a. Wir sehen wieder voraus, 
dass diese Anzahl null wird, wenn 6 wachst. Die Charakteristiken 


unserer beiden Systeme seien 2, , 2, ; 4’, 4g, welche unter der mehr- 
fach genannten Voraussetzung die mos, Aion (Nr. 11.) geben. Man 
bekommt: 


(Va) 2a5 = m5 + Oop; 

(Vb) 243 = Ay + Orn + down + ds, 

worin die beiden letzten Summanden rechts herriihren 1) von der 
Spur der Geraden } in der Ebene (b’, 6”), welcher 49, Punkte auf « 
associirt sind; 2) von den Schnittpunkten der ebenen Cutve 4,‘ 


Ordnung, auf der sich A bewegt, mit der Ebene der beiden eindeutig 
bezogenen Curven. 


25. Es werde nun eine Signatur [kimn],, vorausgesetzt; wir fiigen 
wieder die Gerade 6 zu. Axen-Correlationen, bei denen die eine Axe 
die } trifft, sind nur in endlicher Zahl (xjo,) vorhanden; also giebt 
es kein System, mithin auch keine Charakteristiken und auch keine 
Ausartungen vom 2. Typus; in der That ist einerseits friiher erkannt, 
dass 2,,, = 0 ist, andererseits das letztere schon in der vorigen Nr. 
erwihnt. Die Formel (Via) fallt demnach wieder aus. Dagegen 
erhalten wir eine Curve der Ordnung 4joz von Punkten A, die den 
Punkten B auf b durch Correlation mit singuliiren Ebenen corre- 
spondiren. 

In dem entstehenden Systeme solcher Correlationen giebt es also 


keine Ausartung vom 2. Typus; die Charakteristiken seien 2,,, 4,) und 
geben Ay, (Nr. 12). Es ergiebt sich 


(VIb) QA = Aro + Ais + Aion, 
worin die beiden letzéen Summanden herkommen 1) von der Spur der 
Geraden b in der Ebene (6’, 6”), welcher Ajo, Punkte auf der Curve 
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Aion'** Ordnung entsprechen, 2) von den Spuren dieser Curve in der 
Ebene der beiden eindeutig bezogenen Curven. 

26. Zu der Signatur [klmmn)],, werden jetzt die Ebenen a , B gefiigt. 
Es giebt jo, Axen-Correlationen, bei denen die eine Axe eine Gerade 
b trifft; mithin auch in der Ebene « so viele Scheitel A von Biindeln, 
welche zu Biindeln B, deren Scheitel auf b liegen, axen-correlativ sind. 
Demnach erzeugen die Punkte B, welche zu Punkten A durch Axen- 
Correlation associirt sind, oder, was dasselbe, die Axen in ihren 
Biindeln eine Fliche vom Grade zjoz, die von B in einer Curve von 
dieser Ordnung geschnitten wird. Die in @ befindlichen associirten 
Punkte der Punkte dieser Curve erzeugen eine Curve 2,)4'* Ordnung 
aus analogen Griinden. Weil ferner die Curve von Punkten A, welche 
den Punkten einer Geraden b durch Correlation mit singuliren Ebenen 
associirt sind, die Ordnung Ajo, hat, so bilden die Punkte B, welche 
den Punkten auf « auf diese Weise entsprechen, eine Fliche von der 
Ordnung Ajoz, welche also von # in einer Curve derselben Ordnung 
geschnitten wird. Die in a@ befindlichen associirten Punkte A der 
Punkte B dieser Curve erzeugen eine Curve von der Ordnung Ajo 4. 

Durch diese Punktepaare erhalten wir unsere Correlationssysteme 
von beiden Arten. Ist Ojo die Zahl der Axen-Ebenen-Correlationen fiir 
[klmn],) (ohne weitere Bedingung; das Liegen von Scheiteln in a, B 
wird von selbst erfiillt), so ist dies die gemeinsame Zahl der Aus- 
artungen vom 2. Typus in beiden Systemen. Die Charakteristiken seien 
wiederum 21), 210; Ajo, Aio und fithren zu my, Ay (Nr. 13,). Die Re- 
lationen sind: 

(Vila) 2 X10 = 30 a Oi, 

(VIIb) hio = Ato + Oi + Atos + Atos, 

wobei die letzten beiden Summanden sich herschreiben 1) von den 
Schnittpunkten der Curven Ajoz'** Ordnung in # mit der Ebene (b’, 6”), 
2) von denen der Curve Ajo4'** Ordnung in « mit der Ebene der ein- 
deutig bezogenen Curven. 

Aus der Definition von Oj ergiebt sich, dass fiir héhere o keine 
Axzen-Ebenen-Correlationen mehr miglich sind; anderseits ist von friiher 
schon bekannt, dass die Zahlen 2 bei 6 = 12 und 13 null geworden 
sind. Also fallen die auf Axen-Correlationen beziiglichen Relationen 
von nun an aus. 

27. Es werde nun eine Signatur [klmn],, vorausgesetzt. In der 
vorletzten Nr. ist die Zahl 44, gewonnen, d. i. die Ordnung der 
Flaiche der Punkte B, welchen Punkte A durch Correlation mit singu- 
laren Ebenen entsprechen. Wir schneiden diese Kliche mit einer Ebene 
6; so entspricht der ausgeschnittenen Curve 41: 2‘ Ordnung eine Curve 
Au Ordnung, wie sie die vorige Nr. ergeben hat. 
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Durch die Association der Punkte dieser beiden Curven erhalten 
wir das Correlationssystem; die Charakteristiken desselben, welche die 


Aiae liefern (Nr. 14.),-seien 4,,, 4,,. Es ergiebt sich die Relation: 
(VIII b) Qa = Aun + Aue + ann, 

wo die beiden letzten Summanden resultiren 1) aus den Spuren der 
Curve A,;,,'°° Ordnung in der Ebene (6’, 6”), 2) aus denen der Curve 
Ais’ Ordnung in der Ebene der eindeutig bezogenen Curven. 

28. Endlich sei [klmmn],. angenommen. Da haben wir zwei 
Curven Ay 4’ Ordnung und 4," Ordnung, welche bez. die durch 
Correlation mit singuliiren Ebenen associirten Punkte A, B enthalten. 
Das System, zu dem sie fiihren, habe die Charakteristiken 4,,, aj., 
welche uns 4,, (Nr. 15.) geben; die Relation ist: 

(1X b) Zar = Ary + Aisa + Ave, 
worin die beiden letzten Summanden rechts von den Spuren der Curven 
dieser Ordnungen in den mehrfach genannten Ebenen herriihren. 

29. Es hat sich gezeigt, dass die directe Ermittelung der Zahlen 
a, m, 4, 4 oder, was dasselbe, der Zahlen x, 2’, 4, 4’ fiir die Sig- 
naturen » = 0 nothwendig ist. Einige allgemeine Sitze, durch welche 
man das Nullsein mehrerer dieser Zahlen gleich von vornherein erkennen 
kann, mégen deshalb angegeben werden. 

Bei den Correlationen mit singuliren Azen, die wir stets mit a’, b’ 
bezeichnen wollen, haben diese in den 9 verschiedenen Fiillen, die 


uns vorliegen, zunichst folgende Bedingung zu erfiillen, wo der Dop- 
pelpunkt das Zeichen der Incidenz sein soll: 


1)o=—8;a:a,0:B; 4) o= 10; D: B; 7) o=11; 
2) o6=—9; 0: B; 5) 6 = 10; b’:b; 8) 6 = 12; 
3) 6 =9; a: a, 0: b; 6) o=11; b':b; 9) 6 = 13; 


also zusammen bez. 3, 2, 2, 2, 1, 1,0, 0,0 Bedingungen, wobei die Be- 
dingung der Incidenz mit einem Punkte eben doppelt gerechnet ist. 
Nehmen wir weiter an, dass a’ mit k’ Punkten A,, 1’ Geraden a;, 
n Geraden 4; incident sei; die Ebene, welche dem singuliren Strahle 
a@ von A, einem beliebigen Punkte auf a’, nach einem dieser A; 
homolog ist, ist jede beliebige im zweiten Biindel, also giebt es auch 
eine solche, welche durch die homologe b, geht. Zweitens jeder der 
’ durch a gehenden Ebenen Aa; entspricht ein ganzer Biischel von 
Strahlen in der Ebene durch 0’, die jener in der Projectivitat der 
Ebenenbiischel um a’, b’ homolog ist; es ist also dafiir zu sorgen, dass 
die Ebenen a’ a; und Bb’ B; homolog sind. Drittens jeder der n’ Ebenen 
Aw, welche durch a’ gehen, entspricht ebenfalls ein ganzer Strahl- 
biischel, von welcher also einer die b; trifft, womit der Bedingung 
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geniigt ist. Dem Strahle von A nach einem der k — K& nicht mit a’ 
incidenten A; muss eine mit b’ incidente Ebene entsprechen; es muss 
also b’ die k — k’ Geraden 0; treffen und die k — k Ebenen b’b; miissen 
den k — k’ Ebenen a’ A; homolog sein. Den Ebenen von A nach den 
1—JU' nicht mit a incidenten a; muss der singulire Strahl b’ ent- 
sprechen, also muss derselbe durch 1 — 1’ Punkte B; geben. Der Ebene 
von A nach einer der » — »’ nicht mit a’ incidenten a; entspricht der 
Strahl b’, anderseits soll dieser Strahl in einer Ebene durch die con- 
jugirte b; liegen, also muss b’ dieselbe treffen. Ferner muss dem Strahl, 
der nach einem der m Punkte %; geht, eine durch b’ und B; gehende 
Ebene entsprechen, die der Ebene a’; in der Projectivitit der Ebenen- 
biischel homolog ist. 

Wir gewinaen also zuniichst die Sitze: 

Je nachdem bei einer Axen-Correlation die eine Axe a’ mit einem 
Elemente A;, a, «; tmeident oder nicht incident ist, ist b’ mit dem 
homologen b;, B;, ; nicht incident oder incident. 

Und der Ebenenbiischel von a nach den nicht incidenten A;, den 
incidenten a; und den YA; ist dem Ebenenbiischel von b nach den 
homologen Elementen projectiv. 

Ferner ersieht man, dass den beiden Geraden a’, b’ ausser den 
obigen Bedingungen noch 2k’ + 1’+-n +k—K +2(1—lV)+ n—w 
Lagen- oder Incidenz-Bedingungen, und, da jeder der eben genannten 
Ebenenbiischel & — k’ + 1’ +- m Ebenen hat, noch k — k’ + 1’+ m—3 
Projectivitits-Bedingungen, wenn diese Zahl nicht < 0 ist, oder, wenn 
dies der Fall ist, keine Projectivitiits-Bedingungen auferlegt sind. Im 
ersten Falle ergiebt sich, indem fiir 6 = 2k + 21 -+ m-+ m der Werth 
eingesetzt wird, als Gesammtzahl der von a’, b’ zu erfiillenden Be- 
dingungen in den 9 Fallen 8, 8, 8, 9, 8, 9, 8,9, 10, so dass die schon 
friiher (Nr. 8., 10., 11., 13.) erkannte Unméglichkeit in 4 Fillen sich 
nochmals zeigt. 

Ist aber Kk —k +1' +m <3, dann ist in die eben erhaltene 
Summe der negative Summand k — k’ + l’ + m — 3 aufgenommen, 
welcher nicht aufzunehmen ist; also wichst die Zahl um — (k —k’ + T 
+ m — 3), mithin iiber 8 durchweg. 

Der giinstigste Fall ist noch, wenn k = 0, l’ =1 ist; wenn aber 
auch kK +1-+m < 3, so ist bei dieser Signatur durchweg Unmig- 
lichkeit. ‘ 

Wir erhalten also folgendes Resultat: 

Bei allen Signaturen, wo k 4+-1-+ m < 3, sind die x bez. x’ gleich 0. 

Am meisten wird dies bei hohen Werthen von  eintreten. 

30. Bei den Correlationen mit singuldéren Ebenen, die. wir durch- 
weg «, ® nennen wollen, muss #’ in den beiden ersten und im vierten 


Falle durch B gehen. 
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Nehmen wir wiederum an, dass e@ mit k’ Punkten A,, l’ Geraden 
a;,m Punkten %; incident sei. Jedem der k Strahlen AA; entsprechen 
die unendlich vielen Ebenen um den Strahl des Biischels (B, f’), der 
dem AA; in der Projectivitit der Biischel (A, a’), (B, 6’) homolog 
ist. Soll also eine Ebene durch die homologe b; gehen, so muss J; 
diese treffen; also muss. dafiir gesorgt werden, dass die mit 4; und b; 
incidenten Strahlen der beiden Strahlbiischel homolog seien. Die Ebene 
von A nach einer in a’ liegenden a; ist @ selbst, also entspricht ihr 
jeder beliebige, mithin auch ein durch den homologen B; gehender 
Strahl. Dem Strahle von A nach einem in a’ liegenden %; entspricht, 
wie eben gesagt, ein ganzer Biischel von Ebenen, so dass eine durch 
den conjugirten $; geht. 

Dem Strahle von A nach den k — XK’ nicht in « liegenden A; 
entspricht 6’ und muss also die k — k’ homologen }; enthalten. Der 
Ebene von A nach einer der 1 — 1’ nicht in @’ befindlichen Geraden 
a; entspricht der anderseits durch den homologen B; gehende Strahl 
in f’, der in der Projectivitét der beiden Strahlbiischel dem mit der 
a; incidenten homolog ist; folglich muss erstens #’ durch diese 1 — 1’ 
Punkte B; gehen und fiir diese Projectivitit gesorgt werden. Dem 
Strahle von A nach einem nicht in a’ befindlichen %; ist 6’ homolog, 
die also durch den conjugirten 8; gehen muss. 

Die Strahlen der beiden projectiven Biischel, die mit conjugirten 
ai, 6; incident sind, miissen ebenfalls homolog sein; damit der Strahl, 
der der Ebene Aa; (oder Bb,) entspricht und in f’ (oder a’) liegt, die 
b; (oder ,) treffen kann. 

Wir haben also die zwei Sitze: 

Je nachdem a’ mit einem Elemente A;, a;, UX; incident oder nicht 
incident ist, ist B’ mit dem homologen b;, B;, B; nicht incident oder 
incident. Und: 

In den beiden projectiven Strahlbiischeln (Aa’), (BB’) entsprechen 
die Strahlen, welche mit den in «' befindlichen Punkten A;, mit den 
nicht-in « liegenden Geraden a; und mit den Geraden a; incident sind, 
den mit den homologen Elementen incidenten Strahlen. 

Ferner werden den beiden Ebenen a’, f ausser den obigen 
1,1, 0, 1,0, 0,0,0,0 noch k + 20 + m’ + 2(k—K)+1—lU'+m—m 
weitere Incidenz-Bedingungen auferlegt. Die Zahl der Elemente jedes 
der projectiven Strahlbiischel ist k’ + 1 — l’ + n. 

Hier muss aber noch auf die Beweglichkeit der Scheitel A und B 
in den Ebenen a’, #’ Riicksicht genommen werden, und damit ver- 
halt es sich so: 

1} o= 8; B gegeben; A= a’a; 
2) ¢6= 9; B gegeben; A beweglich auf a’a; 
3)¢6= 9; B=f'b; A—@a; 
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4) 6 = 10; B gegeben; A beweglich in a’. 

5) ¢ = 10; B= f’b; A beweglich auf a’a. 

6) = 11; B= f’b; A beweglich in a’. 

7) 6 = 11; B beweglich auf 6B, A auf a’a. 

8) 6 = 12; B beweglich auf p’B, A in a’. 

9) 6 = 13; B beweglich in f’, A in a’. 
Der Grad der Beweglichkeit ist demnach bez. 0, 1, 0, 2, 1, 2, 2, 3, 4. 
Durch die Strahlbiisc’ . -Projectivitit werden mithin den Ebenen a’, f’ 
k+t—l +n—3—0,1, 0, 2,1, 2,2, 3,4 Bedingungen auferlegt, 
wofern diese Zah] nicht unter 0 kommt, sonst keine. Im ersteren 
Falle ergiebt sich als die Gesammtzahl der Bedingungen durchweg 6, 
also gleich der doppelten Zahl der Bedingungen, die eine Ebene 
erfiillen kann. Tritt aber der andere Fall ein, so steigt die Zahl iiber 
6. Der giinstigste Fall ist k’ =k, 1’ =0. 

Wenn demnach k + 1+ < 3,4, 3,5, 4, 5,5, 6, 7 ist, so sind die 
Zahlen 4, 2’ gleich 0; z. B. wenn 6 = 13, so ist k+1 < 7; ist nun 
noch n = 0, so ist 4,, = 0; ebenso 4,, = 0, wenn n=0, m>O. 

31. Es ist in beiden Fiillen nicht gesagt, dass das Nullwerden 
nicht auch ausserdem noch eintreten kann; z. B. die 8 den a’, 0’ zu- 
sammen auferlegten Bedingungen kénnen ja so sein, dass eine der 
beiden Geraden allein schon mehr als 4 zu erfiillen hat. 

Hiitten wir a’ mit einem %;, bez. « mit einer a, incident sein lassen, 
wodurch dann die auf dieses Grundelement beziigliche Bedingung auf 
unendlich viele Weisen erfiillbar wire, so wiirde die Gesammizahl der 
Bedingungen fiir a’, b’, bez. a’, B’ tiber 8, bez. 6 gestiegen sein. 

32. Die in Nr. 29. und 30. gefundenen Séitze iiber Incidenzen und 
Nichtincidenzen von a', b’, bez. a’, B’ bestehen zugleich bei den Axen- 
Ebenen-Correlationen. 

Zu einer ausgearteten Projectivitit kann man nur 2 Paare ent- 
sprechender Elemente geben; also eine ausgeartete Projectivitat bei 
@ Paaren aufstellen, hat den Werth von 2 — 2 Bedingungen. Fassen 
wir mithin die Axen-Ebenen-Correlation als ausgeartete Axen-Corre- 
lation auf, so unterwerfen wir die Axen a’, b’ wie oben zuerst 3, 2, 2, 
2,1,1,0,0,0, dann 24 41°) +n’'+k—K+2(0-V)4+n—-aW 
Incidenz-Bedingungen und zuletzt noch k — k' + 1’ + m—2 Pro- 
jectivitatsbedingungen — die freilich hier auch Incidenzbedingungen 
werden —, wofern die letztere Zahl nicht < 0 ist, andernfalls keiner 
Projectivititsbedingung. Da aber hier in den 9 verschiedenen Fallen, 
6 je um 1 kleiner ist, als in Nr. 29., 30., so ergeben sich dieselben 
Zahlen wie in Nr. 29., wenn k — k’' + 1’+ m nicht < 2 ist. Ist dies 
aber der Fall, so tritt Unmdglichkeit ein; indem wir wieder den giinstig- 
sten Fall annehmen, erhalten wir: . 
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Wenn k +1-+ m < 2, so ist 0, bez. O' gleich 0. 
In ahnlicher Weise fiihrt die Betrachtung der Axen-Ebenen-Corre- 
lation als ausgeartete Correlation mit singuliren Ebenen zu dem Satze: 
Wenn in den 9 verschiedenen Fillen (I bis IX) k-+1-+ n < 2, 3, 
2, 4, 3, 4, 4, 5, 6 ist, so ist ©, bez. O' gleich 0. 





























Specielle Untersuchungen. 
IV. o= 9. 

33. Wir gehen nun an die Ermittelung der Zahlen selbst und 
wenden zuerst die beiden Formeln 
(la und b) 20, = az + O73; 24,=4,4+ 080+ a, 
(Nr. 19., 20.) auf alle Signaturen [K/mn], an. Alle 6;, sind direct er- 
mittelt, so wie die z,, A, fiir die Signaturen [kim0],, d. i. age, Ase 
fiir k,l,m-+- 1, 0),. Einige Beispiele der directen Berechnung folgen 
der Tabelle. Die 2s, und dg, und zwar alle, also auch die aus der 


. folgenden Tabelle nicht zu entnehmenden fiir die Signaturen [//00), 
finden sich in Tab. 1) in Nr. 40. 
Tab. I: 6 = 7. 
Sign. @73 m @ 4, A, 4 Sign. Ors ap mt An hy Ay 
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Ich wiederhole, dass die 4, aus Hirst’s Tabelle in Nr. 41. ent- 
nommen sind. 

34. Was nun die Ermittelung der Zahlen 07, angeht, also der 
Axen-Ebenen-Correlationen fiir die betreffende Signatur, bei denen die 
eine singulire Axe mit der Geraden a, die andere und also auch die 
zugehérige singulire Ebene mit dem Punkte B incident ist, so wollen 
wir die Signatur [1121] betrachten: 

A, a, A, Aya, 
b, B, B, B.b,. 

I. @ sei A, UX, A,; dann geht B’ durch B und B,; a’ soll also mit 
« und a@ incident sein, so kann es nur noch durch einen Punkt von 
« gehen, oder eine Gerade treffen: 1) a’ treffe a,, so muss Bb’, ausser 
dass sie durch B geht, noch b, und b, treffen, was auf eine Weise 
miéglich ist; die Ebene 6’ ist dann durch BB, und VU’ bestimmt; 2) a’ 
treffe a,; so muss b’ dann mit b, BB, incident sein, was nicht mdglich 
ist; 3) a gehe durch A,, so miisste 6’ mit B,Bb, incident sein, was 
ebenfalls nicht geht. Also 1. Lésung, 

II. @ sei A,a,; dann ist B’ die 8,8,B; 1) @ — mit a und o&’ 
(und dadurch auch mit a,) incident — treffe a,, so trifft b) — mit B 
und £’ incident oder dem Biischel (B, 6’) angehérig — die b,; 2) a 
gehe durch A,, so muss b’ die b, treffen.. 2 Lésungen. 

Ill. @ gehe durch A,%,; 6’ ist B,B,B; was durch die Ver- 
tauschung von %, mit %, zwei Combinationen giebt; 1) a’ sei mit 
A,a,q@ incident; 6’ muss dann, befindlich im Biischel (B, 6’), durch 
B, geben; 2) a’ treffe a,, a,, @ und, weil in « gelegen, auch A, %,, 
was 2 Lésungen hat, so wird b’ die b, treffen; 3) a sei mit A, a,a 
incident, so hat b’ die b, zu treffen, In allen 3 Fallen ist « durch @ 
und A, %, fixirt. Hierdurch ergeben sich 2(1 + 2-+ 1) —8 Lésungen. 

Andere Fille als diese 1 + 2 -+ 3 sind nicht mdglich. 

Mithin giebt es 1 + 2+ 8 = 11 Lésungen; 0;, = 11. 

Kin Hauptaugenmerk hat man darauf zu richten, dass jedes der 
4 Elemente «’ 8’ a'b’ so viel Bedingungen erhilt, als zu seiner Bestim- 
mung nothwendig sind; bei dem obigen Arrangement ist es bei a’, U’ 
gleich nothwendig, «, 6’ kénnen noch durch das schon fixirte a’, b’ 
endgiltig bestimmt werden. 

Wir nehmen als zweites Beispiel 


[0123] a, A, WA, ay (ly sy 
i B,B, B,b, by bs. 
I @’:a,, UX,*); B’: B,B (2Comb.); a: a’, a,a,; 0: B, by, b, 
(3 Comb.); also 6 Lésungen. 


*) Der Doppelpunkt ist wie oben das Zeichen der Incidenz. 
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Il a’: M,, WU; @: B,, B; a’: a,, a, 0,, UX, A, (2 Lagen); b’: B, b,, by 
(3 Comb.); also ebenfalls 6 Lésungen. 

Ill a’: a,; 6: B,,B,, B; a’: a,, a, a,, a, (2 Lagen); b': B, 6’, bs 
(3 Comb.); wiederum 6 Lésungen. 

IV « :%,; 8: B,, B,, B(2Comb.); 1) a’ : a, a,., a, 05 (2 Lagen); 
b: B, B,; 2) a: a, a,, a,, a (2 Lagen); b’: B, B’, 6, (8 Comb.); also 
im Ganzen 2 (2 + 2-3) = 16 Lésungen. 

@2=6+6+6+4+ 16=— 34. 

Fassen wir 6;, als Grad einer Fliche und zwar der der Axen a’ 
von Axen-Ebenen-Correlationen fiir [0123], fiir welche die Axe 0 
durch B geht, so besteht diese Fliche 34. Grades aus 6 ebenen Strahl- 
biischeln (I), und aus 14 Regelschaaren (2. Grades) (II, III, IV). 

35. Was die Berechnung der z, fiir [kim0],, d. i. der age fiir 
[k, 1, m+ 1, O], anbetrifft, so nehmen wir als Beispiel die Signatur 
A, A,a, UX, A, 
b, 6, BB, B., 
welche x, fiir [2110], giebt; die Axe a’ soll mit a, die Axe b’ mit B 
incident sein. 

I @ sei mit a, A, incident; b’ ist dann mit b,B,B incident, was 
nicht méglich. 

Il a treffe a,a,; b' ist dann mit b,, b,, B incident, hat also eine 
bestimmte Lage; ferner muss sein 

a (A, A,a, UA, U,) A ¥ (6,6, B, 8, B,). 
Wir ersetzen fiir einen Augenblick a,, b,, b, durch beliebige auf ihnen 
gelegene Punkte A,’, B,’, B,’; wodurch die Ebenen, welche b’, a’, die 
ja b,, b,; a, treffen, mit B,’, B,’; A,’ bilden, dieselben sind wie die, 
welche sie mit b,, b,; a, bilden, wofern nur die b’ nicht gerade durch 
B, oder B,’ oder die a’ durch 4,’ geht. Der einen Geraden Db’ corre- 
spondirt nun fiir die beiden Gruppen von 5 Punkten 
A, 4,4; %,%, B, BB, B,B, 

eine Strahlencongruenz 1. Ordnung 3. Klasse*) (Sehnensystem einer 
cubischen Raumcurve), welche aus dem Punkte A,’ einen Kegel 2. 
Grades erhilt (Rauml. Project. Nr. 8.); diese hat mit der linearen 
Congruenz [aa,| 1-1-+3-1—4Strahlen gemein; darunter befinden 
sich aber auch die beiden Strahlen des eben genannten Kegels, welche 
a treffen und die, weil durch A,’ gehend, nicht als a’ zu gebrauchen 
sind, Es bleiben mithin nur 2 Lésungen fiir a’. 


[2120], 





*) Oder wie Schubert in prignanterer Weise sagt: vom Biindelgrad 1, vom 
Feldgrad 3. 
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Ill a’ ist mit A,, a,, @ incident, und also bestimmt; b’ dann mit 
mit B,b,; ferner a (A,a,A,A,) A ¥ (6,B,B,B,). Indem wieder auf 
a,, 6, Punkte A,’, B,’ angenommen werden, ergiebt sich, dass dem 
einen a’ ein Strahlencomplex 2. Grades correspondirt, zu dem jeder 
Strahl durch B,' gehért (Riuml. Proj. Nr. 2.); so dass derselbe mit 
dem Biischel Bb, ausser dem durch B,’ gehenden Strahle noch einen 
gemein hat. Wir haben also, weil hier 2 Combinationen miglich 
sind, 2- 1 = 2 Lésungen. 

Andere Fille sind nicht médglich; also ist ag, fiir [2120] oder 
a, fiir [2110] gleich 4. 

Kin zweites Beispiel sei 

; Gy a, A, A, 
B, B,B,B,B,. 

I a’ trifft a,a,, a,; 0 geht durch BB,, ist also bestimmt; ferner 
a’ (a,a,U, A.) A 0 (B, B,B,B,). Dem einen 0’ entspricht ein Complex 
2. Grades, dem die beiden Biindel A,’, A, ganz angehéren, so dass 
er mit der Regelschaar [aa,a,| ausser den beiden durch A,’, A,’ gehen- 


[0320] 


den Geraden derselben noch 2.2 —2—2 Gerade gemein hat. Wegen 


der 3 Combinationen erhalten wir 6 Lésungen. 
II a’ trifft a, a,, a,, a,, hat also 2 Lagen; b’ geht durch B; wir ~ 
haben a’ (a,a,a,%,A,) 7 b' (B, B,B,B,B,); jeder der beiden a’ ent- 
spricht eine Congruenz (1,3), von welcher also ein Strahl durch B 
geht; mithin 2 Lisungen. Also ist. az = 8, d. i. 2, fiir [0310]. 
Ferner 3100] A, A, A,a, 
b, bb, B,. 
a ist mit A,, a,, a, b’ mit b,, b,, B incident; also beide dadurch 
eindeutig bestimmt; die Bedingung: a (A,A,a,) 7 DO’ (b,b, B,) erfiillt 
sich von selbst. Wegen der drei Combinationen giebt es 3 Liésungen. 
Also gz = 3; da auch m= 0, so kommt es in Tabelle I nicht vor. 


Endlich 
0080] Myo We 
B+ ++ Be. 
a’ mit a, b' mit B incident; a’ (MX, --- As) A W (B, «++ Bs). Dem Biindel 
B correspondirt eine Regelfliche 8. Grades (Riuml. Proj. Nr. 43.), 
von welcher 8 Gerade die a treffen, also %gz = 8 oder x, fiir [0070]. 
Nothwendig ist es nur, die ag, fiir die Signaturen [k/mO], zu 
ermitteln. Ich habe aber alle auf die vorhergehende Weise gefunden 
und wihle noch als Beispiel 
1122) A, a, A, A, ay Ay 
b, B,&, Bb, by, 


weil in den vorhergehenden keine conjugirten Geraden vorkommen. 
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la’ ist mit -a, A,,a,, mit B,b,,6, incident, also beide be- 
stimmt; a’ (a,%,A,) ZA 0’ (B,B,B,) erfiillt sich selbst. 1 Lésung. 

II a’ ist mit a, a,,4,, 0 mit B, b,, b, incident (2 Comb.); 
@ (A, a, AH, A) 7 YW (b, B,B, B,); dem b’ entspricht ein Complex 2. Gr., 
der mit der Regelschaar [aa,a,} ausser der durch A,’ gehenden, noch 
3 Gerade gemein hat. 2-3 — 6 Lésungen. 

Ill a’ ist mit a,a,,4,,0,, 0 mit B, b, incident; a (Aa, A, UA.) 
Z\ 0 (6, B,B,B,); jeder der beiden Lagen von a’ entspricht ein Com- 
plex 2. Grades, der mit dem Biischel Bb, ausser dem durch B,’ gehen- 
den noch einen Strah] gemein hat; also 2 Lisungen, 

Also im Ganzen agg = 1+ 6-+42=9, welchen Werth mithin 
auch x, fiir [1121] oder x, fiir [1112] hat, wie die Tabelle I zeigt. 

Die Fliche 9. Grades der Axen von a’ Axen-Correlationen fiir [1122], 
bei denen die Axe b’ durch B geht, besteht demnach 1) aus einem 
Strahlbiischel, 2) aus 2 Regelfliichen 3. Grades, 3) aus einer Regel- 
schaar. 

36. Gehen wir nun zur Berechnung der 4, fiir [klmn], oder der 
Ase fiir [k,1l,m-+ 1, m]z, von denen wiederum nur die fiir » = Q 
nothwendig, aber alle ermittelt sind. 

Die in der Tabelle I vorkommenden A, oder dgz fiir » = 0 sind 
meistens 0, ausser denen, fiir welche es der Satz von Nr. 30. sagt, 
auch A, fiir [0310] oder dgz fiir [0320], wie man leicht einsieht. 

Fasst man Agz als Ort der Punkte A auf, welche fiir [klmn], dem 
festen B durch Correlation mit singuliren Ebenen associitt sind, so 
besteht bei [2120] dieser Ort aus den beiden Ebenen A, A, %,, A, A, %,, 
bei [1220] aus der einen Ebene A, 2A, %,, bei [3020] aus der einen Ebene 
A, A, Aq; endlich noch bei den Signaturen [4100], die nicht zu A, in der 
Tabelle I fiihren, besteht sie bei [3100] aus der einen Ebene A, 4, Ag, bei 
[1300] aus den drei Ebenen A,a,, A,a,, A,a, und bei [4000] aus den 
4 Ebenen A, A, 4,, A,A,A, u. s. f. Bei [0400] existirt sie nicht. 

Z. B. bei [2120] sei- A irgend ein Punkt in A,A,%,; so wird 
dies fiir ihn die singuliire Ebene a’, die p’ ist B,B,B. Die Projectivi- 
tat ist: *(Aa’)-(A,A,a,) ZX (BB) (b,b,B,), welche von selbst erfiillt 
wird*), 

Bei [2200] ist die Fliche diejenige Fliche a?, die tiberhaupt dem 
Punkte B associirt ist (Nr. 1.). Jeder ihrer Punkte ist dem Punkte 
B durch ein System von Correlationen [2200] oder, wie dort gezeigt, 
[2110] u. s. f. associirt, in welchem es von jeder Ausartung eine giebt 
und dessen Charakteristiken beide 1 sind (Hirst, Nr. 41.); so dass 
es auf jeder Geraden a zwei Punkte giebt, welche dem B fiir [2200] 


*} Ueber die Schreibweise sehe man Nr, 1. 
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durch Correlation mit singuliren Ebenen oder durch allgemeine Corre- 
lation fiir [2210], oder fiir [2201] associirt sind, und zwar immer die- 
selben 2 Punkte. 


37. Ich habe aber, wie schon oben gesagt, auch die dg, fiir alle 
Signaturen direct ermittelt. Doch gestattet es der Raum nicht ent- 
fernt, auf diese bisweilen sehr umstiindlichen Untersuchungen einzu- 
gehen. Die Fliche von der Ordnung 4s, zerfallt im Allgemeinen. 

Als Beispiel betrachten wir 


(1113), A, d, A, A; Hg My 
b, B, B, by by by. 

I oe’ ista,A,, B ist b, B; A beliebig in a’; (Aa’)(a,a,0,) 7 (BB) 
(b, 6, 6,) erfiillt sich von selbst. 

Il « ist A,a,, B’ geht durch $,, B; A beliebig in a’, (Ae’) 
(A, a, 0,03) ZA, (BB’) (,6,6,6,). Fiir jede Lage von A in a’ giebt es 
zwei Ebenen f’ durch %,B; denn alle Ebenen durch B, welche die 
4 Ebenen B (b,6,6,,) in einem zu (Ae@’) (A, a, 4,03) projectiven Biischel 
schneiden, umbhiillen einen Kegel 2. Gr., an den von BY, zwei 
Ebenen gehen. 

Ill «’ geht durch A,%X,, 6 durch BB, und in jener ist A so zu 
suchen, dass (A@’) (A,a, 0,0, 4,) A (BB’) (b, B, b,b,6,). 

Wir betrachten eine feste Ebene durch A,%,, so haben wir in 
derselben 5 Punkte: A, und die Spuren von a,, a,, a), 4,3 Wir duali- 
siren die Figur im Raume B, die aus 4 Ebenen und einer Geraden 
(mit beweglicher Ebene um letztere) in einem Biindel besteht, und 
erhalten 4 Punkte und eine Gerade (mit beweglichem Punkte auf 
letzterer) in einer Ebene; auf die Gerade legen wir einen Punkt, so 
dass wir in jeder Ebene 5 Punkte baben; und unsere Frage ist nun 
die nach der Curve der Punkte in der A-Ebene, welche der Geraden 
in der B-Ebene, um mich kurz so auszudriicken, in Bezug auf die 
beiden Punktgruppen correspondirt. Da die Gerade durch einen Punkt 
der B-Gruppe geht, so ist die gesuchte Curve 3. Ordnung (Ebene 
Project. Nr. 8.; Math. Ann. I). 

Wir legen’ zweitens A fest auf die Gerade A,%, und lassen a’ 
sich wieder bewegen; jetzt wird auch die A-Figur, bestehend aus vier 
festen Ebenen und einer festen Geraden durch A und beweglicher 
Ebene durch letztere, dualisirt; wir erhalten 4 feste Punkte und eine 
feste Gerade, auf der sich ein Punkt bewegt, in einer Ebene. Wir 
legen wiederum einen festen Punkt auf die Gerade, der aber nicht 
homolog zu dem auf die Gerade in der B-Ebene gelegten wird. Es 
fragt sich nun, wie viele correspondirende Punktepaare giebt es, bez. 
auf den beiden Geraden gelegen, in Bezug auf die beiden Punktgruppen. 
Da die mit den Geraden incidenten Grundpunkte nicht homolog sind, 
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so ergeben sich 2 Punktepaare, wie leicht aus dem eben benutzten 
Satze der ,ebenen Projectivitit“ hervorgeht. Es folgt hieraus, dass 
auf der Fliche der Punkte A die Gerade A,%, doppelt und demnach 
diese Fliiche 5. Ordnung ist. 


IV Die Ebene e@’ geht durch A, und # ist B,B,B. A ist in a’ 
so zu suchen, dass (A a’) (A, a, 0, 4,03) ZX (BB) (6, B,b,6,b,), welcher 
letztere Biischel fest ist. . 

Die Punkte A erzeugen, wie gleich bewiesen wird, eine Fliche 
3. Ordnung, und nun haben wir die simmtlichen Fliichen zusammen, 
deren Punkte A dem B fiir [1113] durch Correlation mit singuliren 
Ebenen associirt sind: eine einfache, eine doppelte Ebene, eine Fliiche 
5. und eine 3. Ordnung, zusammen 11. Ordnung, wie in der Tab. I. 2, 
fiir [1103], 4, fir [1112]. 

38. Um die Ordnung 3 der Fliche in IV zu ermitteln, beweisen 


wir erst einen andern bei diesen Untersuchungen hiiufig vorkommen- 
den Satz: 


Sind sechs Gerade a,, a., @, @,, %, « gegeben, so giebt es vier 
einem gegebenen projective (vierstrahlige) Strahlbiischel, deren Scheitel mit 
a, deren Ebene mit « und deren Strahlen mit a,, a,, a,, a, incident sind 
(eine bestimmte Zuordnung vorausgesetzt). Oder mit andern Worten: 

In den Ebenen « durch « beschreiben die Punkte A, fiir welche der 
Biischel (Aa) (a,a,a,a,) dem gegebenen projectiv ist, eine Fiche 4. 
Ordnung, oder, und dual hierzu: Die Ebenen « durch die Punkte A 
auf a, fiir welche (Aa) (a, ---a,) dem gegebenen Biischel projectiv ist, 
umhiillen eine Fliiche 4. Klasse. 

In der That, wenn wir die zweite Ausspruchsweise annehmen, so 
erzeugen ersichtlich die Punkte A in jeder Ebene durch qa’ einen Kegel- 
sechnitt. Hingegen (dual) umhiillen die Ebenen @ durch jeden Punkt 
A von « (oder a) einen Kegel 2, Grades, so dass 2 durch a’ selbst gehen; 
daraus geht hervor, dass a’ der Fliche doppelt angehért, womit die 
vierte Ordnung bewiesen ist. 

Lassen wir aber a, die «’ treffen, so geniigt die ganze Ebene a,q’, 
weil in dieser die Spur von a, unbestimmt wird; fiir die‘ tibrigen Ebenen 
« ist dann nur der Schnittpunkt A, = a,a’ wichtig, und wir haben 
also den Satz: 

Wenn a,, 4, 43, A, und eine durch A, gehende Gerade a’ gegeben 
sind, so erzeugen die Punkte A in den Ebenen « durch a, fiir welche 
(A@) (a,a,a,A,) einem gegebenen Biischel projectiv ist, eine Fliche 3. 
Ordnung, auf der «’ einfach ist, und durch die weitere Annahme, dass 
auch a, die a’ in A, treffe, den Satz: 

Wenn a,, a,, A;, A, gegeben sind, so erzeugen die Punkte A in 
den Ebenen « durch A,A,, fiir welche (A a) (a,a,A,A,) einem gegebenen 
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Biischel projectiv ist, eine F léiche 2. Grades; welcher tibrigens schon in 
Nr. 1. vorkémmend auch einfacher bewiesen werden kann. 

Wir gehen nun zu unserm Falle IV zuriick und verlangen zunichst 
blos, dass (Aa@’)(A,a,a,0,) dem festen Biischel (Bf’) (6, B,b,b,) pro- 
jectiv sei; legen wir durch A, eine Gerade a, durch welche « gehen 
soll, so beschreibt A eine Fliche 3. Ordnung, so dass A dreimal auf 
eine Gerade a fallt; wird demnach 4 auf a bewegt, jedoch die Bedingung 
der Incidenz von @ mit a fallen gelassen, so umhiillt « einen Kegel 
3. Klasse. Derselbe hat die Ebene A,a zur doppelten, die Ebenen 
A,(a@,, @,, a)) zu einfachen Beriihrungsebenen ; denn wenn a die erst 
genannte Ebene ist, so bilden die Punkte A, fiir welche (A @’)(A, a, a, a) 
dem festen Biischel (B6’), einen Kegelschnitt, von dem 2 Punkte auf 
a liegen; in der Ebene A, a, aber befriedigt die Spur von a, weil der 
mit a, incidente Strahl unbestimmt ist, also der Projectivitat gemiss 
gewihlt werden kann. 

Verlangen wir nun, dass wiihrend A die a durchliuft, a so sei, 
dass (A a’) (A, a, a, 03) Z\ (BB) (6, B,b, 63), so ergiebt sich ein zweiter 
Kegel 3. Klasse, der ebenfalls A,a@ doppelt, A, (a,, a,, a3) einfach 
beriihrt und mit dem ersteren ausser A, (a, a,, a,) noch 3 Beriihrungs- 
ebenen gemein hat. Fiir die Schnitte A von a mit jeder derselben 
ist dann (Aa’) (A, a, 4, 0,03) A (BB’) (6, B,b, 6,6). Folglich giebt es 
auf der Geraden a 3 Punkte, die der in IV gestellten Bedingung ge- 
niigen. Die Punkte A erzeugen mithin eine Fliche 3. Ordnung. 

Also, wenn geyeben sind A,a,a,a,a, (da die Verschiedenartigkeit 
der Bezeichnung im Allgemeinen nicht nothwendig ist), so liegen die 
Punkte A von Ebenen a durch A,, fiir welche (Aa) (A,a,a,4,4;) einem 
gegebenen Biischel projectiv ist, auf einer cubischen F liche. 

Betrachten wir diese Fliiche noch etwas genauer. Sie enthilt den 
Punkt A, nur einfach.. Denn es giebt durch A, einfach unendlich 
viele Ebenen a, in denen A, selbst A ist; der Strahl in jeder dieser 
Ebenen, der in der Projectivitiit dem ersten Strahle des festen Biischels 
entspricht, ist Tangente der Fliche in A,, wie man durch eine unend- 
lich kleine Verriickung erkennt. 

Nun giebt es, wenn a eine beliebige Gerade ist, nur eine Ebene 
« durch A,, fiir die (A,@) (aa,a,a,a;) dem gegebenen Biischel pro- 
jectiv ist, wie die Dualisirung der A-Figur zeigt (Ebene Project. 
Nr. 2.); also trifft nur eine der Tangenten der Fliche in A, eine be- 
liebige Gerade, 

Dass die Geraden a,, a3, @,, a, einfach auf der Flache liegen, 
ist leicht einzusehen, indem A z. B. auf a, gelegt wird, mit Hilfe des 
eben citirten Satzes und des Umstandes, dass der Strahl, der mit a, 
incident ist, unbestimmt wird. Gleichfalls wegen der Unbestimmtheit 
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dieses Strahls ist der Kegelschnitt in der Ebene A, a, leicht nach- 
zuweisen. 

Unter den Geraden, welche a,, a,, a, treffen, giebt es eine a®, 
bei der a°(A,a@,a,a,) dem Biischel der 4 ersten Strahlen im festen pro- 
jectiv ist. Fiir jeden Punkt A auf a® und jede Ebene @ durch AA, 
ist also (Aa) (A,a,a,a,) dem genannten vierstrahligen Biischel pro- 
jectiv, und die dem fiinften Strahle entsprechenden Strahlen erfiillen 
eine gewisse Ebene a* durch a°, nimlich die, fiir welche a°(Aa,a, a,a*) 
dem gegebenen Biischel projectiv ist; dieser Strahl wird also fiir jede 
Lage von A auf a° einmal a, treffen. Folglich liegt die ganze Gerade 
a® auf der cubischen Flaiche und ihnlich drei andere. 

Auf der Flache 3. Ordnung giebt es ferner drei Gerade, welche 
gegen alle vier Geraden a,, a,, a,, a, windschief sind. Der Kegel- 
schnitt auf der Fliache in der Ebene durch A, und eine dieser Geraden 
enthilt A, und die 4 Spuren; der Biischel, durch welchen aus einem 
beweglichen Punkte dieser Curve die 5 Punkte projicirt werden, bleibt 
sich und dem gegebenen projectiv. Mithin haben alle Punkte A eines 
dieser 3 Kegelschnitte dessen Ebene zur Ebene a. 

39. Von den weiteren Siatzen, die sich bei Gelegenheit dieser Unter- 
suchungen ergeben haben, will ich noch folgende hervorheben. 

1) Wenn ein Punkt U und fiinf Gerade a,, ---, a; gegeben sind, 
so ist der Ort der Punkte A in den Ebenen a durch A, fiir welche 
(Aa) (a, --- a,) einem gegebenen Biischel projectiv ist, eine F'liche 
1. Ordnung, auf welcher UX einfach, die Geraden a,, --+, 4, dop- 
pelt sind. 

2) Wenn sechs Gerade a,, ..., a, gegeben, so sollen solche Biischel 
(A, a) gesucht werden, dass (Aa) (a, --- a) einem gegebenen 
Biischel projectiv ist; die A erzeugen eine Fliiche 4. Ordnung, auf 
der die a,, +++, a, einfach sind; die Ebenen « umhiillen das 
duale Gebilde. 

3) Gegeben a,, ---, ay; b,, ---, b,3 es sollen solche Biischel (A, «), 
(B, B) gesucht werden, dass (Aa) (a, --+ az) 7\ (BB) (b, - - + by). 
Wenn B oder B eine feste Lage hat, so ist das Erzeugniss der A 
eine Fliiche 16. Ordnung, auf welcher die Geraden a,, -+-, as 
dreifach sind; die von den a umhiillte F liche ist die duale. 
Diese Flache 16. Ordnung ist die der Punkte A, die fiir [0008] 

dem festen B durch Correlation mit singuliiren Ebenen associirt sind. 

40. Wir geben nun die Tabelle fiir ¢ = 8, in welcher aus §,, 
se, 4gg mit Hilfe der Formeln 


(lau. b): 2v,—ug th, + a2, 2u,—v, + Asa 
(Nr. 7.) die Werthe von mw, und v, berechnet sind. 
Die Werthe € sind aus Hirst’s Tabelle Nr. 42, entnommen. 
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Signatur 5 Msp Asp My Vy Signatur {3 mse Age ws Vs 
4000 ee See ee ee 1140 1 2: 2 2s 
0400 «st 2a 1131 210 3 6 9 
3100 .. 23; ae 1122. 2 9 8 9 10 
1300 . 2 ee 113 2 6 11 10 9 
200 0 2 2 2 2g 1104 1 0 18 9 5 
3020 1 6 1 3 5  1060,0100 1 8 0 3 6 
3011 2-3 5 5 5 1051,0151 2 16 O 6 12 
0811 ia ek el ae oie 1024 4 8 24 20 16 
0302 «ol 2 12 «9 6G mm 8 3 6 8 
1006 1013 9 35 

2120 ae oe ae 
2111 “Re ae ee 0142 4 24 4 12 20 
2102 a te 0133 5 23 16 20 24 
0124 4 12 28 24 20 
1220 Pee Mane ee. 0115 2 0 29 2 11 
1211 2 ee 0106 1 0 16 11 6 

1202 14568 8 
2040,0240 1 8 0 8 6 — &. 8 3 22 
2031 210 3 6 9 on 21% 0 6B 
9089 a ew mee 00624 32 (0 12 24 
—- 2 ¢ue * 0053 8 44 10 24 38 
9004 Ee eae 0044 10 40 32 38 44 
0035 8 20 52 44 36 
0231 214 1 611 0026 4 0 52 36 20 
0222 $4 8 ll 4 0017 2 0 29 20 11 
0213 2 6 17 14 11 0008 1 0 16 ll 6. 

0204 1016 ll 6 


41. Das py, v, fiir eine Signatur [kKlmn], ist {9x fiir die Signatur 
, (k, l, m+ 1, n],, bez. [k, 1, m, m+ 1],, also die Ordnung der Fiche 
der Punkte A, welche dem festen B fiir diese Signatur associirt sind. 
Als ), finden wir sie in der Tab. 2 Nr. 55. Aus der Tabelle ergiebt 
sich demnach, dass fiir alle Signaturen 6 =9, n= 0 diese F'laiche drit- 
ter Ordnung ist, mit Ausnahme der beiden Signaturen [3110] und [2210], 
wo sie zweiter Ordnung ist; was wir fiir die letztere Signatur schon 
wissen, da ja diese Fliche dieselbe ist, welche auch schon fiir [2200] 
associirt war (Nr. 1). 
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Diese dritte Ordnung lisst sich auf sehr einfache Weise direct er- 
kennen, und zugleich damit schon zwei analoge Sdtze fiir die Signaturen 
von 6 = 10, 6 = 11, bei denen n= 0 ist. (C. P. Nr. 5.) 

Wenn zwei verschiedene Punkte A’, A” demselben Punkte B asso- 
ciirt sind, so sind die beiden Biindel A’, A” zum Biindel B correlativ, also 
unter einander collineaf, sie erzeugen demnach eine cubische Raum- 
curve, welche durch jeden der k Punkte A; geht und jede der / Ge- 
raden a; zur Sehne hat. 

Jeder der m Punkte %; ferner liegt in den Ebenen beider Biindel 
A’, A”, die dem Strahle B%; homolog sind, also auch in der Collinea- 
tion einander entsprechen; so dass ihre Schnittlinie, die durch den 
Punkt &; gehen muss, ebenfalls eine Sehne der Curve ist. Bewegt man 
nun A auf der Curve, so bleibt die Collineation bestehen: die Strahlen 
nach den Punkten A;, die Ebenen nach den Geraden a; und nach den 
durch die Punkte %; gehenden Sehnen bleiben homologe Elemente, 
also auch in der Correlation zum Biindel B bleiben sie den Ebenen Bb;, 
den Strahlen BB; und BY; entsprechend. Das heisst nichts anderes 
als: simmtliche Punkte A der cubischen Curve sind in Bezug auf die 
vorliegende Signatur dem B associirt. 

Wenn also fiir eine Signatur [k, 1, m, 0] zwei Punkte A einem 
und demselben Punkte B associirt sind, so induciren sie eine ganze cu- 
bische Raumcurve von diesem Punkte B associirten Punkten A. 

Wir fanden nun, dass bei 6 = 11 einem Punkte B nur eine end- 
liche Zahl von Punkten A correspondirt; folglich kann diese Zahl bei 
den Signaturen [k/m0] nur 1 sein. 

Also fiir eine Signatur [klm0],, entspricht jedem Punkte B ein und 
nur ein Punkt A, und umgekehrt; so dass die beiden Riiume A und B 
eindeutig auf einander bezogen werden. 

42. Nehmen wir nun weiter an, ausserhalb der durch A’, A” in- 
ducirten cubischen Raumcurve gebe es noch einen dritten dem B asso- 
ciirten Punkt A”. Die drei collinearen Biindel A’, A”, A” erzeugen 
durch die Schnitte ihrer entsprechenden Ebenen eine cubische- Flaiche 
(Grassmann’s Erzeugungsart). Die Geraden a; als Schnittlinien 
dreier entsprechenden Ebenen (derer, die je dem Strahle BB; homolog 
sind), die Punkte %;, als Schnittpunkte dreier solchen Ebenen (derer, 
die je dem Strahle BY; homolog sind), gehéren der Fliche an. 

Die Punkte A; als Schnittpunkte von 3 entsprechenden Strahlen 
der 3 Biindel gehéren der Fliiche als Knotenpunkte an. Die durch je 
zwei der drei Biindel z. B. durch A’, A” erzeugte cubische Raumcurve 
gehért bekanntlich der Fliiche ganz an, fiir jede Sehne dieser Curve 
sind also zwei ihrer 3 Schnittpunkte mit der Fliche die auf der Curve 
gelegenen Punkte, der dritte ist ihr Begegnungspunkt mit der Ebene 
des dritten Biindels, die den in ihr sich schneidenden Ebenen von 
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A’, A” homolog ist. Die Curve geht ersichtlich durch simmtliche A;; 
sei A, einer derselben, so ist er fiir jede von ihm ausgehende Curven- 
sehne der eine Schnittpunkt mit der Fliche, insofern er der eine Curven- 
punkt ist; die beiden in der Sehne sich schneidenden homologen Ebenen 
von A’, A” gehen bez. durch A A,, A” A,, also die homologe Ebene 
im dritten Biindel durch A” A, und demnach wird A, auch noch der 
oben als dritter bezeichnete Schnittpunkt der Sehne mit der Flache. 
Wir haben also durch A, einfach unendlich viele Geraden, auf denen von 
den drei Schnittpunkten zwei sich in A, vereinigt haben; und diese Ge- 
radeu liegen nicht in einer Ebene. Dies geniigt schon, um zu erkennen, 
dass A, ein Knotenpunkt ist; die beiden andern Raumcurven liefern 
ebenfalls solche Geraden und in Folge der gleich noch weiter zu be- 
sprechenden Verinderlichkeit der Scheitel der erzeugenden Biindel wird 
der ganze Biindel A, erschépft werden kénnen. 

Diese Verinderlichkeit fiihrt ums gerade zu unserm eigentlichen 
Ziele. Ersetzt man irgend einen der 3 Punkte A’, A’, A”, z. B. den 
letzten, durch irgend einen ,beliebigen Punkt A der cubischen Fliche, 
so kann man diesen Biindel A so collinear auf die beiden collinearen 
Biindel A’, A” beziehen, dass wiederum die cubische Fliche als Er- 
zeugniss auftritt. 

Den Beweis lhiervon hat Herr Reye*) gegeben; vielleicht ist es 
nicht iiberfliissig, wenn ich ihn hier wiederhole. Wir betrachten die 
beiden cubischen Raumecurven a'* und a’, welche bez. durch die Biin- 
del A’, A” und A”, A” erzeugt werden und auf der durch alle drei 
Biindel erzeugten cubischen Fliche liegen; wir bewegen zuniachst einen 
Punkt A'® auf a’, so bleibt der Biindel A'* mit A’, A” collinear: die 
Schnittlinie einer Ebene von A’ und der homologen von A'® ist die 
von der Bewegung nicht beeinflusste Sehne der Curve a'%, in der sich 
jene Ebene von A’ mit der homologen von A” schneidet. Da nun auch 
die homologe Ebene in A” sich nicht geindert hat, so ist der Schnitt- 
punkt der drei homologen Ebenen von A’, A”, A” derselbe wie der 
der drei homologen von A’, A”, A’ d. h. die 3 collinearen Biindel 
A’, A’, A} erzeugen dieselbe Fliche 3. Ordnung, wie A’, A”, A”. 

Schneiden sich etwa drei homologe Ebenen von A’, A”, A”, statt 
in einem Punkte, in einer Geraden, so gehen auch die von A’, A’, A'® 
durch dieselbe. Ferner durch die Biindel um A” und irgend einen A" 
wird ebenfalls eine der Fliche angehérige cubische Raumcure, wie a”%, 
erzeugt. 

Wir gehen nun zu dem beliebigen Punkt A der Flaiche; in ihm 
schneiden sich also homologe Ebenen «’, a”, a” von A, A”, A”, 
(oder irgend einem Biindel A‘), Der Strahl A” A = a”, durch den 


*) Geometrie der Lage II S. 176 — 177. 
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die Ebene «” geht, habe zu entsprechenden a’, a”, gelegen bez. in 
a’, a”; die projectiven Ebenenbiischel a, a”, welche in den Biindeln 
A’, A’ entsprechend sind, erzeugen eine Regelschaar von Sehnen der 
a3, von denen die Gerade «& a” durch A geht. Folglich geht auch 
eine Gerade der Leitschaar durch A; sei A'® der Punkt, wo sie a’® 
trifft, so ist in dessen Biindel diese Gerade der Geraden A” A von A” 
in der Collineation der Biindel 4'*, A” homolog, denn die durch sie 
gehenden Ebenen projiciren die Geraden der Regelschaar aus A'®, 
also sind sie im Biindel A'® den dieselben Geraden projicirenden von 
A’ oder A” d.i. den durch a’, a” gehenden Ebenen und mithin auch 
den durch a’ gehenden im Biindel A” homolog. 

Folglich geht die durch diese beiden Biindel erzeugte cubische 
Raumeurve durch unsern beliebigen Punkt A, weil er Schnittpunkt 
zweier entsprechenden Strahlen ist. Der Biindel A ist nun zu A”, 
A'§ und deshalb auch zu A’ collinear, und je zwei homologe Ebenen 
von A’, A” schneiden sich mit der von A in demselben Punkte oder 
eventuell in derselben Geraden wie mit -der von A™ oder A”, also 
erzeugen die drei Biindel A’, A’, A dieselbe Flache wie A’, A”, A”. 

Der Punkt, durch den alle die homologen Ebenen in den verschie- 
denen Biindeln, deren Scheitel die cubische Fliche durchliuft, zu zwei 
homologen Ebenen von A’, A” gehen und in dem sie mit diesen zu- 
sammenlaufen, ist der dritte Schnittpunkt der Schnittlinie der beiden 
letzten Ebenen, einer Sehne der Curve @'?, mit der Flache. 

43. Die 3 Ebenen in A’, A”, A”, welche einem Strahle BY; homolog 
sind, begegnen sich gerade in A;, also gehen auch die ihnen und dem 
BX; homologen in den andern collinearen Biindeln A, deren Scheitel 
irgend ein Punkt der cubischen Fliche ist, durch Y%; Zweitens die 
drei Ebenen in A’, A”, A”, welche einem Strahle BB; entsprechen, 
schneiden sich in der Geraden a;, also gehen auch die homologen Ebenen 
in den genannten Biindeln A durch diese Gerade. 

Die 3 Strahlen in A’, A”, A”, welche einer Ebene Bb; homolog 
sind, gehen durch den Punkt A;; wir legen zweimal drei homologe 
Ebenen durch diese Strahlen, so ist A; fiir beide Ternen der Schnitt- 
punkt, folglich gehen auch die diesen beiden Ternen in jedem der 
weiteren Biindel A entsprechenden Ebenen durch A; und mithin auch 
ihre Schnittlinie, welche den Strahlen A’A;, A’ A;, A” A; und der 
Ebene Bb; homolog ist. Kurz: Jeder Punkt A der cubischen Fliche 
ist dem B associirt. 

Wenn drei Punkte A’, A”, A” in Bezug auf eine Signatur [klm0] 
demselben Punkte B associirt sind, und A” nicht auf der durch A’, A” 
inducirten cubischen Raumcurve liegt, so induciren sie eine ganze cubische 
Fliiche von dem Punkte B associirten Punkten. 

Gabe es nun noch einen Punkt A/” ausserhalb dieser Fliche, der 
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ebenfalls zu B associirt ist, so wiirde die Combination dlesseben mit 
irgend zwei Punktén der Fliche zu einer neuen Fliche fiihren, und 
der ganze Raum kénnte so erschépft werden. Da nun bei 6 = 10 einem 
B nur eine Curve, bei 6 = 9 nur eine Fliche associirt sein kann, so 
schliessen wir: 

In Bezug auf die Signaturen (klm0),, bez. [klm0],, ist jedem 
Punkte B eine cubische Fiche, bez. eine cubische Rawmeurve associirt. 

Im ersteren Falle gehen die einem Strahle von B in den Biindeln 
der verschiedenen associirten Punkte A homologen Ebenen. alle durch 
einen und denselben Punkt der Fliiche, so dass diese ein zweiter Ort 
von Punkten wird und eindeutig auf den Strahlenbiindel B abgebildet 
ist. (C. P. Nr. 7.) Dass diese Ebenen einen Biindel bilden, konnte 
man schon so erkennen: Sei B auf den Strahl von B gelegt und a’ 
eine beliebige Gerade; aus [klm0], wird durch Zufiigung von a’ BD 
[k, 1+ 1, m, 0),,; da entspricht B nur ein Punkt A (Nr. 41.); also 
geht von unsern Ebenen nur eine durch jede Gerade. Im zweiten 
Falle gehen die einem Strahle von B homologen Ebenen alle durch 
eine und dieselbe Sehne der Raumcurve, so dass deren Sehnensystem 
zu dem Biindel B in eindeutiger Beziehung steht. 

Ks leuchtet ein, dass die drei fiir die Signaturen [k/m0],, 4, 4; 
gewonnenen Siitze auch fiir das ,Problem der Collineation“ bestehen; 
man sehe in meinem so benannten Aufsatze, wo freilich nur eine ein- 
zige Signatur behandelt wird und conjugirte Elemente nur versteckt 
auftreten, Nr. 4, 5, 17. 

44. Wie verhiilt es sich aber mit den beiden Signaturen [3110], 
und [2210)],, bei denen sich oben nur eine Flache 2. Ordnung ergab? 
(C. P. Nr. 8.) ocae 

:A, Aza, A, 
(3110) b, by dy BB. 

Es seien wieder A’, A”, A” drei dem B associirte Punkte. In 
jedem Punkt %& der Ebene «,,, == A, A,A, kommen drei entsprechende 
Ebenen der 3 Biindel zusammen. Seien nimlich a’a’a’” die Schnitte 
der homologen Ebenen A’a,, A’a,, A” a, mit @,.,, welche nach’ der 
Spur A,’ von a, zusammenlaufen. Wir legen durch A,, A,, A,, A,’, % 
den Kegelschnitt 27, welcher a’ in Y' treffe. Die Spuren der pro- 
jectiven Ebenenbiischel um A’%’ und den entsprechenden Strahl in 
A”, welcher q” trifft, sind projective Strahlbiischel, welche einen Kegel- 
schnitt erzeugen, der durch A,, A,, A,, A,’, & geht, also mit %? 
identisch ist; dasselbe gilt von dem Kegelschnitte, der von den Ebenen- 
biischeln um A’%’ und den homologen Strahl in A” herriihrt. Daraus 
folgt, dass in jedem Punkte von %?, also auch in & 3 homologe Ebenen 
der 3 Biindel sich treffen. Wird % bewegt, so wird A’%’ den ganzen 
Strahlbiischel in A’a, durchlaufen, und so jede Ebene des Biindels A’ 
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und deshalb auch jede in A”, A” an die Reihe kommen. Jolglich ist 
die Ebene «,,, der Ort der Convergenzpunkte homologer Ebenen der drei 
Biindel. Die 3 Ebenen, welche dem Strahle BY, homolog sind und 
sich in M%, schneiden, schneiden sich auch auf «,,, und haben also eine 
ganze Gerade a' gemein; diese, die a, und die 3 Punkte A,, A,, A, be- 
stimmen nun eine Fliche 2. Grades a. Die 3 Curven a!?, a, a> und 
jede durch irgend zwei associirte Punkte inducirte cubische Raumcurve 
gehen durch A,, A,, A,, treffen die a, und a' je zweimal, liegen dem- 
nach auf «*. Also ist diese F'liiche 2. Grades der Ort der associirten 
Punkte. Die beiden sonst identischen Ocerter haben sich also getrennt. 

Die Abbildung des Strahlenbiindels B in die Ebene @,,, ist aber 
nicht Collineation; sondern jedem Strahlbiischel dort entspricht ein 
Kegelschnitt hier. 

Der gemeinsame Kegelschnitt von a? und @,,, correspondirt dem 
B durch Correlation mit den singuliiren Ebenen «’ = a,,, und 
‘ = BB,%,, so dass die Punkte A desselben der Bedingung: (Ae’) 
(A, A,A,a,) A (BB) (6,6,6,B,) geniigen; die ganze Ebene e,,, fanden 
wir friiher (Nr. 36.) dem B fiir [3100] durch Correlation mit (denselben) 
singuliren Ebenen associirt. 

45. Bei der andern Signatur 


9 A, A, a, a, %, 

any b, by BB, &, 
giebt es in der Ebene a«, = A,A,%A, einen und nur einen Punkt 
A*, fiir welchen (A* @,) (A,A,a,4,%,) A Bb, b, (b,b,B,B,B,) (Eb. 
Project. Nr. 4.). 

Seien A’, A” zwei zu B associirte Punkte, so geht die durch sie 
inducirte cubische Raumcurve durch A,, A,; sie treffe a, zum dritten 
Male in A,, folglich ist A, (A,;A,a,a,%,) collinear A’ (A,A,a,a,%,) 
correlativ B (b,b, B, B,%,), demnach der Schnitt des ersten Biindels mit 
der Ebene a, A, A, A, d. i. (Aya) (A, A, a, a, U,) projectiv zum Schnitt 
des letzten Biindels mit dem Strahle Bb, }b, d. i. Bb, b, (b,b, B, B,¥B,); 
also ist A, der obige Punkt A*. Mithin schneiden alle durch zu B 
associirte Punkte A gebildeten cubischen Raumcurven die Ebene «, 
in drei festen Punkten A,, A,, A*, folglich auch die fiir (2220],, as- 
sociirte (Nr. 43.). Auch durch den letzten der drei Punkte, A*, gehen 
homologe Strahlen der Biindel der verschiedenen associirten Punkte A, 
welche einer festen Ebene in B homolog sind. 

Wir haben jetet genau dieselbe Figur wie im vorigen Falle: dort 
A, A, A,a,a'; hier A,A,A*a,a,, also auch dieselben weiteren Schliisse. 

Der Punkt A* ist der einzige Punkt des Schnitts der Fliache 2. 
Grades, des Orts der dem B associirten Punkte 4, mit der Ebene a,, 
dem Orie der Convergenzpunkte der in den verschiedenen Biindeln A 
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je demselben Strahle von B homologen Ebenen, welcher dem B durch 
allgemeine Correlation fiir [2210] correspondirt, und zwar durch ein 
ganzes System von Correlationen. Denn lisst man die Strahlen 
A*(A,, A,).den Ebenen B(b,, b,), die Ebene A*a, dem Strahle BB, 
homolog und irgend einen Strahl der Ebene A*a, (der nicht in a, 
liegt) dem Strahle BB, conjugirt sein, wodurch erst die Signatur 
[2110] entsteht; so ist der Ebene «, der Strahl Bb,b, und in Folge 
der Projectivitiit, welcher A* geniigt, dem Strahle A*%, die Ebene 
durch Bb, b, und B,, und aus demselben Grunde der Ebene (Bb, b,, B,) 
der Strahl in « nach der Spur von a,, folglich wegen der beiden ge- 
gebenen conjugirten Strahlen auch BB, mit A*a, homolog. Es ist 
also A* dem B auch durch je eine exceptionelle Correlation von jeder 
Art associirt (Hirst, Nr. 41.). Die andern Punkte des Schnitts ent- 
sprechen dem B durch Correlation mit singuliiren Ebenen. 

Die Flaiche «? ist, wie schori erwahnt, dieselbe, welche dem B 
schon fiir [2200] correspondirt, und zwar fiir allgemeine Correlation, 
als auch fiir die beiden exceptionellen; sie correspondirt ihm auch fiir 
[2201]. (Nr. 1.) (C. P.) 

46. Bei [3110] zerfallt die Fliiche a? nochmals, wenn B z. B. in 
die Ebene b,B, fallt, namlich in die Ebenen A,a, und A, A,Y,; die 
Punkte A und B in A,a, und 6b, B, correspondiren sich, jeder dort mit 
jedem hier, durch allgemeine Correlation; die von A,A,%, und b, B, 
durch Correlation mit diesen Ebenen als singuliren. Der zweite Be- 
standtheil der cubischen Fliche, die einem A in A,a, associirt ist, 
ausser b, B, ist eine mit A veriinderliche Fliche 2. Gr., welche durch 
Correlation mit singuliiren Axen entspricht, von denen die im Raume B 
die eine Schaar auf ihr bilden: sie sind diejenigen Geraden b’ der Congruenz 
[b,b,], fir welche 0’ (b,b,B,%,) A AA, (A, A,a,%,). Ebenso besteht 
die cubische Fliiche, welche einem A in A, A,X, correspondirt, aus 
b,B, und einer mit A verinderlichen Fliche 2. Grades, deren Punkte 
dem A durch allgemeine Correlation entsprechen. Sie wird durch die 
Punkte B gebildet, fiir welche Bb,b, (b,b,B,%,) A (A, A, A,%) 
(A, A,a,%,); findet diese Bedingung statt, so kann die Bedingung, dass 
Bb, und AA, homolog seien, der Correlation noch auferlegt werden. 

Die cubische Fliiche, welche einem Punkte A in @,,., = A,A,A, 
associirt ist, ist nur durch Correlation mit singuliren Ebenen associirt; 
ihre Punkte B sind die Punkte in den Ebenen B durch B,%,, welche 
der Bedingung geniigen: 

(BB) (6,6, b3.By) ZK (A, 195) (AyAA3a)) ; 
d. h. einem festen Biischel (Nr. 38.). Die Flache ist also von A, un- 
abhingig. 
Bei [4010] correspondiren sich die Ebene @,.,==.A,A,A, und das 
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Hyperboloid Bios = [b,b,b,], jeder Punkt mit jedem, durch allgemeine 
Correlationen und die Ebenen «,,, und b,%, durch exceptionelle Cor- 
relationen mit ihnen als singuliren Ebenen. Der zweite Theil der 
cubischen Flache, die einem B in b,%, associirt ist, ist — mit B ver- 
ainderlich — der Kegel 2. Grades mit der Spitze in A,, dessen Punkte 
A der Bedingung geniigen: AA, (A, A,A,%,) A (B, b,B,) (6,5,b,8,); 
hier ist die Correlation allgemein. Ein ebenso definirter Kegel cor- 
respondirt auch jedem Punkte B von Bios 
durch Correlationen mit singuliren Axen, welche bez. den Flichen 
angehoren. 

Bei [2210] ist die einem B in B, = B,B,%, correspondirende 
Flaiche 2, Gr. ganz durch exceptionelle Correlationen mit singuliren 
Ebenen associirt, von denen die eine #, ist, die andere durch A, A, 
geht. Sie wird durch die Punkte A in den Ebenen @ durch A, A, er- 
zeugt, fiir welche 

(Aa) (A, A,a,a,) XK (BB,) (6,6, B, B,), 
d. h. einem festen Biischel ist. (Nr. 38.) 

47. Man kann den Satz, dass einem B in Bezug auf [k, 1, m+1, n], 
oder [k, 1, m, n+ 1], eine Fliche §,'* Ordnung associirt ist, auch 
so aussprechen: 


— ausser @,., — und zwar 


1) Fiir [klmn], werde A auf einer Geraden a bewegt, und jedes- 
mal die einem festen Strahle BY des Biindels B homologe Ebene 
in den verschiedenen Correlationen construirt; dieselbe umhiillt 
einen Torsus {,' Klasse, wenn {, zu [k, 1, m+ 1, mn], ge- 
hort; oder 
zu den Strahlen der variablen Biindel A, die durch einen festen 
Punkt 2% gehen, werde in dem festen Biindel B je in den ver- 
schiedenen Correlationen die homologe Ebene gesucht; diese 
umhiillt einen Kegel von der Klasse {,. 
2) Wird hingegen zu einer festen Ebene Bb des Biindels B in den 
verschiedenen Biindeln 4 der homologe Strahl gesucht, so erzeugt 
dieser eine Fliiche vom Grade { , wenn diese Zahl der Signatur 
[k, 1, m, n+ 1), angehdrt; oder 
zu den Ebenen der Biindel A, die durch eine feste Gerade a 
gehen, werden im festen Biindel B in den verschiedenen Cor- 
relationen die entsprechenden Strahlen gesucht: sie erzeugen 
einen Kegel von der Ordnung ,*). 

Ist nm =0, also das zu [k, 1, m, n], gehérige §, = 1, mit. der 


*) Man vergleiche im Probl. der Collineation die Resultate von Nr. 2., 4. 
5., 9, welche fiir die dort allein betrachtete Signatur auf andere Weise er- 
halten sind. r 
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einen bekannten Ausnahme, -so sind die erzeugenden Elemente dieser 
Gebilde zur Punktreihe auf a in eindeutiger Beziehung, diese Torsen, 
Kegel, Regelfliichen vom Geschlechte 0. 

Wenden wir die zweite Form von 1) auf die Signaturen [4000], 
[0400], [3100], [1300] an, so ist bei der dritten dieser Signaturen der 
Kegel von der 2., bei den drei andern von der 3. Klasse; sein Ge- 
schlecht 0 weist datauf hin, dass er in jenem Falle keine, in diesen je 
eine Doppeltangentialebene B® hat. In diesen letzteren drei Fillen 
giebt es also einmal zwei Punkte A auf a, bei denen die Biindel A 
(KA;, la;, X) mit dem Biindel B (kb;, 1B,, B°) correlativ, also unter 
einander collinear sind; ihr Erzeugniss ist eine cubische Raumcurve, 
welche durch die k + 1 Punkte A;, &% geht und die /+ 1 Geraden 
a, @ zweimal trifft. 

Also giebt es jederzeit eine und nur eine cubische Raumcurve, 
welche durch 5, 1, 2 gegebene Punkte geht und 1, 5, 4 gegebene Ge- 
rade zu Sehnen hat, dagegen keine, welche durch "4 Punkte geht und 
2 Gerade zweimal trifft. 

Wird auf dieselben vier Signaturen die zweite Form von 2) an- 
gewandt, so ist der Kegel bez. von der =e 2, 6, 3, 3 und hat 
also wegen seines Gesehlechtes 0 bez. 0, 10, 1, 1 Doppelkanten 6°. 
Bei der zweiten Signatur 

A, Gy Ay Ay 
Sa B, B, BB, 
seien a’, a’ die beiden Transversalen von a,, a), a@,;, @ und A’, A” 
ihre Schnitte mit a. Kommt A z. B. nach A’, so wird die Correlation 
zwischen A’ und B eine exceptionelle mit a’ und BB, als singularen 
Axen (cf. as, fiir [0400]); so dass fiir beide Lagen A’, A” von A der 
Ebene Aa die singulire BB, homolog ist. Demnach sind B(B, , B,, B,, B,) 
vier von den 10 Doppelkanten. 

Sehen wir von diesen ab, so erhalten wir fiir die vier Signaturen 
Omal, 6mal, Imal, Imal zwei Punkte auf a, aus denen die k Punkte 
A; und die 1+ 1 Geraden a;, a durch mit BD (kb;; 1B;, b°) correla- 
tive, also unter einander collineare Biindel projicirt werden; die erzeugte 
Raumeurve geht durch die & Punkte A; und trifft die 1 + 2 Geraden 
a;, a, @ zweimal. 

Folglich giebt es 0, 6, 1, 1 cubische Raumcurven, welche durch 
4, 0, 3, 1 Punkte gehen und 2, 6, 3, 5 Gerade zweimal treffen; wo- 
von das erste und das letzte Resultat schon oben gewonnen wurden. 

Vereinigen wir beides, so erhalten wir die bekannten Siitze *): 
Es giebt 1, —as & &4 cubische Raumeurven, welche durch 5, 4, 3, 


*) ') Cremona, Borchardt’s J. Bd, 60, 8. 188; Sturm, ebenda, Bd, 80, 
8. 128, wo ich auf der letzten Seite des Aufs. schon auf den obigen Beweis hin- 
gewiesen habe, 
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2, 1, O Punkte gehen und bez. 1, 2, 3, 4, 5, 6 gegebene Geraden zu 
Sehnen haben. 

Die ausgeschlossene Signatur [2200] kénnte auch behandelt wer- 
den, wenn auch in anderer Weise, doch wiirde sie nichts Neues bringen. 

48. Unter den Flichen von der Ordnung {&» giebt es auch fiir 
n > 0 noch einige einfache Faille, nimlich bei den Signaturen [4001], 
[3101], [1301], [2201], [3003], wo {&» bez. 2, 3, 3, 2, 3 ist; fir die 
vierte haben wir es schon gefunden (Nr. 1.). Nach Nr. 3. ist der 
Grad der Vielfachheit einer Geraden a; auf den Flichen 3., 3., 2. Ord- 
nung bei [3101], [1301], [2201] gleich der Zahl der Correlationen bei 
festen Scheiteln A, B fiir [3011], [1211], [2111], also nach Hirst 
Nr. 42. (oder €, Tab. 1. Nr. 40.) gleich 2, 1, 1; hingegen derjenige 
der einen, bez. der drei Geraden a; auf allen fiinf Fliichen gleich der 
Zahl der Correlationen bei festen Scheiteln fiir [4000], [3100], [1300], 
[2200], [3002], also gleich 1, 1, 1, 0, 1. Auf der Flache der vorletzten 
Signatur liegt mithin a, nicht; wir wissen ja aus Nr. 1., dass sie von 
a, unabhingig ist. . 

Bei [4001] ist die Ordnung 2 leicht zu finden: In B haben wir 
den festen Biindel von fiinf Ebenen B (4);, 6,); wird A auf a be- 
wegt, so erzeugen die Strahlen in den zu B fiir [4000] correlativen 
Biindeln A, welche der Ebene Bb, homolog sind, eine Regelschaar, 
wie sich aus Nr. 2. des ,Probl. der Collineation* nach Dualisirung 
der B-Biindels ergiebt, also liegen 2 Punkte A auf a, bei denen a, zu 
6, conjugirt wird, 

Die Fliche 3. Ordnung bei [3101] ist, weil ihr a, doppelt, a, ein- 
fach angehort, eine Regelfliche; ist mithin ein Punkt A dem B asso- 
ciirt, so sind es alle Punkte der Geraden Aa,a,; in der That, der 
Schnitt des Biindels A(3.A;, a,, «,) mit der Ebene A, A, A, bleibt bei 
der Bewegung von A auf der genannten Geraden unverinderlich, also 
der Biindel zu sich collinear; der der Ebene Bb, homologe Strahl wird 
stets in der sich homolog bleibenden Ebene Aa, bleiben. 

Dagegen sind die’ beiden andern cubischen Flachen bei [1301] und 
[3003], welche die a;, a; einfach enthalten, allgemeiner Art. Die 
Punkte A; kénnen auf ihnen nur einfach liegen; denn ein gegebener 
Doppelpunkt ist fiir eine Fliche eine vierfache Bedingung, desgleichen 
das Enthalten einer Geraden fiir eine cubische Fliche. Die Grund- 
elemente haben beliebige Lage; der cubischen Fliche wiirden also 
im ersfen Falle 5.4, im andern sogar 6.4 Bedingungen auferlegt. 


V.o6= 10. 


49. Wir gehen nun zur Aufstellung der Tabelle, die sich aus den 
Formeln 
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(II au. b) 





Sign. 
4000 
0400 
3100 
1300 
2200 


3020 
3011 
3002 
0320 
0311 
0302 


2120 
2111 
2102 


2040, 0240 
2031 
2022 
2013 
2004 


0231 
0222 
0213 
0204 
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215 = mg + O32; 24, = ds + O32 + Asp 


(Nr. 21.) ergiebt. 
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21 1 
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[1033] 


Tab. II; o = 8; 


is 
0 
0 
2 
0 
2 
0 
2 
11 
0 


0 
0 
6 
17 
24 
0 
2 
15 
32 


de 


8 
0 


Do wo cw 


6 
17 
24 
19 

2 
15 
32 
36 


Sign. 
1140 
1131 
1122 
1113 
1104 


1060, 0160 
1051, 0151 
1042 
1033 
1024 
1015 
1006 


0142 
0133 
0124 
O115 
0106 


0080 
0071 
0062 
0053 
0044 
0035 
0026 
0017 
0008 


A, UH, MW, As ay Ay Ag 


Dy B, By Bs by bobs. 


Ozn 
0 

9 
16 
20 
16 


0 
0 
18 
36 
38 
20 
0 


12 
36 
52 
40 

0 


0 
0 
0 
30 
712 
90 
60 
0 


ms 

6 
12 
15 
14 


12 
24 
30 
24 
10 


24 
36 
36 
20 

0 


6 
12 
24 
48 
66 
60 
30 

0 


mg Age 
12 0 
15 3 
14 8 


12 0 
24 0 
30 6 
24 16 
10 24 
QO 23 


36 4 
36 16 
20 28 
0 29 
0 16 


12 0 
24 0 
48 0 
66 10 
60 32 
30 52 
0 52 
0 29 


0 0 016 


12 
52 
47 
45 


20 
62 
102 
107 
68 


As 
0 
6 

15 

23 

26 


0) 

0 
12 
32 
47 
45 
29 


8 
30 
55 
62 
39 


0 

0 

0 
20 
62 
102 
107 
68 
42. 


50. @gz ist die Zahl der Axen-Ebenen-Correlationen fiir [klmn],, 
bei denen die Axe in B der Bedingung, durch B zu gehen, unter- 
worfen ist; die Bedingung, einen Scheitel in @ zu liefern, wird von 
der Axe in A von selbst erfiillt. 

Wir nehmen als Beispiel die Signatur 
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I aw :U,, A, Ay; B: Bb; a’: a’, a,, a; O: B, B, b, (3 Comb.); 
3 Lésungen. 

II a : A, A, A,; B’: BY, (3 Comb.); 1) a’: a’, a,, a,; b': B, b,, b, 
(3 Comb.); 2) a: A,, a’, a,; B': B, b,, 6, (8 Comb.); p’: BY,, W in 
beiden Fallen. Also 3(3 + 3) = 18 Lésungen. 

III « : A,%,; 6’: BB,B, (3 Comb.); 1) a’: Ay, a4, 095’: B, B, b, 
(3 Comb.); 2) a’: A,Y%,, a,, a, ag (2 Lagen); b': B, B’, b,; in bei- 
den Fallen « : A,%,, a. Also 3 (83-+ 2) = 15 Lésungen. Folglich 
O52 = 3+ 18 + 15 = 36. 

Man sieht, dass diese 36 Lésungen schon in 5 Gruppen zerfallen, 
deren jede sich durch Combinationen noch wieder zerspaltet. 

51. Es sind ferner die z, und A, fiir die Signaturen [klm0],, d. i. 
die 29, und dg, fiir [k, 1, m +-1, 0], zu ermitteln. Die vorhergehende 
Tabelle zeigt, dass die Zablen ms oder 2p durchweg 6 sind, mit Aus- 
nahme von [3100],, [2200],, bez. [3110],, [2210],, also denjenigen 
beiden Signaturen, bei welchen auch &, von der dritten zur zweiten 
Ordnung sinkt. 

ag, ist die Anzahl der méglichen Axen-Correlationen fiir Signa- 
turen 6 = 9, bei denen die Axe in B mit B incident sein muss. Man 
sieht, dass die 2), Axen in A auf der Flache ,'* Ordnung liegen, 
welche dem B iiberhaupt durch Correlation correspondirt. Bei den 
Flichen 3. Ordnung, die sich im Allgemeinen fiir [klm0], ergeben, 
sind dies, wie eben gesagt, 6 Gerade, und zu ihnen gehdren die etwaigen 
Verbindungslinien zweier Punkte A;, Transversalen von 4 Geraden a; 
und Geraden, welche mit einem A; und zwei a; incident sind; das 
Liegen solcher Geraden auf der Fliche ist von vornherein zu erkennen. 
In den beiden Fiillen [3110] und [2210], wo {&» — 2 ist, ist die Zahl 
ayn der Geraden 3; sie sind bei [2210] die drei Geradon A,a,a,, A, a, 4, 
und A*a,a, (Nr. 45.); der Punkt A* ist der einzige Punkt auf der 
letzten Geraden, der dem B auch durch allgemeine Correlation und 
zwar ein ganzes System von solchen Correlationen associirt ist. 

Bei der Signatur [3110] befindet sich in jedem der drei Biischel 
A,a,, A,a,, A,a, eine der 3 Geraden; die (a’) im ersten geniigt der 
Bedingung: a’ (A, A,a,%,) A Bb, b, (bb, B, B,). 

Bei der Signatur [0090] miissen a’, b’ so sein, dass a’ (, - - - Ay) 
7\ & (B, - ++ By) und & durch B gehen, was auf 6 Weisen miglich 
(Raiiml. Project. Nr. 45.). Ferner 

, A, A,a, UX, A, A, 
21") b, b, B,B,B, Bs. 

Il a@:A,A,; VU: BB,; @ (AAA) ZH V' (VB, B,B,) wird von selbst 
erfiillt; 1 Lésung. 

Ila’: A,, a,; 0': B, 6, (2 Comb.); a’'(A,a, A, A, A,) AV’ (b, B, B, B, Bs)- 























Ueber correlative oder reciproke Biindel. 303 





Auf a,, 6, werden A,’, B,' gelegt, so entspricht dem Biischel Bd,, 
der durch B, geht, ein Complex 3. Grades, der den Biindel A,’ ein- 
fach enthalt (Riiuml. Project. Nr. 13.), also im Biischel A, a, noch zwei 
weitere Strahlen hat; 2.2 — 4 Lésungen. 

lil a: a,; 0: Bb,b,; a (A, A,a, A, UW A,) 7 0'(b, 6, B, B, B, Bs). 
Dem 6’ entspricht eine Regelschaar, die durch den auf a, gelegten 
A,’ geht (R. Pr. Nr, 18.), so dass der a, noch eine Gerade begegnet; 
1 Lésung. Im Ganzen 6 Lésungen. 

Aber auch die iibrigen 29, sind von mir direct ermittelt worden. 
Wir wollen noch 

, a,U,%M,--- Aaya 
sae B,B,B, --- B, bb, 
betrachten. 

I a’: ay, ay, 3 0: B; a’ (a, UM, --- U) A V (BB, -- - B,). Dem 
Biindel B entspricht ein Complex 3. Grades, der den Biindel um den 
auf a, gelegten Punkt A,’ ganz enthalt (R. Proj. Nr. 22.), also mit 
der Regelschaar [a,a,a,] ausser der durch A,’ gehenden Geraden noch 
5 gemein hat; 5 Lésungen. 

II a: a,, a3 0: B, b, (2 Comb.); dieselbe Projectivitit; dem 
Biischel Bb, correspondirt eine Congruenz vom Biindelgrad 3 und vom 
Feldgrad 9, welche aus dem Punkte A,’ einen Kegel 5. Ordnung er- 
halt (R. Proj. Nr. 28.) und demnach mit der linearen Congruenz 
[a,a,] 3.1+9.1—5—7 nicht durch A,’ gehende Geraden gemein 
hat; 2.7 = 14 Lésungen. 

III a’: a,; 6°: Bb,b,; dieselbe Projectivitét; dem b’ entspricht eine 
Regelschaar, von der nur eine nicht durch A, gehende Gerade die a, 
trifft; 1 Lésung. 

IV a: a,, a; 6: BB; a (A, --- A;) AV (B,-+- B,); dem V 
entspricht eine Congruenz vom Biindelgrad 1 und Feldgrad 3 (R. Proj. 
Nr. 8.), welche mit der linearen Congruenz [a,a,] 1.1 + 1.3 = 4 Ge- 
rade gemein hat. 4 Lésungen. 

Im Ganzen 24 Lésungen (ef. 2, bei [0142] oder 2, bei [0151] in 
Tab. II.). 

52. Was die A, oder Ayy anlangt, so sind diese fiir die Signaturen, 
wo n= () ist, wie die Tabelle II zeigt, fast alle 0; nur [3100)},, 
[2200],, bez. [3110],, [2210], machen wieder eine Ausnahme. Aber 
auch bei [4010], [0410] und [1310] findet man leicht: 44,90. Bei 
allen, wo K+ 1 < 4 ist, folgt es aus Nr. 30. 

Bei [4000] ergab sich jede der 4 Ebenen a,,, = A,A,A, u.s. f. 
als mit Punkten A erfiillt, die dem B durch Correlation mit singuliren 
Ebenen correspondiren (Nr. 36.). Der Schnitt von «,., mit der ecu- 
bischen Fliiche, welche dem B fiir [4010] associirt ist, besteht aus den 
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3 Geraden A, A,, A,A,, A,A, (Nr. 51.), Jeder Punkt A aber z. B. 
von A, A, ist fiir [4000] dem B durch ein ganzes System von Axen- 
Correlationen associirt, fiir welche a’ == A, A, die eine Axe ist, wihrend 
b' = Bb,b, und die Projectivitit: a’ (A,, A,) 7 0’ (b,, b,) noch un- 
bestimmt ist. 

Unter diesen Axen-Correlationen befindet sich auch zwei Axen- 
Ebenen-Correlationen: «’ ist a’ A,, bez. a’ A,; B’ ist b’'b,, bez. bby. 
Wegen der ersten dieser Ausartungen vom 2. Typus kommt A, A, auf 
die Ebene a@,,, (wegen der zweiten auf q@,,,) als Ort von Punkten <A, 
die dem B durch Correlation mit singuliren Ebenen entsprechen; eine 
andere aber von den allgemeinen Axen-Correlationen bringt sie auf 
die cubische Fliche. So zeigt sich, wie aus 4g, >0 dgg =O her- 
vorgeht. 

Analoges gilt bei [3030] und dem Schnitt der cubischen Fliche 
mit @.,;, wo die dem B fiir [3020] durch Correlation mit singuliiren 
Ebenen associirten Punkte sich befinden. 

Fiir [1300] besteht der Ort dieser Punkte aus den 3 Ebenen 
A, (@,, @, a3); die erste derselben schneidet aus der cubischen Fliache 
a, die dem B fiir [1310] associirt ist, a, und die beiden Geraden 
A,a,a, und A,a,a, (Nr. 51.). Auch jede dieser ist fiir [1300] dem’B 
durch ein ganzes System von Correlationen associirt, so dass sie durch 
~ verschiedene Correlationen auf A,a, und a* gelangt. Was a, anlangt, 
so séi A,’ irgend ein Punkt derselben; es ist der Punkt A auf a, dem 
B associirt fiir [1300], wenn er fiir 
A, a, a, %,' 

b, B, BB, 

associirt ist; was durch einfach unendlich viele allgemeine Correlationen 
geschieht, unter denen sich auch je eine mit singuliiren Ebenen und 
eine, bei der A,B, conjugirt sind, befindet (Hirst, Nr. 41.), weshalb 
a, einfach auf dem obigen Orte A,a, liegt, sowie auf der Fliche 3. 
Ordnung, die dem B fiir [1310] entspricht. Man erkennt leicht, dass 
dies bei allen Signaturen 6 = 8 richtig ist, wo / > 0 ist. 

Sei nun aber A ein Punkt von A,a,a,, so giebt es fiir [1300] ein 
System von Axen-Correlationen zwischen A und B, fiir welche A, a,a, 
und BB, die Axen a’, b’ sind, wihrend nur a (a,, a,} 7 0 (B,, B,) 
verlangt wird; u. s. f. 

Bei [2120], besteht der Ort der dem B durch Correlation mit sin- 
guliren Ebenen associirten Punkte aus den Ebenen A, A, %,, A, A, %.- 
Die erstere («,) schneidet aus der Fliiche a’ der fiir [2130], associirten 
Punkte die Gerade A, A,, fiir die Analoges wie oben gilt, und einen 
Kegelschnitt a? aus, der noch durch A,, A,, %, und die Spur von a, 
geht. Er wird durch die Punkte A erzeugt, fiir welche (Aq,) 
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(A, A,a,U,) A Bb,b, (b,b,B,%,). Lassen wir fiir einen solchen Punkt 
A die Strahlen AA,, AA, den Ebenen Bb,, Bb, homolog, ferner 
irgend einen Strahl von A in der Ebene Aa, (jedoch nicht in a, ge- 
legen) und die Strahlen AM,, AM, den Strahlen BB,, BS,, BY, 
conjugirt sein, wodurch sich [2030], ergiebt, so sind in allen den Corre- 
lationen in Folge der obigen Projectivitat auch Aa, tnd BB, homolog 
d. h. A ist durch sie dem B auch fiir [2120] associirt. Folglich ge- 
langen die Punkte von q? durch verschiedene Correlationen auf die 
Oerter A, A, A, und a’. 

Bei [1220] ist der Ort der durch Correlation mit singuliren Ebenen 
dem B associirten Punkte die Ebene A,%,%, — a; ihr Schnitt mit 
der fiir [1230] associirten a* ist eine cubische Curve, welche durch A, 
zweimal, durch Y%,, %, je einmal geht. 

Diejenigen Punkte A naimlich in der Ebene «,, fiir welche (A«,) 
(A, a, a, %,%,) ZA bo (6, B, B,B,B,), wobei b, ein mit A beweglicher 
Strahl durch B in der Ebene Bb, ist, erzeugen eine Curve 3. Ordnung, 
welche durch A, doppelt, durch %,, %, und die Spuren von a,, a, 
einfach geht; was man mit Hilfe des Satzes Nr. 8. der ,Eb. Proj.“ 
erkennt, wenn man in Bb, noch einen beliebigen, aber festen Strahl 
durch B annimmt und dann den Biindel B mit einer Ebene durch- 
schneidet, so dass sich eine zweite Gruppe von 5 Punkten ergiebt. 

Ist nun A irgend ein Punkt der Curve 3. Ordnung und bilden 
wir die Correlationen der Biindel A, B fiir 
A, 4,4, %, 
by B, B,%, ? 
so sind auch in allen « und b, und wegen der Projectivitiét auch 
AXA, und b,8, homolog, oder AY, und BY, conjugirt. Die Punkte 
der Curve 3. Ordnung sind also dem B auch fiir [1220] durch ein 
ganzes System von Correlationen associirt, so dass die Curve durch 
die in dem Systeme enthaltende eine Correlation mit singuliren Ebenen 
auf die Ebene a, als Ort der so dem B fiir [1220] associirten Punkte, 
durch eine andere Correlation des Systems, in der auch noch A, %, 
conjugirt sind (Hirst Nr. 41.), auf den Ort a der dem B fiir [1230] 
associirten Punkte gelangt. 

53. Bei beiden am Anfang von Nr. 44. erwihnten Ausnahmen 
[3110], [2210] ist A492 2; d. h. die Punkte A, welche dem B durch 
Correlation mit singuliren Ebenen associirt sind, bilden eine Curve 2. 
Ordnung. 

Bei [3110] sind a’ und #’ fiir alle Punkte dieser Curve die Ebenen 
@,o, und BB,B, und die Punkte A sind so, dass (Aa’) (A, A,A,a,) 
X\ (BB’) (6, 6,6, .B,); der erzeugte Kegelschnitt ist der Schnitt der dem 
B durch Correlation mit singuliiren Ebenen fiir [3100] associirten 


[1210] 
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Ebene «,,., mit der fiir [3110] associirten Fliche 2. Grades. 
von Nr. 44.) 

Was nun aber [2210] wieder erlangt, so sind die Flichen der 
dem B hierfiir durch allgemeine Correlation und ihm fiir [2200] durch 
Correlation mit singuliren Ebenen associirten” Punkte identisch; so 
dass wir die Curve’ der fiir [2210] auf letztere Weise associirten Punkte 
nicht als Schnitt erhalten. In Nr. 45. wurde jedoch schon die Schnitt- 
curve jener Fiche mit A, A,%; als diese Curve erkannt. 


(Ende 


Die do, fiir die Signaturen n > 0 habe ich — mit Ausnahme der 
vier Signaturen [2005], [0107], [0018], [0009] — direct ermittelt. Bei 
den niedrigeren Werthen von mn besteht die Curve dg,;'*" Ordnung 
meistens blos aus Kegelschnitten oder enthilt Kegelschnitte, welche 
sich auf aihnliche Weise ergeben, wie in den eben besprochenen 2 
Fiillen, und in den Ebenen liegen, die dem B fiir [k, 1, m, 1, n]| 
oder [k, 1, m, m — 1] durch Correlation mit singuliiren Ebenen asso- 
ciirt sind. 

Betrachten wir noch einige andere Fille: 

A, Aya, Ui, a; Ay 
b, b, B, B, 6, b.. 

I @ : A,, A,, U,; B : B,, B; Ain a@ so, dass (Aa’) (A, A, a, 4, a) 
ZX (BB) (6, 6,B,,6,). Dualisiren wir wieder den zweiten Biindel, so 
erhalten wir 4 Punkte und eine Gerade, auf der sich der aus der 
Biischel-Ebene # entstandene Biischelscheitel bewegt. Legt man auf 
diese Gerade einen beliebigen, aber festen Punkt als fiinften; so 
erhellt, dass A in A,A,%, eine Curve 3. Ordnung beschreibt, die 
durch die Spur von a, zweimal geht (wegen des mehrfach citirten 
Satzes: Ebene Proj. Nr. 8.). 

Il @:A,A,, B : B,B,B; A ist in @ so gelegen, dass (Aa’) 
(A, A, a, a; a) Z\ (BB’) (0,0, B, 6, 6,), welcher letztere Strahlbiischel nun 
aber fest ist. Theilen wir in zwei Bedingungen: 


(Aa’) (A, A,a,0,) A (BB’) (6,6, B,,) 


[2112] 


und 
(Aa’) (A, A, a, a2) HK (BB) (6, b,B,b,), 
so ist das Erzeugniss von A jedesmal eine Fliche 2. Grades (Nr. 38.); 
die den beiden Fliichen ausser a, gemeinsame Raumcurve 3. Ordnung 
ist der Ort der Punkte A, die den beiden Bedingungen geniigen. 
Also besteht die Curve 6'** Ordnung der fiir [2112] dem B durch 
Correlation mit singuliiren Ebenen associirten Pankte aus einer ebenen 
cubischen Curve und einer cubischen Raumcurve. 
Eine cubische Raumcurve ergiebt sich (als einziger Ort) auf die- 
selbe Weise wie bei II auch bei 
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(2201) ayn 
é b, 6, B, B,b,; 

dagegen auf iihnliche Weise wie bei I eine in A,A,A, gelegene ebene 

cubische Curve fiir 

A, A, A; a, % 

b, b, bs B, by ? 

als einziger Ort. 

54. Bei den weiteren Untersuchungen ergeben sich wieder mehr- 
fache Siitze, von denen ich folgende hervorheben will: 
1) Gegeben A,, Ag, 3, @,, 4,3 der Ort der Punkte A in Ebenen 
« durch A,A,, fiir welche (Aa) (A,A,a,a,a,) einem gegebenen 
Biischel projectiv ist, ist eine cubische Rawmeurve, welche durch 
A,, A, geht, a;, 4,, a, je eweimal schneidet (eben bewiesen). 
2) Der Ort der Punkte A in Ebenen « durch eine Gerade a, auf 
welcher A, liegt, so beschaffen, dass (Aa) (A,a,a,4,a,) eimem 
gegebenen Biischel projectiv ist, ist eine Raumcurve 5. Ordnung, 
‘welche durch A, eweimal geht, « ausserdem noch zweimal, ay, as, 
ay, a; je dreimal trifft. 
3) Der Ort der Punkte A in Ebenen a durch eine Gerade a, so be- 
schaffen , dass (A @) (4,@,-++d,) eimem gegebenen Biischel pro- 
jectiv ist, ist eine Raumcurve 7. Ordnung, welche a sechsmal, 
@,,°**, a; je viermal trifft. 

4) Der Ort der Punkte A in Ebenen « durch A,, so beschaffen, dass 
(Aa) (A,a,a,--+a,) einem gegebenen Biischel projectiv ist, ist 
eine Raumeurve 5. Ordnung, welche durch A, einmal geht, 
Gy, * ++, a je dreimal trifft. 

5) Der Ort der Punkte A in Ebenen « durch X%, so beschaffen, dass 
(Aa) (a,, a), ++-, @) einem gegebenen Biischel projectiv, ist, ist 
eine Raumcurve 12. Ordnung, welche durch UX nicht geht, a,, +--+, 
je siebenmal trifft. 

6) Gesucht die Strahlbiischel (Ae), fiir welche (A @) (a,, a, +++, G) 
einem gegebenen Biischel projectiv ist; die Punkte A erzeugen eine 
Curve 8. Ordnung, bez. die Ebenen « hiillen einen Torsus 8. Klasse 
ein. Erstere trifft a,, --+, a, je viermal, an letateren gehen von 

‘ diesen Geraden je vier Ebenen. 

7) Der Ort der Punkte A, so beschaffen, dass alle Beriihrungsebenen 
des durch A(a,, @), +++, a;) bestimmten Kegels 2. Grades diese 
fiinf Ebenen in einem Biischel schneiden, der einem gegebenen 
projectiv ist, ist eine cubische Rawmciurve, welche a,, +--+, a, 2u 
Sehnen hat. 

8) Gesucht Paare von Biischeln (Aa), (BB), so beschaffen, dass 
(Aa) (a, +--+ ay) 7 (BB) (b,-++ by). Hat B oder B eine feste 

. 20* 


(3101) 
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Lage, so erzeugen die Punkte A eine Curve 42. Ordnung, die 
Ebenen «a einen Torsus 42. Klasse. Jene hat je 16 Punkte auf, 
dieser je 16 Ebenen durch a,, -++, a. (Cf. Age fiir [0009].) 

Um z. B. den Satz 4) zu beweisen, hat man nur den Biischel A 
in zwei fiinfstrahlige zu zerlegen: (A a) (A, a, a,a,a,) und (Aa) (A,a,a,4,4,) 
und analog den gegebenen; man erhilt dann zwei Flichen 3. Ordnung 
- (Nr. 38.), welche die Geraden a,a,a, und die Gerade a®, die dort 
erhalten wurde, gemein haben, so dass eine Curve 5. Ordnung iibrig 
bleibt, welche der a® noch einmal begegnet. 

Fiir den Beweis des Satzes 6) wird eine eben solche Zerlegung 
vorgenommen: (A) (a, ---a,) und (A@) (a, - - + a,a;). 

Jedem Falle entspricht eine Fliche 4. Ordnung von Punkten A 
(Nr. 39.); die beiden Flaichen haben die Geraden a,---a; und die 
cubische Raumcurve gemein, von welcher der nicht schwer zu beweisende 
Satz (7) spricht; der Rest ist die Curve 8. Ordnung des Satzes (6). 

Durch die cubische Raumcurve und einen beliebigen Punkt legen 
wir einen Flichenbiischel 2. Ordnung. Jede Fliiche desselben schneidet 
aus jeder der beiden Flichen 4. Ordnung eine Curve 5. Ordnung, 
welche den von der Curve 3. Ordnung ein-, zweimal getroffenen Ge- 
raden der Fliche 2. Grades je drei-, zweimal begegnet und deshalb 
die cubische Curve achtmal trifft. Die Beriihrung mit der einen oder 
andern der beiden Flichen 4. Ordnung in einem Punkte dieser letzteren 
Curve bestimmt eine Fliche des Biischels. Es entsteht folglich eine 
Correspondenz (8,8) von solchen Punkten der cubischen Raumcurve, 
in denen dieselbe Biischelfliche die eine und die andere Fliche 4. Ord- 
nung tangirt. Es giebt mithin 16 Punkte auf der Curve, wo dieselbe 
Flaiche des Biischels beide, also auch diese einander tangiren; und in 
jedem Punkte, wo die Flachen 4. Ordnung einander beriihren, werden 
sie auch. von derselben Biischelfliche tangirt werden. Demnach be- 
gegnet sich die cubische Raumcurve mit dem iibrigen Schnitte der 
beiden Flachen 4. Ordnung in 16 Punkten, folglich mit der Curve 8. 
Ordnung in 6 Punkten. 

55. Wir gehen jetzt zur Aufstellung der Tabelle iiber, die sich 
durch die Benutzung der Formeln (Nr. 8.) 


(2a u. b) 219 = tg + Aon + fon, 2 Ug = Vo + Agz. 


ergiebt. 
Tab. 2. 6 = 9. 


Sign. fon Top Agp flo Vy Sign. fon Mop Age lg V9 
4010 a Te Be ta 3110 .- ££. 3.c& 3 
4001 ae a Se Se 3101 8 $ 8 4 5S 
0410 o> ee. i 1310 3-6 0 $8 6 
0401 ot? ' 6:6 1301 s°. 3° 6 6.4 














Sign. 
2210 
2201 


3030,0330 
3021 
3012 | 
3003 


0321 
0312 
0303 


2130,1230 
2121 
2112 
2103 


1221 
1212 
1203 


2050,0250 
2041,0241 
2032 
2023 
2014 
2005 


0232 
0223 
0214 
0205 


fos 


bo bo 


Co OF or Oo 


11 
14 
11 


6 
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op Agz 


3 
4 


—s 
or bo owe & 


— 


oO & 


21 
22 
12 

0 


17 
24 
19 


2 
15 
32 
36 


Us 


Hm O° 


12 
18 
19 
14 


12 
22 
29 
26 


12 
18 
19 
14 

9 


22 
29 
26 
16 


Sign. for 
1150 3 
1141 6 
1132 9 
1123 =10 
1114 9 
1105 5 
1070,0170 3 
1061,0161 6 
1052,0152 12 
104318 
1034 20 
1025 16 
1016 9 
1007 5 
0143 9.20 
0134 24 
0125 20 
0116 «11 
0107 6 
0090 3 
0081 6 
0072 12 
0063 24 
0054 38 
0045 44 
0036 8636 
0027 20 
0018 = 11 
0009 6 


op Agz 


14 15 
8 23 
0 26 


30 12 
24 32 


0 45 
0 29 


36 30 
20 55 
0 62 


12 0 
24 «O 
48 0 
66 20 
60 62 
30 102 
0 107 
0 68 
0 42 


Us 
3 
6 

12 

18 

21 

19 


3 

6 
12 
24 
36 
40 
33 
21 
24 
40 
50 
45 
28 


3 

6 
12 
24 
48 
76 
90 
78 
49 
30 
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V9 


6 
12 
18 
21 
19 
12 


6 
12 
24 
36 
40 
33 
21 
13 


40 
50 
45 
28 
17 
6 
12 
24 
48 
76 
90 
78 
49 
30 
18. 


56. Die w, bez. v, geben uns also die Ordnung fn der Curve der 
Punkte A, welche dem B fiir (k, 1, m+1, n),9, bez. [k, 1, m, m+ 1)ho 


associirt sind. 


Die £, und zwar auch die fiir die Signaturen [k/00],,, welche 
aus der vorhergehenden Tabelle nicht zu entnehmen sind, enthalt die 
Tabelle 4 in Nr. 69. 


Die uw, fiir [k,1, m, 0], also die fio, fiir [k,1, m+ 1, 0] zeigt 
die Tabelle simmtlich gleich 3; also ist dem B fiir die Signaturen: 
6=10, m>0, n=O eine cubische Rawmceurve associirt, wie wir 
schon von Nr. 43. her wissen. Doch diese Nr. sagt uns dasselbe auch 
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fiir diejenigen Signaturen, bei denen auch m=O; also fiir [5000], 
[0500], [4100], [1400], [2300]. Die Auslassung von [3200] wird bald 
besprochen werden. 

Diese cubische Raumcurve geht durch jeden der Punkte A; und 
schneidet jede der Geraden a; zweimal. 

Ist m > 0, n =0, so hat jeder Punkt B eine besondere associirte 
cubische Raumcurve. Wenn aber m =n = 0, also k +1=—5, so be- 
stimmt der Punkt B mit den k Geraden 6; und den 1 Punkten B; eine 
einzige cubische Raumcurve, welche durch B und die B; geht, die b; 
zweimal trifft, ausser wenn k = 2, 1 =3 (Nr. 47.). Wird nun B auf 
dieser Curve bewegt, so bleibt der Biindel B (kb;, 1B;) collinear, 
folglich zu den Biindeln der verschiedenen Punkte der associirten Curve 
correlativ; also alle Punkte unserer Curve in B haben dieselbe associirte 
Curve; es giebt nun doppelt unendlich viele Curven (k A;, la;) a. h. durch 
die k Punkte A; und mit den 1] Geraden a; als Sehnen, und ebenso 
doppelt unendlich viele Curven (kb;, 1B;). 

Wir sehen, dass jeder Curve des einen Systems eine und nur eine 
des andern associirt ist, d. h. allen Punkten der einen alle Punkte der 
andern. Dasselbe Resultat, sowie auch die gleich zu besprechende 
Ausnahme ergiebt sich auch bei der Collineation, wie man bei der 
Signatur, die im ,,Probl. der Coll.“ behandelt ist: k = 5, 1 = 0, sehen 
kann (Nr. 17.). 

57. Bei der Signatur [2300] ergab sich zu einem Punkte B, dem 
eine Curve (2.A;, 3a;) associirt ist, nicht eine ,,adjungirte Curve (25;, 
3.B;), deren Punkte simmtlich ebenfalls die Curve in A zur associirten 
haben, weil durch einen beliebigen Punkt B im allgemeinen keine 
Curve (2b;, 3B;) geht. Es giebt nun zwar auch doppelt unendlich 
viele Curven (26;, 3B;), aber diese befinden sich alle auf der Flache 
2. Grades B,?, welche durch die 3B; und die 2b; geht, so dass durch 
einen Punkt ausserhalb dieser Fliche keine, durch jeden aber auf der 
Fliche ein einfach unendliches System von solchen Curven geht, wel- 
ches die Fliche ganz bedeckt. 

Aber ein ausserhalb £,? liegender Punkt B hat doch ein adjun- 
girtes Gebilde, dessen Punkte alle dieselbe associirte Curve wie B haben, 
nimlich die Gerade Bb,b,. Wird der Scheitel B auf dieser Geraden 
bewegt, so bleibt der Biindel B(2b;, 3.B;) ebenfalls collinear, weil der 
Schnitt mit der Ebene B, B,B, sich nicht aindert. 

Ist aber B ein Punkt von §,? und a,° seine associirte Curve, so 
kann man von ihm zu jedem andern Punkt dieser Fliche auf einer 
cubischen Raumeurve (2);, 3.B;) gelangen, wobei der Biindel B(2b,, 
3.B;) collinear und B zu dem Scheitel der associirten Curve a,° associirt 
bleibt; d. h. a,° ist zu allen Punkten von £,? associirt. 

Vertauschen wir die Riume, so dass wir zu der Signatur [3200] 
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kommen; so zeigt sich, dass jedem Punkte B und allen thm adjungirten 
d. h. auf der cubischen Raumeurve (3b;, 2B;, B) liegenden Punkten 
nicht eine cubische Raumeurve, sondern eine Gerade a‘ der Congruenz 
[a,a,] associirt ist. Eine Curve b,° aber giebt'es im System (3b;, 2B;), 
welcher eine ganze F liiche 2. Grades «,?, néimlich die durch 3A;, 2a; 
gehende, correspondirt und darauf ein doppelt unendliches System von 
cubischen Raumcurven. 

Was nun den friiheren Beweis (Nr. 41.) anlangt, dass durch zwei 
dem B associirte Punkte A stets eine ganze cubische Raumcurve in- 
ducirt wird, so bleibt derselbe bestehen, wenn beide A der Fliche a,? 
angehéren; im andern Falle miissen sie auf einer Geraden a' der Con- 
gruenz [a,a,] liegen, dann werden aber die beiden Biindel, wie schon 
gesagt, mit der Ebene «,., — A,A,A, und unter einander perspectiv: 
jede zwei homologe Strahlen schneiden sich, niamlich auf @,,,, nicht 
blos einfach unendlich viele, wie im allgemeinen Falle; Erzeugniss ist 
also ausser dem sich selbst entsprechenden Verbindungsstrahl der Scheitel 
die ganze Ebene a@,,,. (C. P. Nr. 12., 13., 14.). 

Bewegt man B, auf einer Geraden 6, entlang, welche dadurch 
zu a, =a, conjugirt wird, so erzeugen die Geraden a, die dem B be- 
ziiglich [3101] associirte Regelfliche 3. Grades (Nr. 48.).*) 

58. Fiir 
[3200] A, A, A; a; Gy 

b, b, b, B, B, 
sind die Erzeugenden des Hyperboloids f;,,, fiir welche b,b,b, Leit- 
gerade sind, noch erwaihnenswerth. Sei 6' eine solche Erzeugende 
und #' ihre Spur in irgend einer durch B,, B, gelegten Ebene 6, so 
giebt es in der Ebene a,,, = A,A,A, einen tnd nur einen Punkt J’, 
so beschaffen, dass 
(A 493) (Ay Ay Ay yay) A (B'B) (b, 0,6; By By) ZX 0! (6,663 B, B,). 

Ist B nun ein beliebiger Punkt von b', anderseits A” auf a, ge- 
legen, so sind fiir 
(2110) eee hol 
; , b, 6, B, B, 


einfach unendlich viele Correlationen zwischen den Biindeln A’, B 
mdglich, und in Folge der obigen Projectivitiit sind in denselben auch 
je A’ (Ay, a,) mit B(b,, B,) homolog, so dass A’ und B auch auf 
unendlich viele Weisen fiir [3200] associirt sind. Man kann mithin 
noch A,B, oder a,b, hinzufiigen und in diesem System wird es je eine 
Correlation geben, in der A,B, oder a,b, noch conjugirt sind (Hirst 


*) Auf die im Vorhergehenden besprochene Ausnahme des Satzes von Nr. 43. 
hat mich Hirst schon im April 1875 aufmerksam gemacht. 
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Nr. 42. Sign. [2111] oder [2102]); so dass also A’ und die ganze 
Gerade 6' sich auch fiir [3210] oder [3201] associirt sind. 
Wir kénnen gleich die Frage anschliessen: wie bewegt sich A’ 
in @,.,;, wenn b' die Regelschaar durchliuft? Wir haben in jeder der 
beiden Ebenen «,,., und £ eine Gruppe von 5 Punkten, und A’ und B' 
correspondiren einander in Bezug auf diese beiden Gruppen. 

Kiner Geraden in @,,, entspricht in 6 eine Curve 5. Ordnung, 
welche durch die 5 Punkte in #, also auch durch die Spuren der drei 
b; zweimal geht (Eb. Proj. Nr. 10.) und demnach dem Hyperboloide 
é. noch viermal begegnet. Daraus folgt, dass die Punkte A’ eine 
Curve 4. Ordnung erzeugen. 

Es giebt also in der Ebene A,A,A, eine unicursale Curve 4. Ord- 
nung a' so beschaffen, dass jedem Punkte A’ derselben alle Punkte einer 
Erzeugenden der Regelschaar , zu deren Leitschaar die drei b; gehoren, 
durch unendlich viele Correlationen fiir [3200] und je eine fiir (3210) oder 
[3201] associirt sind. Diese, also von A, B,' oder a,b, wnabhingige, 
Curve geht durch die drei A, zweimal und. trifft die a,, a, einmal; wie 
man einsieht, wenn man die obige Gerade in @,., mit einem dieser 
Elemente incident sein lisst, wo dann an Stelle der Curve 5. Ordnung 
eine von der 3. tritt (Eb. Proj. Nr. 8.). 

Nehmen wir wieder eine beliebige, aber feste Lage von A’ auf 
a‘ und die associirte Gerade b'; schneiden wir die verschiedenen zum 
Biindel A’ fiir [3210] correlativen Biindel, deren Scheitel die b' durch- 
lauft, mit der Ebene B, B,%,, wenn A,B, zugetiigt gedacht wird; so 
zeigt sich der Schnitt fest; die Correlation zwischen dem Biindel A’ 
und dem ebenen Systeme ist, da [3200] zuniichst wie oben auf [2110] 
zuriickgefiihrt werden kann und dazu noch das conjugirte Paar A’ Y,, 
$B, getreten ist, [2120], welche eine Lisung hat. Wird also nun noch 
A,B, zugefiigt, so ist dem Strahle A’%, im ebenen Systeme eine 
Gerade homolog und um diese dreht sich die dem Strahle A’ %, in den 
verschiedenen Biindeln B homologe Ebene, so dass es einen Punkt B 
auf b' giebt, fiir welchen sie durch A, geht, also einen Punkt, der 
dem A’ auch fiir [3220],, associirt ist. Hat man aber %,%, hinzu- 
gefiigt, wodurch [3300],, entsteht (S. 256); so wird die durch die feste 
Gerade des ebenen Systems und $8, —%, gehende Ebene gerade die 
Ebene B, B,B, und der von ihr markirte Pankt ist die Spur von 5! in 
B, B,%,, das ebene System in B,B,%, hat zwar seine Correlation 
zum Biindel A’ beibehalten, aber der jetzige Punkt B ist kein Punkt, 
aus dem es durch einen ebenfalls correlativen Biindel projicirt werden 
kann. Ls giebt also keinen Punkt auf b', der dem A’ auch noch fiir 
[3300] associirt wire. (C. P. Nr. 32., 37., 38.) 

Wird nun a,b, statt UB, hinzugefiigt (ausser U,B,), so dass man 
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[3211],, erhalt; so entspricht der Ebene A’a, des Biindels A’ im ebenen 
Systeme von B, B,B, ein Punkt, durch den dann der Strahl der Biin- 
del B, der der Ebene A’a, homolog ist, gehen muss; also giebt es 
einen Punkt B auf b', wo dieser Strahl auch noch 6, trifft; so dass 
a,b, conjugirt werden, 

Auf b' liegt folglich ein Punkt B, der dem A’ auch noch fiir [3211] 
assocwrt ist. 

59. Wir bemerken weiter, dass fiir alle Signaturen: 6 = 10,n = 1 
fioz = 6, ausser fiir [3111] und [2111], wo es 4 ist; ferner bei o = 10, 
n= 2 ist es nur Tmal 12, die Werthe 24, 48 kommen bei bez. n=3, 
n= 4 nur dreimal, resp. einmal vor. Eine Curve 4, Ordnung erhalten 
wir noch bei [4002]. 

Wir wollen noch untersuchen, von welcher Species diese drei 
Raumeurven 4. Ordnung sind. 

Bei [4002] ist sie die vollstiindige Schnittcurve der beiden Flichen 
2. Grades, welche dem B fiir [ 4000, | und fiir [ 4000, 2] corre- 

1 2 
spondiren; bei [3111] schneiden sich in ihr die beiden Flichen, die fiir 
[3100, 3 | und [3100, 4] associirt und bez. 2'", 3‘ Ordnung sind, 
~~. 1 

ausser in der auf letzterer doppelten Geraden a, (Nr. 48.), folglich 
ist die Curve von der zweiten Species. Bei [2211] ergiebt sie sich 
freilich nicht als Schnitt der beiden dem B fiir [2200, 3| und [2200, e'] 


1 1 
associirten Fliichen 2. Grades, denn diese fallen in die naimliche Fliche 


zusammen; sie liegt jedoch auf derselben und begegnet jeder der beiden 
a;, z B. der a, in so vielen Punkten, als dieselbe mit der dem B fiir 
| 2121] associirten Fliiche 4. Ordnung ausser dem auf letzteren einfachen *) 
Y,’, der auf a, gelegt ist, gemein hat, also dreimal; woraus sich eben- 
falls die zweite Species ergiebt. 

60. Die eben vorgenommenen Schnittbetrachtungen fiihren zu fol- 
gender Untersuchung: 

Wir denken uns irgend eine Signatur [k/mn], und figen zwei 
Paare conjugirter Elemente (Punkte oder Geraden) hinzu, wodurch 
zwei Signaturen, wo 6 = 9 ist, und eine, bei der 6 = 10 ist, ent- 
stehen. Zu dem Schnitte der beiden Flichen, welche einem B fir 
die beiden ersteren associirt sind, gehdrt die demselben B fiir die 
letztere associirte Curve. . Der Rest des Schnitts wird, wenn die 
Correlation bei festen Scheiteln fiir [k?mmn], mehr als eine Lésung hat, 
aus verschiedenartigen Theilen bestehen: bei den Punkten der einen 
wird die Correlation immer noch blos eine endliche Zahl von Lésungen 
haben und wegen einer derselben werden diese Theile auf die eine der 


*) Weil eine Correlation mit festen Scheiteln fiir [2111] nur eine Lésung hat, 
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beiden Flichen, wegen einer andern auf die andere gelangen (wiihrend 
die Punkte der dem B fiir die Siguatur « = 10 associirten Curve wegen 
derselben Liésung auf beide Flichen kommen); die Biindel der Punkte 
der andern Theile befinden sich mit B in unendlich vielen Correlationen, 
sind fiir die Signatur [klmn], ,porismatisch“ correlativ, wie sich Hirst 
ausdriickt fiir solche Specialfille, wo an Stelle einer endlichen eine un- 
endliche Zahl von Losungen tritt. 


Die Geraden a;, a; gehdren zu diesen letzteren Theilen, und die Punkte 
A;, MU; liegen auf ihnen (Nr. 3,52), aber es giebt im allgemeinen 
noch andere. Bei den Signaturen, wo n=O, ist es nicht schwer, 
dieselben zu ermitieln. Von der Signatur [2200] sehen wir ab, denn 
da entspricht eben jeder Punkt der ganzen Flache a’, die einem B 
associirt, und nicht blos einer Curve, diesem B durch unendlich viele 
Correlationen. Bei der Signatur [3100] besteht die Curve der dem B 
porismatisch associirten Punkte blos aus a,; denn die fiir zwei nur 
durch das Paar der conjugirten Punkte verschiedene [3110] associirten 
Flichen 2. Grades durchschneiden sich in a, und der fiir [3120] asso- 
ciirten cubischen Raumcurve; der Schnitt der fiir [3110] und [3101] 
associirten Flichen ist oben betrachtet, und die fiir zwei nur im Paare 
der conjugirten Geraden~ verschiedene [3101] associirten Flaichen 3. 
Ordnung haben die auf beiden doppelte a, und die fiir [3102] associirte 
Curve 5. Ordnung gemein. 

Fiir die iibrigen Fille: » =O wollen wir blos zwei Paare con- 
jugirter Punkte zufiigen, weil sich dann durchweg cubische Flichen 
ergeben; auf diesen liegen stets die etwa vorhandenen Geraden 
A; A,, A;a;a, und Transversalen von vier Geraden a; und sind fiir o=8 
dem £B porismatisch associirt, und «war durch unendlich viele Corre- 
lationen mit singuliiren Axen, von denen die betreffende Gerade selbst 
eine ist. Ausser diesen Geraden, den a;, und der fiir 6 = 10 asso- 
ciirten cubischen Raumcurve haben die Flichen bei [4000], [0400], 
[1300] nichts mehr gemein; bei [3020], [0320], [1220] eine Curve von 
der 3. Ordnung; bei [2120] und [0240] von der 4. Ordnung; bei [2040], 
[1140], [0160] von der 5. und bei [1060] und [0080] von der 6. Ord- 
nung. Die Punkte. dieser Curve sind dem B durch unendlich viele im 
allgemeinen gewohnliche Correlationen associirt. 

Bei [1220] lasst sich durch den iibrigen Schnitt, der aus einer 
durch A, gehenden cubischen Raumcurve, den beiden Sehnen a,, «a, 
derselben und der Geraden A,a,a, besteht, eine Fliche 2. Gr. legen; 
also ist die obige Curve 3. Ordnung eben. Wir haben sie schon oben 
in Nr. 52. gefunden als den von dem hinzugefiigten conjugirten Paare 
unabhiingigen Schnitt der Ebene A,%,%, mit der fiir [1230] dem B 
associirten Fliche. 
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Bei [3020] und [0320] dagegen ist die Curve 3. Ordnung doppelt 
gekriimmt; aus der Theorie der Schnitteurven zweier cubischen Flaichen 
folgt, dass sie durch &%,, AX, geht und im ersten Falle noch durch 
A,, A,, A;, im zweiten aber a,, a, a, zu Sehnen hat. Wir kénnen 
diese Curve z. B. bei 
A, A, A,A, A, 

b, bb; BB, 

auch so erhalten: Sei A irgend ein Punkt, der dem B porismatisch 
(und zwar durch allgemeine Correlationen) correspondirt; so heisst 
dies doch, die verschiedenen Ebenen, welche den Strahlen AY%,, AY, 
in den verschiedenen Correlationen homolog sind, gehen durch BY&,, 
bez. B%,, bilden demnach Biischel um diese beiden Geraden. Nun 
kann man aber durch A,, A,, Aj, %,, %,, A eine cubische Raum- 
curve legen. Wird nun A auf derselben bewegt, so bleibt der Biindel 
A(A, A, A,X, A) collinear und die Strahlen AYM,, AY, zu denselben 
Ebenen in B in den verschiedenen Correlationen homolog, so dass 
also die Kigenschaft, dass die diesen Strahlen homologen Ebenen durch 
B%,, BS, gehen, bestehen bleibt. 


Analoges gilt bei [0320]. Bei [1220] wire die cubische Curve 
durch 4 Punkte und zwei Sehnen bestimmt, was zu keiner Lésung fihrt. 


[3020] 


Bei [2120] aber befinden sich die dem B porismatisch associirten 
Punkte nur in den Ebenen A, A,%, und A,A,%X, und erzeugen dort 
zwei Kegeischnitte, welche schon je von A,8,, %,B, unabhingig sind 
(Nr. 52.); die Betrachtung mit der cubischen Raumcurve wird hier 
illusorisch, weil von den 5 Punkten und der einen Sehne 4 Punkte A, 
A,, Ay, U, bez. %, in derselben Ebene liegen. Die beiden Kegelschnitte 
bilden, weil beide durch A,, A, gehen, eine Raumcurve4. Ordnung 1. Species. 

Gleichfalls von der 1. Species ist die allgemeine Raumcurve 4. 
Ordnung bei [2040], weil durch den ferneren Schnitt der cubischen 
Flichen eine Fliche 2. Grades geht. Die*Curve 5. Ordnung in den 
3 Fallen [2040], [1140], [0160] bildet mit einer Raumcurve 4. Ord- 
nung 1. Species und die Curve 6. Ordnung bei [1060] und [0080] mit 
einer cubischen Raumcurve den vollen Schnitt zweier cubischen Flichen, 
folglich haben ihre Tangentenfliichen die Ordnung 12,16. (C. P. 
Nr. 15—17.) 

Auf die Fille » > 0 gehen wir hier nicht ein, weil die Verhilt- 
nisse doch wegen der oben geschilderten Verschiedenartigkeit des 
Schnitts zu complicirt werden. Wir begniigen uns noch mit der Be- 
merkung, dass dort etwa vorkommende A;A;, A;a.a,, (4a;) nicht auf 
allen einem Punkte associirten Flichen liegen. 

61. Wir gehen zur Aufstellung der nichsten Tabelle vermittelst 
der Formeln aus Nr. 22.: 
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(iil au. b) 25 oe Ts + 03; QA, = ig + Q,’ + Asp + As a3 
4ga ergiebt sich aus As, durch Vertauschung der Raume, also von k 
und 7. Fir die andern Zahlen bewirkt die Vertauschung der Raiume 
keine Verinderung (Nr. 2.). 4gg und dg, beziehen sich in der folgen- 
den Tabelle nur je auf die vordere von zwei nebeneinander geschriebenen 
Signaturen, fiir die hintere sind sie zu vertauschen. Aehnliches gilt 
auch fiir die Tabellen 3, VII, 7, IX, 9. 



























Tab. III; o = 8. 

Sign. QO, as ts As B Asa i is 
4000,0400 24 16 8 4 0 4 16 
3100,1300 . ©.) 3 6 9 

2200 16 12 ar ae 4 12 
3020,0320 18 22 2% 1 O 1 10 
3011,0311 32 26 20 5 3 10 2 
3002,0302 36 20 4:7.122 2% # 
2120,1220 14 18 22 2 1 e 3 
2111,1211 24 22 20 3 5 10 21 
2102,1202 28 20 12 6 5 21 30 


~, 
= 
o 
o 
= 
cs 


2040,0240 8 24 40 


2031,0231 32 40 48 3 #1 4 20 
2022,0222 56 48 40 8 8 2 46 
2013,0213 64 40 16 13 17 46 = 70 


2004,0204 32 16 0 10 16 TW _ 64 


1140 12 24 36 0 O 0 6 
113] 28 36 44 3 3 6 20 
1122 48 44 40 8 8 20 42 
1113 56 40 24 11 IL 42 += 60 
1104 48 24 0 13 13 60 = 67 


1060,0160 0 24 48 0 0 0 0 
1051,0151 20 48 7% 0 0 0 10 
1042,0142 60 76 92 6 4 10 40 
1033,01338 104 92 80 16 16 40 88 
1024,0124 120 80 40 24 28 88 130 
10150115 80 40 0 23 29 130 131 
1006,01066 O 0 O 13 16 131 80 


0080 0 24 48 0 O 0 0 
0071 0 48 9% 0 O 0 0 
0062 40 9% 152 0 0 0 20 


0053 120 
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Sign. 0,’ Me ‘Is. Agr Asa ae ig 
0044 208 184 160 32 32 80 176 
0035 240 160 80 52 52 176 260 
0026 160 80 O 52 52 260 262 
0017 0 0 O 29 29 262 160 
0008 0 O O 16 16 160 96. 

62. Es sind also wiederum die simmtlichén 0,’, ferner die z,’, 4,’ 
fiir die Signaturen [k, 1, m, O],, d. i. die a, , A, fiir [k,7,m-+1, O], 
direct zu ermitteln. 

In Bezug auf 0,’ wihlen wir als Beispiel: 

(2022) A, A, XU, Uy a4 Ay 
(0222) by by By By by by. 
Die singuliren Axen sollen mit a, b incident sein. 

I a: A, A,A,; B:B, (2 Comb.); 1) a’: a aA,; b': b,b,6,b 2 
Lagen (2 Comb.); 2) a: a’ aa,; b':b,b,6,b6 2 Lagen (2 Comb.); in 
1) und 2) 6’: %,b'. 2(2.2 + 2.2) = 16. 

I a’: A,U,%,; B':b, (2 Comb.); 1) a: e’aA,; 0’: b,b,b,b 2 
Lagen; 2) a’: a aa,; b': b,b,6,b 2 Lagen (2 Comb.); in 1) und 2) 
B:b,b'. 2(2+ 2.2) = 12. 

Ill a’: A,A,; PB: B,B,3 1) a: Aaya; 0':bd,6,B,B, 2 Lagen 
(4 Comb.); 2) a: A, A,a,a,a; b’: b,b,bB,B, 4 Lagen; in 1) und 2) 
«': A, Aja’; B+ 8, B,0; 24+ 4—12. 

IV «& : A,U,; B': b,B, (4 Comb.); 1) a’: A,aa,; b': B’'b,b. (2 
4(2-+ 2) = 16. 

Also 
0, = 16 + 12 + 12 + 16 = 56. 

Fiir die Ermittelung der 2,’ nehmen wir als Beispiel die Signaturen 
[0090] und [2130]. 

a’, miissen bez. mit a, b incident sein; bei der ersteren Signatur 
haben wir 

@ (Ay ++» Wy) AO (By, + - + Bo); 
dem Complexe [a] entspricht eine Linienfliche 24. Grades (R. Proj. 
Nr. 47., 57.), von welcher 24 Geraden die b treffen; also 2, = 24. 


A, A, a, %, A, A; 
b, b, B, B, B. Bs 

Ila: A,a,a; 0: b,b; a (A, a, 2%, UA,) A V' (6, B, B, B, By); dem 
a entspricht eine Congruenz vom Biindelgrad 1 und Feldgrad 3, welche 
aus dem auf b, gelegten Punkt B,’ einen Kegel 2. Grades erhilt (R. 


[2130] 
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Proj. Nr. 8.), also mjt der linearen Congruenz [6,6] 1.1-+ 1.3 —2—2 
nicht durch B, gehende Gerade gemein hat. (2 Comb.). 2.2 = 4. 

II a: aa,; 0: b,b,b; a (A, A, a, A, A, A) 7 V (0,6, B, B, BBs); 
einem Biischel in B correspondirt eine Congruenz (3,9), welche aus dem 
auf a, gelegten Punkte A,’ einen Kegel 5. Ordnung erhiilt (R. Project. 
Nr. 28.) und folglich mit der Congruenz [aa,| 3.1 + 9.1—5==7 nicht 
durch A,’ gehende Geraden gemein hat; jedem Strahl, der durch den auf 
b, gelegten Punkt B,’ geht, entspricht eine Congruenz (1,3), welche 
aus A,’ einen Kegel 2. Grades erhiilt (R. Proj. Nr. 1, 8.), also mit der 
Congruenz [aa,| zwei nicht durch A,’ gehende Geraden’ gemein hat. 
Demnach correspondirt der Congruenz [aa,| ein Complex 7. Grades, 
fiir welchen die Biindel um die Punkte B,’, B, auf b,, b, doppelt 
sind, der mithin mit der Regelschaar [b,b,b| 2.7 — 2.2 = 10 nicht 
durch B,’ oder B,' gehende Strahlen gemein hat. Also giebt es bei 
II 10 Lésungen. 

Ill a: A,a; U:b,B,b; aw (A,U, A, %,) 7 O' (6,48, B, By); V' ist 
bestimmt; ihr ist ein Complex 2. Grades associirt, welcher im Biischel 
A,a 2 Strahlen hat; mithiu wegen der 2 Combinationen 4 Lésungen. 
Also im Ganzen a, = 4+ 10+ 4=—18. 

Durch analoge Betrachtungen sind aber auch die z, fiir n > 0 
ermittelt worden. 

63. Die Werthe 4, fiir m=O sind iiberall null, wo k+1<3 
(Nr. 30.); nur die fiir [4010], [3110], [2210], [3030], [2130] (indem 
von den Doppelsignaturen blos die ersten geschrieben sind) sind von 
Q verschieden. Diese 5 Signaturen sind leicht zu behandeln. 

Die Scheitel A, B sollen auf a, b liegen. 


A, A, A, A,%, 
b, b, by b, B, 

°: A,A,Ay; 8: b,8,; A=—oa; B= fb; (Ac) (A, A,A,) XK (BB) 
(, b,b,) erfiillt sich vou selbst; 4 Comb.; 4,’ = 4. 

Die Fliiche der Punkte A(B), welche Punkten B auf b (oder A 
auf @) durch Correlation mit singuliiren Ebenen associirt sind, besteht 
also aus den 4 Ebenen A; A; A, (oder %, bj). 

A, A, Aza, X, 
b, b, 6,B,B,. 

I «@&:A,A,A,; 6 : B,B,; der feste Biischel (Aa’) (A, A, A, 4) 
ZA (BB’) (6, 6,6,B,). Jedem A in oe (wo sie z. B. von a getroffen 
wird) entspricht eine Fliche 3. Ordnung von Punkten B (Nr. 38.), 
so dass drei Punkte auf 6 liegen. 


Il «& : A,A,U,; B: db, Bi; die she. ag erfiillt sich fiir jede 
zwei beliebige Punkte A, B in «, B selbst; 3 Comb. A,’ = 6. 


[4010] 


[3110] 
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Der b sind demnach die dreifache Ebene A, A, A, und die 3 Ebenen 
A; A,U,, der_a eine Fliche 3. Ordnung und die 3 Ebenen 0; B, associirt. 
A, A, a, a,%, 
b, b, B, B,%,. 

I & :A,A,%,; 6B: B,B,; A—=ae’, B in Bf’; der feste Biischel 
(Aa’) (A, A,a,a,) XK (BB) (b, 6, B, B,); B beschreibt (Nr. 38.) eine 
Fliche 2. Grades. 

Il @: A,.A,; p': B, B,B,; B= bf’; A in a’; A beschreibt eine 
Fliche 2. Grades. Eimer b (oder a) entspricht mithin die doppelte 
Ebene A, A,YU, (oder B, B,B,) und eine Fliiche 2. Grades. 

Endlich bei [3030] entspricht einem b die Ebene A, A,A,, einem 
a die Ebene A, AX, A; bei [2130] einem b die 3 Ebenen A, A, %;, einem 
a die 3 Ebenen B, 8; %;. 

Die 4, fiir » > 0 habe ich nicht mehr direct ermittelt, indem 
die Controlle der zweifachen Ermittelung der 2,’ fiir geniigend er- 
achtet wurde. 

Das Resultat 4,’ = 96 fiir [0009] giebt folgenden Satz: 

Gegeben zwei Gruppen von je 9 Geraden a, +--+ a3 by +++ bg3 ge 
sucht solche Strahlbiischel (Aa), BB), dass 


(Aa) (a, - ++ a) ZH (BB) (6, - + + be)5 
bewegt sich B auf einer Geraden, oder dreht sich B um eine Gerade, 
so beschreibt A eine Fliiche 96. Ordnung, « eine Fliiche 96. Klasse. 


64. Wir gehen zur niichsten Tabelle, welche durch die Formeln 
aus Nr, 9. 


(Ba u. b) 29 = Ug + 9 + for + bo A) 2 Wy = V9 ++ dy 
zu den Werthen von u,, v, fiihrt. Die {4 ergeben sich aus den fy, 
durch Vertauschung von k und 1. 


Tab. 3. o= 9. 


‘* , « , , Ld , , , , 
Sign. fos 9.4% Ay My Vo Sign. fos 9.47% Ag fo V9 
9 


[2210] 


4010,0410 3 316 41016  2130,1230 3 318 3 10 17 
4001,0401 2 6 8 16 16 16 2121,1921 4 5 22 10 17 24 
$101,1901 3 3 12 9 12 15  7103,1908 4 5 12 90 27 28 

2210 2 212 4 8 12 = 9950,0250 3 3 24 0 10 20 

2201 2 2 8 12 12 12 — 9941,0241 6 6 40 4 20 36 
3030,0330 3 3 22 1 10 19 2032,0232 9 11 48 20 36 52 
3021,0321 5 6 26 10 19 28 2023,0223 10 14 40 46 52 58 
3012,0312 5 9 20 25 28 31 2014,0214 7 11 16 70 58 46 
3003,0303 3 


6 4 40 31 22 2005,0205 4 6 O 64 46 28 

















320 Rouvotr Srurm. ° 


Sign. bop ey A Ny. Ly Vy Sign. &> B f94 ty Ay Ug Vy. 
1150 3 324 0-10 20 1016,0116 911 0131 94 57 
1141 6 636 6 2 34 1007,0107 5 6 O 80 57 34 











ue 8 OK HS KMD U8 8 Mt CO CO 
1123 101040 42 48 54 
0081 6 6 48 0 20 40 
1114 9 924 60 54 48 . 
1105 5 5 0 67 48 99 «= (ON? «12 12 9G 0 40 BO 
0063 24 24 152 20 80 140 
1070,0170 3 324 0 10 20 0054 38 38 184 80 140 200 
1061,0161 6 648 0 20 40 0045 44 44 160 176 200 224 


1052,0152 12 12 76 10 40 70 0036 36 36 80 260 224 188 
1043,0143 18 20 92 40 70 100 0027 2020 0 262 188 114 
1034,0134 20 24 80 88 100 112 0018 1111 0 160114 68 
1025,0125 16 20 40 130 112 94 0009 6 6 O 96 68 40. 


65. Die u,, v, geben uns nun die Ordnung {io der Fliche, die fiir 
[kl, m+ 1, m],o, [k,l,m,n+1],, einer Geraden b oder a associirt 
ist. Als {io finden wir sie in Tab. 5 Nr. 80. Diese Ordnung ist zwar 
dieselbe, ob man a oder b annimmt; aber die weiteren EKigenschaften 
der Fliche sind doch verschieden, z. B. die Vielfachheit der Grund- 
elemente. 

Wir bekommen die einer 6 oder a associirten Flichen nur fiir die 
Signaturen, bei denen m, m nicht beide 0 sind. Es fehlen also die 
Signaturen [5000], [0500]; [4100], [1400]; [3200], [2300]. 

Bemerken wir jedoch zuerst noch, dass fiir die Signaturen n = 0, 
die aus der Tabelle zu entnehmen sind, fi = 10 ist, mit Ausnahme von 
[3120], [1320]; [2220], wo fi —9, bez. = 8 ist. Fiir die Signaturen 
[Al, m, 1]\9 ist So — 20 mit 5 Ausnahmen; fi) = 40 bei n = 2 
nur zweimal, £9 = 80 bei m = 3 nur einmal. 

66. Wir nehmen die 3 Doppel-Signaturen vor, fiir welche uns die 
Tabelle io nicht giebt. 

Diese Signaturen [5000], [0500]; [4100], [1400]; [3200], [2300] 
kénnen durch Auflésung behandelt werden. Wir nehmen zuerst 
A, A, A, A,a, 

b, b, b, b, B, 
vor und indem wir 8, = 8, mit B, identisch, A,, A, mit a, incident 
sein lassen, erhalten wir: 


[4100] 


A, A, A; A,X, A, 
b, b, b, b,B,B,. 
Es sei %,%, das zu [4010] hinzugefiigte Paar in der Betrach- 


tung der Nr. 9.; in Nr. 46. ist gesagt, dass ftir [4010] jedem Punkte 
B der Ebene b, 8, , also auch der Spur von b, jeder Punkt von A, A, A, 


[4020] 
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associirt ist, und zwar durch eine Correlation, fiir welche diese beiden 
Ebenen singulir sind, also auch der Punkt A = (a, A,A,A;). In 
dieser Correlation zwischen den Biindeln der beiden Spuren A, B von 
a,b ist den beiden Ebenen von B, welche nach den durch $8, = 8, 
gelegten Geraden ’, 6” gehen, weil sie die singuliire Ebene in dem- 
selben Strahle BY, treffen, nach den Eigenschaften dieser exceptionellen 
Correlation derselbe Strahl des Biindels A homolog. Wir erhalten also 
in seiner Spur in der Ebene der eindeutig bezogenen Curven einen 
weiteren vereinigten Punkt, und da 4 Combinationen mdglich sind, vier- 
solehe. Folglich wird der Werth von uw, fiir den Fall der Identitat 
von §, mit $8, um 4 kleiner als wenn sie verschieden sind; v, wird 
offenbar nicht von dieser Identitit beeinflusst, und ebenso die ganze 
Formel 3b); fiir beide wird ja ein Paar conjugirter Geraden hinzuge- 
fiigt; der Werth von wp,’ in 3b) ist derjenige, der dem allgemeinen 
Fall der Verschiedenheit von 8, und %, entspricht. Ist also jo = 10 
fiir (4020), so ist es 6 fiir [4100]. 


[1400] A, My Uy Oy My 
, b, B, B, B, B, 
wird verwandelt in: 
[1320] A, Gy, dy a, UX, A, 
b, B, B, B, B, By; 
fiir [1310] sind (Nr. 46.) A,a, und B,B,%,, jeder Punkt mit jedem, 
durch exceptionelle Correlation mit diesen Ebenen als singuliren asso- 
ciirt. Wir haben 3 Combinationen; da nun {i = 9 fiir [1320], so ist 
es ebenfalls 6 fiir [1400]. 
Drittens 
[3200] A, A, A, a, ay 
b, b, b, B, B, 
wird aufgelést in: 
[3120] A, A, Aga, A, A, 
b, b, b,B, B, B,. 

Hier sind fiir [3110] zu den Punkten der Ebene A,A,A, durch 
exceptionelle Correlation mit singuliéren Ebenen, von denen die eine 
die A,A, A, ist, die andere durch B,%, geht, alle Punkte einer cubi- 
schen Fliche (Nr. 46., 38.), also dem Punkt (a, A,A,A,) drei Punkte 
von b associirt; fiir [3120] ist fio = 9, also 6 fiir [3200]. 

Die einer Geraden 6} associirte Fiche 6. Ordnung wird durch die 
den verschiedenen Punkten von 6 entsprechenden Geraden erzeugt 
(Nr. 57.), also ist sie eine Regelflache. 


[2300] A, Ay a, Gs, ds 
b, b, B, B, B, 


wird in 
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A, A, a, a,U%, A, 
b, b, B, B, B, B, 
aufgelést. Jedem Punkte der Ebene B, B, 8, ist fiir [2210] eine Fliche 
2. Grades durch Correlation mit singuliren Ebenen associirt (Nr. 46.), von 
denen die eine durch A, A, geht, die andere B, B,%B, ist, dem Punkte 
(b, B,B,B,) also zwei Punkte auf a. Fiir [2220] ist 5 = 8, also 6 
fiir [2300}. 

Die Fliche 6. Ordnung, die einer Geraden 6 associirt ist, enthilt 
die Raumeurve a,*, welche der Fliiche £,? entspricht (Nr. 57.), doppelt. 

Beim Uebergange von [4020] und [0420] zu [5000], [0500] findet 
keine Verringerung statt; ¢i9 ist also bei den letzteren ebenfalls 10. 


[2220] 


67. Die Vielfachheit der Grundelemente a;, X:, 4; auf den Flichen 
fio’ Ordnung, die einer Geraden 6 associirt sind, ist aus Nr. 3. zu 
entnehmen. Man kann diese Vielfachheit, sowie auch die nach An- 
gabe der genannten Nr. nicht zu ermittelnde Vielfachheit der Punkte 
A; auch dadurch finden, dass man die Gerade a mit einem dieser 
Grundelemente incident sein lisst und dieselbe Untersuchung wie bei 
der Frage nach der Ordnung jo vornimmt, dabei aber von allen mit 
dem betreffenden Grundelemente incidenten Gebilden absieht. Dies 
kénnte auch schon fiir die Flichen, die bei 6 —9 einem Punkte B 
associirt sind, gesagt werden. In einem andern analogen Falle (Nr. 
81.) ist ein Beispiel gegeben. Ich habe die Untersuchung nur aus- 
gefiihrt fiir die Signaturen, wo n= 0; in den Fiillen, wo fi) = 10, 
ergab sich der Grad der Vielfachheit von A;, a;, UX; bez. 6,3, 3. Ueber 
die Ausnahme-Signaturen giebt die folgende Tabelle Auskunft. 


Sign. bio A; aj YW; 

4100 6 3 38 

oi a: a a 

3200 6 2 8 

2300 6 3 2 =. 

31200 9 5 3 8 

1320 9 5 3 2 

2220 8 4 3 2 (C.P.Nr.18, 19.) 


In C. P. Nr. 20. ist von einem andern Verfahren fiir die Signa- 
turen n=O die Zahl {jo und diese Vielfachheiten zu ermitteln die 
Rede; der Raum gestattet es nicht, auf dasselbe hier einzugehen, zumal 
es iiberdies hinter dem gebrauchten wesentlich zuriicksteht. 


VI o=1l1. 


68. Wir gehen jetzt zur Aufstellung der Tabelle, welche von der 
Formel (Nr. 23.) 
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IVb) 2g = dy + doe 


herriihrt; wir brauchen hier blos noch A, fiir [k, 1, m, Oj, oder Ais 


fiir [k, 1, m+1, O],o. 
Tab. IV; o=9. 
Sign. Aor a 


dy Sign. Ags i. i, 
4010 . ee oe 0232 S fh og 
4001 8 0 4 0223 15 1 8 
eee ae ee 

0401 0 0 0 
: 1150 ie is 
S110 a © Oe 1141 a a 
3101 A Ne. 1132 6 0 8 
1310 eo és 1123 oe oe 
1301 ge at 1114 3 9 6 
1105 °° 1 ORM 

2210 os 
2201 3 1 2 1070, 0170 0 0 0 


1061,0161 0 0 Oo 
3030,0330 0 O O 105201552 0 0 0 


3021 i, de. 1043 = 6 8 
3012 as aa 1034 32 6 19 
3003 a a 1025 47 19 33 
0321 . a ee 1016 45 33 39 
0312 6 0 8 1007 29 39 34 
0303 21 38 2 0143 eo ae 
2130,1230 0 OO 0 boon ” ¢€ 8 
2121 a ° 55 17 (36 
ones ie get 0116 62 36 49 
oe es 0107 39 49 44 
0090 e-¢ #@ 

ot oe 0081 ee 
anes  <« 0072 0 0 0 
1203 ny s. 8 0063 a Ge 
2050,0250 0 OO 0O 0054 20 O 10 
2041,0241 0 0 0 0045 62 10 36 
2032 . oe 0036 102 36 69 
2023 ws. 2-2 0027 107 69 88 
2014 24 10 17 0018 68 88 78 
2005 19 17 18 0009 42 78 60. 


Die Aig fiir n = 0, soweit sie in dieser Tab. als Ay nothwendig 
sind, sind alle null, da k +1 fiir sie < 5 ist (Nr. 30.). 


21* 
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Wir notiren das Resultat 44, = 60 fiir [00010] als folgenden Satz ; 
Es seien 2 Gruppen von je 10 Geraden gegeben: a, «++ 43 
b, +++ bi93 gesucht solche Strahlbiischel (Aa), (BB), bei denen (Aa) 
(a, - + yo) ZA (BB) (6, - - + bye); Rat B oder B eine feste Lage, so giebt 
es 60 solche Paare. 
Bei der directen Berechnung einiger anderen dy, ergaben sich 
folgende Sitze. 

1) Wenn 6 Gerade a,---a, gegeben, so sind mit einer Geraden a 
die Ebenen oder die Scheitel von 4 Strahlbiischeln incident, so dass 
(Aa) (a,-+-a,) einem gegebenen Biischel projectiv ist (identisch 
mit Satz 2) in Nr. 39.). 

2) Wenn A,, a,-+-+ a, gegeben ist, so wmhiillen die Ebenen der 
Biischel (Aa), fiir welche (Aa) (A,a,--+-a,) eimem gegebenen 
Biischel projectiv ist, einen Kegel 3. Klasse. 

3) Sind A,A,a,--- a, gegeben, so giebt es zwei Strahlbiischel (Aa), 
fiir welche (Aa) (A,A,a, «++ a) einem gegebenen Biischel pro- 
jectw ist. 

4) Wenn A,a,a,--- a, gegeben sind, so giebt es vier Strahlbiischel 
(Aa), so beschaffen, dass (Aa) (A,a,---a;) einem gegebenen 
Biischel projectiv ist. 

5) Sind acht Gerade gegeben a,---a;, so giebt es sechs Strahlbiischel 
(Aa), so dass (Aa)(a,-+- as) einem gegebenen Biischel projectiv ist. 
Z. B. den letzten Satz erhilt man durch Zerlegung in a, - - - a; 

und a, --++a; ag, -wodurch sich eine Curve 8. und eine Fliche 4. Ord- 
nung ergiebt, die ausser in den 6 Punkten und 5.4 Punkten, welche 
jene Curve mit der in Nr. 54. besprochenen cubischen Raumcurve und 


mit den 5 Geraden a,---a; gemein hat, noch in 6 Punkten sich 
schneiden. 

69. Wir gehen zur nichsten Tabelle, welche auf den Formeln 
(4a u. b) 2 v10 = so + S108, 2u10 = V10 + Anz 


der Nr. 10. beruht. 
Tab. 4; 6 = 10. 


Sign. fos Ais Mo Vo Sign. fos Awe Mio V0 
50000500 3 O 1 2 31201320 3 0 1 2 
4100,1400 3 0 1 2 mM #4 #22 8 

ee sik eta mam 6st 3 «4 

ee eS ae Se see 
4020040 3 0 1 2 ee ae 
40110411 6 O 2 4 a. (8. & 2 4 

424 4 4 4 "FS es ee ee. 

ee a ew eee 
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Sign. fos Aws io Vo Sign. 08 Aros Mio §=— Vi 
3040,0840 3 O 1 2 1133 18 3 8 3 
30310881 6 0 2 4 1% #69 6hl(68lU8 17 

3022 ee cee eat 1115 19 16 17 18 

3013 ie 8 1106 12 21 18 15 

3004 Oo eA 

om i aka? i a 1080,0180 3 0 1. @Q 

0813 a cae 10710171 6 0 2 4 

0304 a ae ie’ ee 1062,0162 12 0 4 8 

: 1053,0153 24 O 8 16 
2140,1240 1 0 1 2 1044 36 6 146 2% 
2131,1231 6 0 2 4 1035 40 19 2% 33 

2122 ee a 1026 33 33 «33383 

2113 ae. 08m ye ie 1017 21 39 33 27 

2104 eS: Be Re SS 1008 13 34 27 20 

1222 a ie Sa 

1213 ie Se ee 0144 40 4 16 28 

1204 2 2 0135 50 17 2 39 
o0co02c0 3 0 1 2 0126 45 36 39 42 
20510281 6 0 2 4 Olt AD 
20420242 12 0 4 8 0108 17 44 85-6 

2033 18 $3 8 13 3 i 

2024 #419 #10 13 «16 oe: 3. -o.. Rs 

2015 - 14 «#17 #16 = «15 0091 RD API, oblbtie. 

2006 9 1 15 12 o.oo seg 

0073 eS - 3 

0233 -_'* 6. 0064 +448 «20 «#(16~«32 

0224 29 8 15 22 0055 76 #10 32 = 54 

0215 sS @D 2 0046 90 36 54 7 

0206 16 28 -24 20 0037 3s @ 2. 

1160 ee ewes 0028 49 88 75 62 

1151 6 0 2 4 0019 30 78 62 46 

1142 . ae ee 00010 18 60 46° 32. 


70. Die Tab. IV. giebt nicht die Ajog fiir die Signaturen m—n—0 
dieser Tabelle, fiir welche auch k + / nicht mehr < 5 ist. Also ist 
noch darzuthun, dass auch fiir diese Ay, = 0, ausser bei [3200], woes 
1 ist. Aber bei allen Signaturen [k, 1, m, 0],9, wo tiberhaupt einem 
B eine cubische Rawmcurve associirt ist, sind sdimmtliche Punkte der- 
selben durch allgemeine Correlation associirt, in Folge der bekannten 
Kigenschaft dieser Curve. 

In dem Falle [3200], wo dem B eine Grade a! der Congruenz 
[a,, @,| associirt ist, macht die Spur derselben in der Ebene a, eine 
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Ausnahme; diese ist dem B durch Correlation mit «,,. und BB, B, 
als singuliren Ebenen associirt. 

Die 49, V9 geben also die Zahl £1 » der einem B fiir (k,l, m+-1, n],,, 
bes. [k, 1, m, n+ 1),, associirten Punkte. 

Als £, finden wir diese Zahlen in der Tab. 6 in Nr. 90. 

Aus der Tabelle 4. geht hervor, dass jedem B fiir |klm0|,, in allen 
Signaturen ein und nur ein Punkt associirt ist, wie wir oben in Nr. 41. 
gefunden haben; ist » — 1, so sind 2 Punkte associirt, mit Ausnahme 
von [3201], wo blos 1 associirt ist; ferner, bei » — 2 ist die Zahl der 
dem B associirten Punkte 4, ausser bei [3112] und [2212], wo sie 3 
ist, u. Ss. W. 


71. Die Resultate fiir n =0, 1 lassen sich sehr einfach noch- auf 


folgende Weise finden. Wir sehen zuniichst von [3210] und [3201] ab. 
Es sei zuerst n=, also m > 0. Wir scheiden aus [k, 1, m, 0],, 
ein Paar conjugirter Punkte %,%, aus, so dass sich [k, 1, m — 1, O},, 
ergiebt. Hierfiir ist dem B eine cubische Raumcurve a’ associirt. Dem 
Strahle BY, sind in den Biindeln der verschiedenen associirten Punkte 
A (auf a*) Ebenen homolog, welche alle durch eine feste Sehne der 
Curve a® gehen. Also wird auch eine und nur eine Ebene dieses 
Biischels durch A%, gehen und auf a® die einzige Lage von A mar- 
kiren, die dem B auch fiir [klm0],, associirt ist. Sollte die Sehne 
selbst durch %, gehen, so wiirde die ganze Curve a* dem B auch noch 
fiir |[klm0],, associirt sein. Wir werden einen Ort 1. Stufe solcher Punkte 
B finden (Nr. 84.). Wird dann noch %,%, hinzugefiigt, so findet man 
fiir einen solchen Punkt B auf a* wieder einen einzigen, der auch noch 
fiir [k, 1, m+ 1, O],. associirt ist. (C. P. Nr. 22, 36.) 

Ist aber » 1, so scheiden wir dies eine Paar conjugirter Ge- 
raden a,6, aus. Fiir [klm0],, ist dem B eine cubische Raumcure a* 
associirt. In die Ebene Bb, legen wir 2 Strahlen (durch B); die ihnen 
in den Biindeln der associirten Punkte A homologen Ebenen bilden 
um zwei Sehnen der Curve projective Biischel; die Schnittlinie ent- 
sprechender Ebenen, welche je der Ebene Bb, homolog ist, erzeugt 
mithin eine Regelschaar; und da zwei Gerade derselben die a, treffen, 
so geben uns die beiden Punkte, die sie auf a* markiren, die zwei 
Punkte, welche dem B auch noch fir [k, 1, m, 1),, associirt sind. 

Hieraus ergiebt sich allgemein: 

Ist einem Punkte B fiir irgend eine Signatur {klmn) eine cubische 
Raumceurve associirt, so hat er fiir |k, l, m4-1, n] einen, fiir [k, 1, m, n+ 1] 
zwei associirte Punkte, natiirlich auf dieser Curve gelegen. 

Fiir [3200] correspondirt einem B eine Gerade a' der Congruenz 
[a,a,]. Es wurde auch schon bemerkt, dass die Biindel fiir die ver- 
schiedenen Lagen von A auf a' denselben Schnitt mit der Ebene «,,, 
haben (Nr. 57.). Wird nun zu [3200] %, 8, zugefiigt, so entspricht dem 
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Strahle BY, eine feste Gerade a' in dem ebenen Systeme (Felde) von «,,,, 
das ja ebenfalls correlativ zum Biindel B ist; durch diese Gerade und 
den Punkt YM, geht eime Ebene und diese markirt auf a' den einen 
Punkt A, fiir den die zu BY, homologe Ebene durch A, geht, also 
den dem B fiir [3210] associirten. (Vergl. Nr. 58.) (C. P. Nr. 22.) 
Liegt aber B in der Ebene B, B,B,—£,, so dass die 3 Strahlen B(B,, 
B,, %8,) in dieselbe Ebene fallen, so miissen ihre entsprechenden Ge- 
raden im Felde «,,, durch den nimlichen Punkt gehen; die ersten bei- 
den derselben sind aber die Spuren der Ebenen A (a,, a,), welche, da 
A auf a' liegt, sich in der Spur A' von a! schneiden; durch diese 
muss auch die dem Strahle BY, entsprechende Gerade a' gehen, so 
dass sie a' schneidet. Aus der Correlation folgt dann, dass (A', «,,,) 
(A, A, A, a, a,0') 7 (B, B,) (,0,6,B,B,%,). Dann kann es Punkte 
Bin B, B,B, geben, fiir welche diese Gerade so liegt, dass die durch 
sie und Y%, gelegte Ebene die ganze a' enthalt. Einem solchen Punkte 
wiirde auch fiir [3210] die ganze Gerade a' associirt sein. 

72. Wo liegen diese Punkte B in der Ebene B, B,%,, fiir welche 
die Ebene a‘a' durch den Punkt &, geht? 

Wir bewegen B auf einer Geraden b in f,, so beschreibt der Punkt 
A', wenn er der Bedingung geniigt, dass ‘ 
(1) (A', 93) (Ay A, A314) A (B, Bo) (b,b,6;B, B,), 
eine Curve 5. Ordnung, welche durch A,, A,, A, und die Spuren von 
a;, @ doppelt geht (Eb. Proj. Nr. 10.). Weiter, wenn 2’ ein beliebiger 
Punkt in @;, ist, so erzeugen die Punkte A', B in a@.,, By), so be- 
schaffen, dass 
(2) (Al, @ 495) (Ay A, Aga, a.) A (B, Bo) (6,626; B, B,B;), 
je eine Curve 3. Ordnung (Eb. Proj. Nr. 14.), von denen die in £, 
also die } dreimal trifft; daraus folgt, dass die durch A! gehende Ge- 
rade a', welche der Projectivitiit: 
(3) (A!, G53) (A, A, Aga, a,a') ZX (B, By) (b,b,6,B, B,B,) 
geniigt, wihrend B die b durchliiuft, dreimal durch % geht, folglich 
eine Curve 3. Klasse umbhiillt. 

Die Geraden a' selbst stiitzen sich wiihrend dieser Bewegung von 
B auf die oben beschriebene Curve 5.’Ordnung und auf a,, a,, welche 
durch Doppelpunkte dieser Curve gehen; folglich erzeugen sie eine 
Flache 6. Grades. Je eine Erzeugende dieser Fliiche und eine Tan- 
gente der Curve 3. Klasse sind zu derselben Lage von B auf b ge- 
hérige Geraden a' und a’; sie schneiden sich in einem Punkte A' der 
Curve 5. Ordnung, folglich umhiillen ihre Verbindungsebenen einen Tor- 
sus von der Klasse 6+ 3—5 = 4, wie man erkennt, wenn man einen 
Schnitt mit einer Ebene macht: man erhilt dann eine Gerade und 
eine Curve 6. Ordnung so auf einander bezogen, dass jedem Punkte 
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der ersteren 3 Punkte der letzteren, jedem der letzteren 1 der ersteren 
entspricht, in den 5 Spuren der Curve 5. 0. aber entsprechende Punkte 
sich vereinigen. 4 Ebenen des Torsus gehen durch %,, vier Punkte 
B giebt es also auf b, die der gestellten Forderung geniigen. 

Demnach giebt es in der Ebene B,B,%B, eine Curve 4. Ordnung 
bt von Punkten B, denen auch fiir [3210] dieselbe Gerade a‘ associirt 
ist, wie schon fiir [3200] (ef. Nr. 58.). Dass sie durch den Punkt %, 
einfach geht, ist unmittelbar ersichtlich. Fallt B in einen B; oder in 
die Spur einer b;, so kann sich A' auf einem Kegelschnitt bewegen, 
weil in der Projectivitiit ein Paar homologer Strahlen wegfallt; a' er- 
zeugt. dabei einen Strahlbiischel und a' eine Regelfliiche 3., bez. 2. 
Grades; der Torsus ist demnach von der Klasse 2, bez. 1; also die 
Punkte B,, B, sind doppelt, die Spuren von b,, b,, b, einfach auf unserer 
Curve (C. P. Nr. 32.). 

Tritt nun noch ein Paar conjugirter Punkte &,%, zu [3210] hin- 
zu, so dass sich [3220],, ergiebt, so kann man nun wieder schliessen, 
dass einem Punkte B von b* fiir [3220] ein Punkt der a' associirt ist. 
Ist aber 8, mit %, identisch, so dass sich die Signatur [3300] ergiebt, 
so ist die dem BY, = BY, homologe Gerade im Felde der Ebene 
G19, die a', welche mit a' eine feste Ebene erzeugt, die zu BR, in 
den verschiedenen Biindeln der dem B auch noch fiir [3210] associirten 
Punkte A auf a' homolog ist und wegen ihrer Unverinderlichkeit im 
Allgemeinen nicht in die Lage kommen kann, durch Y%, zu gehen. 
Fiir [3300] haben also die Punkte der Curve 4. Ordnung b* keine asso- 
ciirten Punkte. (C. P. Nr. 37. 38.) 

73. Wir fiigen, indem B wieder ganz freie Lage hat, zu [3200] 
das Paar conjugirter Geraden a,b, zu, so dass wir haben [3201]; der 
Ebene Bb, ist in dem ebenen Systeme von «@,,, ein Punkt %' homo- 
log, durch den dann der Strahl, der zu Bb, in den verschiedenen Biin- 
deln der Punkte A auf a' homolog ist, stets gehen muss; es giebt 
also einen und nur einen Punkt auf a', fiir den er auch a! trifft, der 
also dem B auch noch fiir [3201] associirt ist, womit die eine Abweichung 
bei » = 1 sich erklirt. 

Ebenso ergiebt sich, dass jedem Punkte B der Curve b‘ auch fiir 
[3211] eim Punkt der Geraden a' associirt ist, welche ihm fiir [3210] 
correspondirt. 

Jeder Geraden a' der Congruenz [a,a,] ist eine cubische Raum- 
curve 6° fiir [3200] associirt. Wir bewegen B auf derselben, wodurch 
eben der Biindel zu sich collinear und zu dem Biindel jedes Punktes 
von a! correlativ bleibt; fiir jede Lage von B auf b* construiren wir den 
der Ebene Bb, entsprechenden Punkt %' in @,,.,; derselbe erzeugt dort 
einen Kegelschnitt. Denn es seien A’, A” zwei beliebige Punkte in 
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193, 80 drehen sich die Ebenen, welche den letzteren in den verschie- 
denen Biindeln B homolog sind, um Sehnen der b* und beschreiben 
projective Ebenenbiischel; der der Geraden A’ A” homologe Strahl’ be- 
schreibt demnach die durch dieselben erzeugte Regelschaar, und die den 
verschiedenen Punkten von A’ A” in den verschiedenen Biindeln ent- 
sprechenden Ebenen sind die Tangentialebenen des Tragerhyperboloids; 
da zwei durch 6, gehen, so giebt es zwei Punkte %' auf A’ A”. 

74. Wir haben weiter bei [3200] in B eine cubische Raumcurve 
b,® gefunden, welcher eine ganze Fliiche 2. Grades a,’ associirt ist 
(Nr. 57.). Fiigen wir %,8, zu, so ergiebt sich die cubische Raum- 
curve, welche diese Fliiche mit derjenigen — ebenfalls 2. Gr. —, die 
einem B von b,° fiir [3110] associirt ist, ausser a, gemeinsam hat, als 
die dem B fiir [3210] associirte, weil fiir [3100] keine dem B poris- 
matisch associirte Curve existirt. (Nr. 60.) 

Also jedem Punkte B von b,* ist auch noch fiir [3210] eine cubische 
Raumeurve associirt. 

Hieraus folgt wieder, dass wenn nochmals %,%, oder a,b, hinzu- 
gefiigt wird, also fiir [3220], bez. [3211] einem solchen B nun noch em 
Punkt, bezw. zwei Punkte associirt sind. 

75. Sei B, nun der dritte Schnittpunkt von b,> mit B, = B, B,B,. 
Es giebt ferner in a@,., einen Punkt A,, so beschaffen, dass (A, «,3) 
(A, A, A,a,a,) A (By Bo) (b,6,b,.B,B,) (Ebene Proj. Nr. 4.); lassen wir 
in den Biindeln A,, B, die Ebenen «@,,, und 6, — die auch durch 
B, geht -— singulire Ebenen sein, so sind die Biindel in Folge dieser 
Projectivitaét correlativ; folglich liegt A, auf der cubischen Raumcurve, 
welche fiir [3210] dem B, associirt ist, doch wegen dieser Correlation 
mit singuliren Ebenen kann es keine allgemeine cubische Raumcurve 
sein (Nr. 70.). In der That, wegen der Association von A, zu B, 
muss ersterer auf der Fliiche a? liegen, also auf deren Schnitt mit 
@,o,, der durch A,A,A, und die Spuren von a,a, geht; aber deshalb 
bleibt die obige Projectivitit auch bestehen, wenn A, auf diesem Kegel- 
schnitt verschoben wird. Daraus folgt einerseits, dass der Punkt B, 
in Bezug auf die beiden Gruppen von je 5 Punkten in @,., und By 
nicht blos einen, sondern simmtliche Punkte des Kegelschnitts durch 
die Gruppe in «,,, zu seinen correspondirenden hat, dass er also der 
Punkt ist, den ich in der Eb. Proj. Nr. 6. den der Gruppe in fy ver- 
bundenen Punkt*) genannt habe. 

Anderseits ergiebt sich eben der Kegelschnitt, in dem @,,, und a? 
sich schneiden, als Bestandtheil der dem B, fiir [3210] associirten cu- 
bischen Raumcurve, so dass der zweite Bestandtheil, der noch a,, a, 


*) By — hier eine Ebene — war zufallig dort der Name des verbundenen 
Punktes selbst, 











330 Rupour Srurm. 
je einmal zu treffen hat, eine Gerade a' der Congruenz |a, a,] ist; wes- 
halb B, auf der Curve b* liegt. 

Nun sind wir in der Lage, den Grad der Fliche der a‘ zu er- 
mitteln, welche den Punkten von b‘ associirt sind; legen wir namlich 
in die Ebene «,,, eine Gerade, so entspricht derselben fiir die beiden 
Gruppen in @,,, und #, eine Curve 5. Ordnung, welche durch die 5 
Punkte in £, und durch den ihnen verbundenen B, doppelt geht (Eb. 
Proj. 10., wie oben), also die Curve b', die von diesen 6 Punkten die 
B,, B, doppelt, die andern einfach enthilt (Nr. 72.), noch in 4 Punkten 
trifft; woraus hervorgeht, dass die den Punkten von b* entsprechenden 
Punkte A', die Spuren der a! in «,,,, eine Curve 4. Ordnung erzeugen, 
von der man leicht erkennt, wenn man die obige Gerade durch die 
Spuren von a,, a, legt, dass sie durch diese einmal geht. Daraus er- 
giebt sich, dass die fraglichen a', weil sie diese Curve a,, a, treffen, 
eine F'liche vom 4. Grade erzeugen. Da einer Geraden a fiir [3200] 
eine Fliche 6. Ordnung ° associirt ist, auf welcher die B,, B, drei- 
fach, die b,, b,, b, und die Curve b,° doppelt liegen (Nr. 66., 67.), 
so hat dieselbe mit 6‘ noch 4 Punkte gemein, was auch zu dem eben 
gewonnenen Grade fiihrt. 


76. Da also {12 fiir alle Signaturen [klm0],, den Werth 1 hat, 
so sind die beiden Riume A und B eindeutig bezogen. Bei [3201] ent- 
spricht wohl jedem B ein A, aber jedem A entsprechen zwei B. Im 
ersteren Falle erhalten wir zwei homaloidale Systeme und werden in 
Folge der genaueren Erforschung solcher Systeme noch etwas tiefer in 
die Sache eindringen kénnen. Wir gehen aber nun erst zur Aufstel- 
lung der beiden niichsten Tabellen, welche uns iiberhaupt die Ord- 
nungen €;,, der einer Geraden b des Raums B associirten Curve, bez. 
die Ordnung {;js der einer Ebene £ associirten Fliche von A geben; 
wir erimnern daran, dass f/f 4 = fi112, Siig = $4 (Nr. 11.). 

77. Wir geben zuerst die Tabelle, welche mit Hilfe der Formeln 
(Nr. 24.) 


(Vaub) 2x = my + Ofp; 2dy = dy + Oye + dos + Avs 
sich ergiebt. 


Tab. V; o=9; 


| 


~ 
Gc ®. 


Sign. ~~. «= «& Iss Asp ky 
4010 2. 2 0 4 
4001 48 28 8 8 16 
0410 oa ae 0 4 
0401 : 28 24 


no 2O 
cS 
oo 
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Sign. 
3110 
3101 
1310 
1301 


2210 
| 2201 
| 3030, 0330 
3021 
3012 
3003 


; 0321 
; 0312 
0303 


2130, 1230 
) 2121 
2112 
2103 
1221 
1212 — 
1203 
| ! 2050,0250 
2041,0241 
2032 
2023 
2014 
2005 


| 0232 
0223 
0214 
0205 
' 1150 
| 1141 
| 1132 

1123 

1114 

1105 





1070,0170 
1061,0161 





on 
18 
14 


14 
20 


8 
24 


30 
62 
48 
26 
52 
72 


26 
38 
52 
22 
44 
48 


0 
12 
56 

100 
100 
40 


48 
96 
120 
80 
0 
18 
48 
82 
100 
80 


0 
0 


Ts) 
17 
16 
17 
20 


14 
20 


20 
37 
44 
26 


37 
48 
44 
20 
31 
36 
34 
31 
40 
36 
20 
40 
68 
80 
60 
20 


68 
88 
80 
40 
20 
40 
62 
76 
70 
40 


20 
40 


i 
16 
18 
20 
20 


20 
16 
37 
44 
26 

4 


48 
44 
16 


31 
36 
34 
16 
40 
36 
24 
40 
68 
80 
60 
20) 

0 
88 


80 
40 


Ao p 
2 


eo 


—_— — 


bo 
Noro KOS 


— 


—_ 
oooem = © wb 


rr es DS 
SRanw Sea 


15 
23 
26 


Demo wnw 2S 


do's 


10 


21 
30 
10 
21 
30 


20 
46 


64 
20 
46 
70 
64 

0 


20 
42 
67 


0 
0 


Ay’ 
2 
14 
2 
11 


23 
44 


6 
20 


137 
0 
0 


22 
60 
80 


19 
51 
92 


23 
44 
69 


20 
47 
68 

0 


45 
104 
149 
136 

39 

98 
160 
170 


0 
12 
43 
91 

137 
155 


0 
0 
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Sign. Ove mM My Agg Agg Ag Ay 
1052,0152 30 80 130 0 10 0 20 
1043 104 130 156 12 40 20 8&8 
1034 182 156 130 32 88 88 195 
1025 200 130 60 47 130 195 286 
1016 120 60 0 45 131 286 291 
1007 0 0 0 29 80 291 200 


0143 96 130 1644 8 40 20 82 
0134 178 164 150 30 88 82 189 
0125 220 150 80 “55 130 189 297 
0116 160 80 OO 62 131 297 325 


0107 0 0 0 39 80 325 222 
0090 0 20 40 0 0 0 0 
0081 0 40 80 0 0 0 0 
0072 0 80 160 0 0 0 0 


0063 60 160 260 0 20 0 40 
0054 200 260 320 20 80 40 170 
0045 360 320 280 62 176 170 384 
0036 420 280 140 102 260 384 583 
0027 280 140 0. 107 262 583 616 


0018 0 0 O 68 160 616 422 
0009 0 0 0 42 96 422 280. 


78. Fiir die Berechnung von Os,, der Zahl der Axen-Ebenen-Corre- 
lationen, bei denen die Axe b’ mit einer gegebenen Geraden incident ist, 
wihrend die a’ keiner Bedingung unterworfen ist, oder dem Grad der von 
den Axen Bb’ der bei 6 = 9 miglichen Axen-Ebenen-Correlationen ge- 
bildeten Flache, scheint diesmal kein Beispiel mehr nothwendig. 

Es sind ferner die x, und 4,’ fiir die Signaturen [k1m0],, also 
die 2joz und Ajo, fiir [k, 1, m+ 1, 0],) zu ermitteln, d. i, die Zahl 
der Axen-Correlationen fiir diese Signaturen, bei denen a’ keiner Be- 
dingung unterworfen ist, b’ aber b treffen soll, oder der Grad der 
Fliche der Axen b’ von Axen-Correlationen, welche bei 6 = 10 mdg- 
lich sind, und die Zahl der Correlationen mit singuliiren Ebenen, bei 
denen der eine Scheitel auf b, der andere in a@ liegt, oder die Ord- 
nung der Curve der durch eine solche Correlation den Punkten auf } 
associirten Punkte, oder der Fliche der den Punkten von «@ associirten 
Punkte. 

Fiir die Berechnung von 2, geben wir ebenfalls kein Beispiel; 
fiir [00100] verweisen wir auf Nr. 59. der ,R. Project.“. 

Die ziog Axen a’, deren associirte b’ die Gerade b treffen, liegen 
auf der der Geraden } associirten Fliche; fiir die Signaturen n = 0, 
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wo tion = 10, ist aio = 20 und unter diesen 20 Geraden a’ befinden 
sich die etwa vorkommenden Geraden (24;), (A;, 2a;), (4a;) doppelt 
und gehdren also auch der genannten Fliche doppelt an. 

Fiir die 6 Ausnahms-Signaturen = 0 (Nr. 67.) giebt die folgende 
Tabelle Auskunft tiber die Zahl ajo, der Axen a’ und die Vielfachheit 
der genannten Geraden unter ihnen: 


Sign. tip (2A;) (4a;) (Aj, 2a;) 


4100 8 0 ‘ ‘ 
1400 8 2 0 
3200 8 0 : y 

2300 12 0 ; 1 
3120 17 1 "pete 
1320 17 . : 2 


22920 +14 ~ 0 . 2 (CP.Nr. 19.) 


79. Was die Aj, der Signaturen » = 0 anlangt, so wissen wir 
aus Nr. 30., dass sie 0 sind, sobald k +1 < 4. 

Aiog ist ferner 0 bei [5000], [0500], [4020], [0420]. Bei [4100] 
werden z. B. A,A,A, und b,A, singulire Ebenen ae’, #’ und wenn 
A und B in ihnen liegen, so muss sein: 

(Aa’) (A, A,A,a,) 7 (BB) (6,5,6,B;). 

Fallt also B auf 6, d. h. in die Spur 68’, so beschreibt A einen 
Kegelschnitt, von dem zwei Punkte in @ liegen, oder bewegt sich A 
auf dem Schnitt aa’, so durchstreicht B die Ebene f’ zweimal. Die 
vier Combinationen geben Ayo, = 8. 

Bei [1400] ergiebt sich genau dasselbe Resultat. 

A, A, Aya, a, 
b, b, b; B, By; 
a’: A, A,A,; B’: B,B,; (Aa’) (A, A,A,a, a2) X (BB) (b,b,b, B, B,). 
Wird A auf einer Geraden aa in @ bewegt, so erzeugen in einer 
festen Ebene durch B,B, die Punkte B eine Curve 5. Ordnung (Eb. 
Project. Nr. 10.). Legen wir B auf die Gerade B,B,, so dass im 
zweiten Biischel die beiden letzten Strahlen sich vereinigen, so miissen 
es die im ersten auch thtn; d. h. A muss dann auf ae’ der Schnitt 
der Verbindungslinie der Spuren a,@’, a,a sein. Nun geniigt fiir diese 
Punkte A, B die Projectivitat: 

(A a’) (A, A, A, a,) 7 (BB) (6,6,6;.B,); 
durch Dualisirung der B-Figur erhait man in einer Ebene 3 feste 
Punkte und eine feste Gerade, auf der sich ein Punkt bewegt; es giebt 
nun eine Lage desselben, wo die Strahlen aus ihm nach den festen 
Punkten und die feste Gerade selbst einen einem gegebenen Biischel 
projectiven Biischel erzeugen. Also wird der letzten Projectivitéit nur 


[3200] 
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durch eine Ebene f’ geniigt. Daraus folgt, dass die Punkte B, wihrend 
A die ae’ durchliuft, eine Fliiche 6. Ordnung erzeugen, auf welcher 
B, B, einfach ist, oder dass, wenn B eine Gerade b durchliuft, A in 
@o, eine Curve 6. Ordnung beschreibt, welche also den vollen Schnitt 
von @,, mit der Flaiche 6. Ordnung bildet, die der } fiir [3200] asso- 
ciirt ist; demnach Ayo ¢ = 6. 

Nehmen wir a und £, statt b und @ an, so kann A auf a@ nur 
die eine Lage ae’ annehmen und der erste Biischel wird fest; wir 
wissen nun aus Nr. 54., dass dann B eine cubische Raumcurve be- 
- schreibt. Mithin ist fiir [3200] 40.43, oder Ayog = 3 fiir [2300]. 

In [3120], [1320], [2220] werden beide Ebenen a’, f’ fest und 
sind leicht zu finden; wir erhalten bez. Ajo 2 = 2, 2, 4. 


Das Resultat A;o = 280 fiir [00010] kann auch so interpretirt 






















werden: 
Es sind zwei Gruppen von je 10 Geraden gegeben: a, - ++ Aw 3 
b, ++ big; und man sucht Strahlbiischel (Aa), BB), so beschaffen, dass 


(Aq) (a, - > - Mo) A (BB) (6; - - = O10) 5 

so erzeugen, wenn B eine Gerade durchliiuft oder B wm eine Gerade 
sich dreht, die Punkte A eine Curve 280" Ordnung und die zugehirigen 
Ebenen « einen Torsus derselben Klasse; oder wenn B eine Ebene durch- 
liiuft, oder B um einen Punkt sich dreht, so erzeugen die A und « eine 
Fiche 280'* Ordnung, bez. Klasse. 

80. Wir gehen jetzt zur Tabelle 5 iiber, zu welcher die Formeln 
(Hau. b) 29 = wy + tint bio + fe; Zui = %o + Aros 
(Nr. 11.) fiihren. 


Tab. 5; 6 = 10; 













Sign. ion bio Mion Aton Mio Vio Sign, 02 fio tion Aion Mio 
5000,0500 3 10 20 O 11 2 2220 ee ee 
4100,1400 3 6 8 8 11 14 2211 4 12 20 9 18 

3200 rs 8 6 ¢ 22002 5 12 16 24 27 

= §&: 6 2 8 2 © poms 8 0 0 0°11 
4020,0420 3 10 20 O 11 22 3031,03381 6 19 37 2 22 
4011,0411 6 16 28 8 22 36 3022 10 28 44 22 42 

4002 4 16 8 40 36 32 3013 9 31 26 60 62 

0402 12 16 24 28 36 44 3004 6 22 4 80 64 
3120,1320 3 9 17 2 11 20 0322 12 28 48 19 42 

3111 4 12 16 14 20 2% 0313 418 31 44 51 65 

3102 5 15 18 20 26 32 0304 #15 22 16 92 79 

1311 6 12 20 11 20 29 21401240 3 10 20 O 11 

1302 6 15 20 23 29 35 2131,1231 6 17 31 6 22 





Vio 
18 
27 
30 


22 
49 
62 
64 
48 
65 
79 








Vio 
18 
27 
30 


22 
42 
62 
64 
48 


65 
79 








Sign. 102 10 Tiow Atosw tio Vo Sign. fo8 Si Mine Atoe Mio Vio 
2122 8 24 36 23 38 53 1080,0180 3 10 20 O IL 22 
2113 10 27 34 44 53 62 = 1071,0171 6 20 40 O 22 44 
2104 8 24 16 69 62 55 1062,0162 12 40 80 O 44 88 
1299 10 24 40 20 38 56 1053,0153 he = 130 20 88 156 
miiurtsanss — toe... 
1204 11 24 24 68 65 62 1035 40 112 130 195 224 253 
1026 33. 94 60 286 253 220 

2060,0260 3 10 20 O 11 22 1017 21 57 O 291 220 149 
2051,0251 6 20 40 O 22 44 1008 13 34 0 200 149 98 
2042,0242 12 36 68 8 44 80 0144 40 100 164 82 156 230 
2033-18 52 80 45 80115 = 9135 =O 112 150 189 230 271 
2006 9 28 0O 136 103 70 0108 17 34 0 2292 165 108 
0206 16 28 0170 128 86 0073 24 80160 0 88 176 
1160 3 10 20 O ll 22 0064 48 140 260 40 176 312 
1151 6 20 40 O 22 44 0055 76 200 320 170 312 454 
1142 12 34 62 12 44 76 0046 90 224 280 384 454 524 
1133 18 48 76 43 76 109 0037 78 188 140 583 524 465 
1124 291-54 70 91 109 127 0028 49 114 0 616 465 314 
11145 19 48 40 137 127 117 0019 30 68 0 422 314 206 
1106 12 29 0155117 79 00010 18 40 0 280 206 132. 
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81. Die uy), 9 geben also die Ordnung {in der Curve, welche 
einer Geraden b fiir [k, 1, m+ 1, n],, bez. [k, 1, m, m+ 1], asso- 
ciirt ist, oder die Ordnung i: 4 der Fliiche, welche dafiir einer Ebene 
a correspondirt; als {1 finden wir sie in Tab. 6 von Nr. 90. 

Die Ordnung des Gebildes, welches fiir die Signatur [k/mmn)],, 
einer Geraden a oder einer Ebene # associirt ist, ist gleich der Ord- 
nung des zu J oder @ associirten Gebildes fiir [J, k, m, m],, (Nr. 2.). 

Aus der Tabelle geht hervor, dass bei allen Signaturen 6 = 11, 
n = 0, wo also eine eindeutige Transformation statt hat, einer Geraden, 
gleichgiiltig ob b oder a, eine Curve 11. Ordnung a", b'', und also emer 
Ebene « oder B eine Fliiche 11. Ordnung B"', a"! correspondirt, mit 
Ausnahme der zu einander gehirigen Signaturen [3210] wnd [2310], wo 
an die Stelle der 11. die 9. Ordnung tritt. 

Aus Nr. 3., 4. folgt, dass auf’ den Flichen 11. Ordnung die Ge- 
raden a; (b;) und die Punkte X; (Bi) dreifach sind und die Curven 11. 
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Ordnung durch die A; (B;) dreimal gehen und die Geraden a; (b;) 
siebenmal treffen. Die Fliichen 9. Ordnung «®, B° bei [3210] enthalten 
die Geraden a;, b; ebenfalls dreifach, wihrend UX, auf den «® auch noch 
dreifach, 8, hingegen auf den B° blos einfach ist; die Curven a®, b° 
gehen durch die A; (B;) je zweimal und treffen die a; (b;) je sechsmal. 

Die Ermittelungsweise dieser Ordnung 11 (9), auf die ich in C. P. 
Nr. 23. hingewiesen, habe ich hier, weil sie weniger vortheilhaft ist, 
unerwahnt gelassen. 

Die Vielfachheit der Punkte B; auf den Fliaichen kann auf die 
Weise ermittelt werden, dass man b durch einen B; legt und die Be- 
trachtung wiederholt, nur dabei stets von mit diesem B; incidenten 
oder identischen Gebilden absieht. Wir wollen dies an einem Beispiel 
zeigen und der Kiirze halber eine Signatur » = 0 wihlen, weil wir da 
nicht erst zu den Formeln V zuriickzugehen brauchen, sondern 2,2 
und A,oz direct ermitteln. Wir wihlen die Signatur [1400], legen b 
durch B,. Von den 2, = 8 Axen-Correlationen bleiben blos 5, bei 
denen die Axe b' nicht durch B, geht; ebenso von den Ajo, = 8 Cor- 
relationen mit singuliren Ebenen fallen 6 weg, bei denen die Ebene 
B durch B, geht. Ferner da auf der Flaiche 6. Ordnung (Nr. 66.), 
welche einer Geraden a fiir [1400] associirt ist, die Punkte B; drei- 
fach (Nr. 67.) sind, so folgt daraus, dass den von B, verschiedenen 
Punkten der Geraden b, die durch B, geht, nur noch eine Fliche 3. 
Ordnung associirt ist. Dagegen an {, wird nichts geindert. Aus 
diesen reducirten Werthen ergiebt sich durch die Formeln (5 a u. b) 
M49 = 5; d. h. von der der Ebene a@ fiir [1410] associirten Flache 
11. Ordnung liegen auf der beliebigen durch B, gelegten Geraden 
ausser B, nur noch 5 Punkte; der Punkt B, ist folglich sechsfach. 

Aehnlich ergeben sich auch auf den iibrigen Flichen a", B'' die 
Punkte A;, B; sechsfach, auf den Flichen @, 6° bei [3210] hingegen 
vierfach (C. P. Nr. 23., 31.). Fiir » > 0 habe ich die Vielfachheit 
nicht ermittelt. 

82. Wir wollen hier gleich fiir die Signaturen 6 = 11, n—0O die Werthe 
von 2,, ermitteln; d. h. die Zahlen der Axen-Correlationen, deren Axen 
a’, b’ nun keiner weiteren Bedingung unterworfen sind. Wir wihlen 
als Beispiel die Signatur 


[3130] “. Aa ds ay U, Uy A, 


1 b, b; BB, B, Bs. 
I a: A,A,; 0: Bibs; a (AsU, AA) A Y' (6,8, B,B,). Dem a’ 
entspricht ein Complex 2. Grades, der in dem Biischel B,b, nur einen 


nicht mit dem Punkte B,’ (auf b,) incidenten Strahl hat; wegen der 
drei Combinationen 3 Liésungen. 















ee ee ee i ae. | 
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II a’: A,, a,3 0: by, by; a (A, Aza, A, ApA,) AV’ (b,b, B, B, B, Bs). 
Dem Biischel A,a,, der durch den auf a, gelegten Punkt A,’ geht, 
entspricht eine Congruenz (2, 6), welche aus den Punkten B,’, B,’ 
(auf b,, b,) je einen Kegel 3. Ordnung erhilt, fiir den B,’ B, einfache 
Kante ist (R. Proj. Nr. 28.). Folglich hat diese Congruenz mit der 
linearen Congruenz [b,b,] die Gerade B,’ B,’, je zwei weitere Kanten 
der Kegel aus B,’, B,', die bez. b,, b, treffen, gemein, mithin noch 
1.24-1.6— (2.2+ 1) =—3 andere nicht mit B, oder B,’ inci- 
dente Strahlen. Die 3 Combinationen fiihren zu 9 Lésungen. 

IH a’: Ay; 0: B,, b,, b3; a (A, A, A, A, Ay) A V' (b,b, B, B, Bs); 
dem b’ entspricht eme Congruenz (1, 3), von der also eine Gerade 
durch A, geht; durch 3 Combinationen 3 Lésungen. 

IV a’:a,; b':b, b,b3; a (A, A, Aga, U, A, Ws) ZK 0'(b, 6, b, B, B, B, B3); 
dem Complexe [a,] entspricht, weil @, duch den Grundpunkt A,’ geht, 
ein Complex 4. Grades, der die ganzen Biindel um die Punkte B,’, 
B,, B, (auf b,, b,, b,) einfach enthilt (R. Project. Nr. 37.), also mit 
der Regelschaar [b,b,b,) nur 2.4 —3—5 mit keinem der 3 Punkte 
B; incidente Geraden gemein hat. 5 Lésungen. 

Im Ganzen demnach 3 + 3.3 + 3. 1 + 5 = 20 Loésungen. 

Und ebenso ergiebt sich bei den andern Signaturen 6 = 11, n = 0 
m,, == 20, ausser bei [3210] (oder [2310]), wo m,, = 14 ist. 

Bei [00100] kommt der Satz Nr. 61. der R. Proj. — das letzte 
Resultat der damaligen Untersuchung — zur Verwendung. 


83. Bei ¢ = 11 giebt es demnach stets x,,° Paare von Geraden a’, 
Lb’, so beschaffen, dass jedem Punkte der einen jeder Punkt der andern 
durch eine exceptionelle Correlation, von der a’, b’ die singuliiren Axen 
sind, associirt ist. Diese x,,/ Geraden a’, b liegen auf den Fliichen 
bij nt”, bez. E11 a” Ordnung, welche den Ebenen B, a der beiden Riume 
im andern associirt sind, je einfach, weil B, « von b’, a’ je einmal 
getroffen wird; also auch insbesondere, wenn n =O, wo sich eine ein- 
deutige Transformation ergiebt, liegen sie beziehlich auf allen Flichen 
a'!, B'', oder in dem einen Falle a, B®. Ihre Zahl ist dann stets 20, 
ausgenommen in diesem einen Falle, wo sie 14 ist. Unter diesen 20 Ge- 
raden a’, bez. b’ befinden sich die etwaigen Geraden (24;), (4a;), 
(A;, 2a,), bez. (2B;) u.s. w. je einfach; unter den 14 Geraden a’, b’ 
bei [3210] nur die 3 Geraden (A; a,a,), bez. die 6 Geraden (B;, 2b;) 
und nicht die (2.A;), bez. (2B;). Ferner gehen durch jeden A;, bez. 
B; sechs von den Geraden a’, bez. b’, in dem Falle [3210] jedoch nur 
3; und jede Gerade a;, bez. b; wird von 14 a’, bez. 0’ getroffen, bei 
[3210] aber nur von 10. 

Die 20 (bez. 14) Geraden a (oder 0’) bilden diejenigen Funda- 
mentaleurven der homaloidischen Fliichensysteme in A (oder B), von 
22 
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denen Cremona in Nr. 7. seines Aufsatzes Sulle trasformazioni razio- 
nali nello spazio*) spricht. 

84. Wir lassen nun 2 Flichen a«'', die zwei Ebenen £ associirt 
sind, sich durechschneiden, sehen also zuniichst noch von [3210] oder 
[2310] ab; zum Schnitte gehéren die Curve a'', welche dem Schnitt 
der beiden Ebenen correspondirt, und die 20 Geraden a’; es bleibt also 
eine Curve 90. Ordnung. Jedem Punkte derselben entspricht ein Punkt 
jeder der beiden Ebenen, aber nicht auf der Schnittlinie derselben, 
also zwei in der That verschiedene Punkte, folglich nach Nr. 41. eine 
ganze cubische Raumcurve; und da diese jede Ebene 6 dreimal trifft, 
so ist jeder Punkt unserer Curve ein dreifacher Punkt fiir alle Flichen 
a'!, die Curve selbst also eine auf allen Flichen «'' dreifache Curve 
10" Ordnung a,'°; sie ist die von Cremona Nr. 6. besprochene Fun- 
damentaleurve (Salmon-Fiedler ebenfalls S. 479). 

Dass jeder Punkt YA; die Eigenschaft hat, einer ganzen cubischen 
Curve associirt zu sein, leuchtet unmittelbar ein (Nr. 3.); also liegen 
die Punkte %; auf a,"°. Ebenso folgt aus derselben Nr., dass jedem 
Punkt A einer Geraden a;, z. B. a,, eine cubische Raumeurve fiir 
[klm0},, associirt ist, dieselbe nimlich, welche fiir [k, 1 —1, m+-1, 0],, 
associirt ist, wobei a, B, ersetzt ist durch das Paar der conjugirten 
Punkte Yt’, B,, von denen A auf a, liegt. Bewegt man A auf a,, so 
erzeugt diese associirte Curve eine Fliche 7’ Ordnung, da es auf a, 
7 Punkte giebt, welche mit Punkten einer beliebigen Geraden b asso- 
ciirt sind, die Schnittpunkte der a, mit der associirten Curve von b. 
Bei [3210] oder [2310] wird diese Fliiche 6. Ordnung sein (Nr. 81.; 
C. P. Nr. 27.). 

Wir haben also in A wie B einfach unendlich viele Punkte, denen 
auch fiir [klm0O],, nicht blos ein Punkt, sondern eine ganze cubische 
Raumeurve associirt ist. Diese Punkte bilden eine Curve 10. Ordnung 
a,'°, by'°. Zu ihr gehiren die etwa vorhandenen Geraden a;, b;. Fiir 
dev. iibrigen Theil der Curve },'° ist die jedem Punkte B desselben 
associirte Curve stets dieselbe, wie fiir [k, 1, m— 1, 0],,, so dass die 
jetzige Ausnahme-Signatur [3210] auch zu der friiheren Ausnahme- 


Signatur [3200] fiihrt. Um die Fliche der von den associirten Curven 


der Punkte der von },'° nach Abzug der }; verbleibenden Restcurve 
b,!°—* zu finden, miissen wir die Zahl derjenigen Schnitte von b,'°—* 
mit der einen Geraden a fiir [k, 1, m — 1, 0] associirten Fliche auf- 
suchen, welchen in Wirklichkeit fiir letztere Signatur eine cubische 
Kiaumeurve und nicht eine Fliche associirt ist. Wir werden dies an 
einigen Beispielen thun und damit zugleich diejenigen Punkte finden, 
welchen fiir 6 = 10 eine ganze Fliiche entspricht. 

*) Annali di Matematica, ser. II, t. V. S. 131. Cf. auch Salmon-Fiedler, 
Anal. Geom. des Raums 2. Aufl. Bd. IL. 8. 476, spec. fiir die obige Stelle 8. 479. 
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Dazu ist aber noch nothwendig,-das Verhalten der Curve bo'°—+* 
zu den Grundelementen zu keunen. Durch die 8; geht sie einmal, 
wie oben gezeigt. Auf den Flichen 6"! liegen die Punkte B; sechs- 
fach (Nr. 81.); also geht der vollstandige Schnitt 36mal durch jeden; da 
nun jede b'! durch einen B; dreimal geht, von den 20 D’ sechs ihn ent- 


halten (Nr. 83.), so bleiben sa = 3 Zweige der Curve b,'® oder viel- 
mehr der Restcurve bo'°-*, die ihn passiren. 


Um die Begegnungspunkte einer b; mit der },!°—* zu ermitteln, 
bringen wir auf der b; eine Correspondenz hervor: B’ sei ein Punkt 
der b;, zu der einen der beiden sich schneidenden Flichen 6'' gerechnet; 
b, ist auf derselben dreifach; die 3 Beriihrungsebenen von PD’ schneiden 
aus der andern ['liche drei Curven 8.0., welche der }; in 24 Punkten 

3” begegnen. Umgekehrt fiihrt jeder Punkt B” zu 24 Punkten VD’; 
so dass wir 48 Beriihrungsebenen beider Flichen erhalten, die je in 
demselben Punkte von 0; tangiren; von diesen Punkten kommen 7 auf 
die Schnittpunkte der b'' mit b;, 14 auf Schnitte von b’ und b;; die 


27 tibrigen sind at == 3 Begegnungspunkte der auf beiden Flachen drei- 


fachen Curven 0; und b,'°—*, in denen also beide Flichen je eine neun- 
fache Tangentialebene haben. 

Die Curven by°—* (ao!°-") gehen demnach durch jeden B; (A;) drei- 
mal, durch jeden B; (YU) einmal und treffen jede b; (a:) dreimal. (C.— 
P. Nr. 25.) 

85. Jedem Punkte B; z. B. B, ist eine ganze Flache associirt, die- 
jenige nimlich, die ihm fiir [k, 7 — 1, m, m]) correspondirt, wobei 
a, B, weggelassen ist; also, wenn » = 0, eine cubische Fliche, ausser 
bei den Signaturen [3210] und [2310], d. i. bei unsern jetzigen Aus- 
nahme- Signaturen. 

86. Die Fliichen 3. Ordnung, welche so den Punkten B; associirt 
sind, und zwar doppelt gerechnet (Cremona, Nr. 13.; Salmon- 
Fiedler 8S. 481), die Flichen ferner 7. Ordnung, welche den Geraden 
b; correspondiren, und die der Resteurve },!°—* associirte setzen die 
Jacobi’sche Fiche des homaloidischen Systems in A zusammen. Nun 
ist die Orduung derselben nach Cremona Nr. 6. (Salmon-Fiedler 
8. 479) 4 (11 — 1) = 40. 

Fassen wir also zuerst die Fille ins Auge, wo einer Geraden } 
oder a fiir [klm0],, eine Fliche 10. Ordnung a, 6'° associirt ist, so 
bleibt, bei [k, 7, m-+ 1, 0],,, fiir die der Resteurve },!°—* associirte 
Fliche die Ordnung 40 — (2.3.1-++ 7k). Die Restecurve selbst trifft 
eine Fliche 6° in 10(10 —k) Punkten; darunter: befinden sich die 
Punkte B;, 8; beziehlich 18-, 3fach, weil sie auf b,!°—* dreifach, einfach, 
auf B'° sechsfach, dreifach sind, ferner die 3 Schnittpunkte mit jeder 
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b; ebenfalls dreifach, da die bi auf 6'° dreifach sind; es bleiben dem- 
nach 100 — 10k — 18 1—‘ unkte. Unter diesen miissen 
sich die 40 — (67+ 7k) Punkte befinden, die den Schnitten der a, zu 
welcher 6" associirt ist, mit dem der Resteurve associirten Theile der 
Jacobi’schen Fliche entsprechen; so dass noch 60 — 3 (2k + 21 + m) 
— 6(k + 1) = 30 —6 (k + JI) weitere Punkte existiren. Jeder dieser 
Punkte B, von b,'!°—* hat deshalb fiir [k2m0] noch einen associirten 
Punkt ausserhalb der cubischen Curve, welche ihm fiir [k, 1, m + 1, 0) 
sowohl als fiir [k, 1, m, 0] associirt ist; folglich ist ihm fiir [AlmO] 
eine ganze cubische Fliiche associirt (Nr. 45.), und da die Gerade a sie drei- 
mal schneidet, so ist dieser Punkt B, dreifach auf B'®, also die Zahl 
der Punkte B, 4 (830 —6(kK +7] = 10 —2(k+ 0). 

Wir betrachten noch einen der drei Fille m >0, wo einer a 
fiir [k7m0),, eine Fliche von niedrigerer als 10. Ordnung correspondirt, 
nimlich 





A, A, A,a, UA, A, 
b, b, b, B,B, Bo. 

Die Jacobi’sche Fliiche in A besteht, fiir [3130],,, aus einer dop- 
pelten cubischen Fliiche, drei Fliichen 7. Ordnung und demnach noch 
aus einer Fliiche 13. Ordnung. Die Resteurve ist 7. Ordnung und 
trifft ~ Fliiche 6°*), welche einer a fiir [3120] correspondirt, ausser 

n B,, B,, Bo, auf b,, b,, b,, was 3.5-+ 2. 2+ 3. 3. 3—46 Schnitt- 
esas cently noch in 17 Punkten, von denen 4 nicht mit Schnitt- 
punkten der Geraden a mit dem Theile 13. Ordnung der Jacobi- 
'schen Fliiche associirt sind; diesen entsprechen ftir [3120] Flichen 
2. Grades, dieselben wie fiir [3110]; so dass sie auf den f° doppelt 
liegen und die Zahl dieser Punkte DB, 2=—10—2(k +1) ist. Die 
beiden andern Fille (Nr. 66.) fiihren zu demselben Resultat. Ist m= 0, 
so weist die Zahl 10 — 2 (4 +1) auf die Nichtexistenz von solchen 
Punkten B, hin; und die Correspondenz (1, 1) zwischen den zweifach un- 
endlichen Systemen von cubischen Raumeurven (k.A;, la;) und (kb;, 1B,) 
liisst von vornherein die Unmiglichkeit solcher Punkte erkennen, so dass 
wir uns den obigen Beweis fiir diese Fille m = 0 — [3200] und [2300] 
mit inbegriffen — ersparen kénnen. 

Wenn also die Signatur [klm0\,, gegeben ist, so giebt es in jedem 
der beiden Réwme, abgesehen von den %;, B;, den Punkten auf den aj, 
b, 10—2 (K+ 1) Punkte A,, By, denen nicht blos eine cubische 
Curve, sondern eine ganze F liche 3 3. Ordnung associirt ist; nur bei [3120] 
correspondirt den By, bei [2220] den A, und B, eine Fliiche 2. Ordnung. 
Diese Punkte befinden sich auf den Fliichen, welche den Geraden des 
andern Raums correspondiren, dreifach (bez. doppelt). (C. P. Nr. 29., 30.) 


[3120}, 


*) In C. P. Nr. 380, steht aus Versehen #* statt B°. 
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Stellen wir uns [k, 7, m— 1,0], vor, wo das Paar %,%, weggelassen 
ist; so werden also die B, so sein, dass die Ebenen, welche dem Strahle 
B,®B, in den Biindeln der Punkte der einem B, in Bezug auf [k, 1, m 
— 1, Oj associirten cubischen Fliiche homolog sind, alle nach dem auf 
dieser Fliche selbst befindlichen Punkte &, convergiren. Bei [3120] und 
[2220], wo den B, je eine Fliche 2. Grades associirt ist, convergiren die 
Ebenen, die dem Strahle BY, in den Biindeln der Punkte dieser Fliche 
homolog sind, nach einem Punkte von A,A,A,, bez. A,A,%,, 
folglich werden sie sich um die Gerade drehen, die diesen Punkt mit 
%, verbindet. 

87. Die Ausnahme-Signatur [3210] (oder [2310], wenn die Riume 
vertauscht werden) ist noch nicht hinreichend erledigt: 

A, A, Ay a, a,%, 
b, b, b, B, B,B,. 

Der Schnitt der Flichen «’, 6°, welche zwei Ebenen B, @ asso- 
ciirt sind, euthiilt die Curve a, b°, ferner die 14 Geraden a’, b’ (Nr. 
83.); es bleibt also eine Curve 58. Ordnung. 

Nun haben wir aber schon in jedem der beiden Riiume A, B eine 
ebene Curve 4. Ordnung a‘, b' gefunden, gelegen in A, A, A,, B, B,Y,, 
so beschaffen, dass jedem ihrer Punkte eine Gerade b', a' entspricht 
(Nr. 58., 72.). Da b', a' jede Ebene #, & einmal trifft, so liegen die 
Curven a‘, b* bez. auf den Fiiichen e«°, 6° einfach und gehéren also 
zur Curve 58. Ordnung. 

Der Rest stellt sich aus iihnlichen Griinden wie friiher als auf allen 
Flichen «a, B® dreifache Curve 6. Ordnung heraus; im Raume A be- 
steht er aus den beiden Geraden a; und einer Raumcurve 4. Ordnung 
a,', welche noch einmal durch jeden der 3 Punkte A; geht und jede 
der beiden b; noch zweimal trifft, so dass a,! und a‘ die volle Rest- 
curve a,° geben und das allgemeine Verhalten derselben gegen A;, a; 
zeigen, Mit jedem der Punkte der a,‘ ist dieselbe cubische Raumcurve 
associirt, wie fiir (3200). 

In B aber ist die Curve 6. Ordnung zusammengesetzt aus den drei 
b; und der cubischen Raumcurve b,°, da jedem Punkte dieser fiir [5210] 
eine cubische Raumcurve associirt ist (Nr. 57., 74.) 

Die Jacobische Fliche, hier von der Ordnung 4 (9 — 1) = 32, 
besteht in A 1) aus zwei doppelten Fliichen 2. Grades, den beiden Bb; 
associirt, 2) aus drei Fliichen 6. Ordnung, den drei 6; entsprechend, 
(Nr. 84.), 3) aus der Fliche a,?, mit 6)° associirt, 4) der Regel- 
fiche 4. Grades der a', die den Punkten von 6‘ correspondiren 
(Nr. 75.); in B dagegen 1) aus drei doppelten Fliichen 2. Grades, 2) 


. is 2) . 2 
aus zwei Fliichen 6. Ordnung, 3) aus dem Hyperboloide B,,,, das der 
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Curve a‘ associirt ist, 4) einer Fliiche 6. Ordnung, durch die cubi- 
schen Raumcurven erzeugt, welche den Punkten der a,‘ correspondiren. 
(C. P. Nr. 32—34.) 

Jede Sehne der a,* hat zur associirten Curve ein System von 3 
cubischen Raumeurven, von denen zwei den Schnittpunkten mit a,‘ 
entsprechen, die dritte aber, Punkt fiir Punkt, den tibrigen Punkten 
der Sehne associirt ist; diese trifft zwar auch b,, b,, b, zweimal, geht 
aber nicht durch B,, B,. Gabe es nun dreifache Secanten, so wiirde 
fiir die tibrigen Punkte nichts bleiben; es zeigt sich so, dass a,‘ von 
der ersten Species ist. Den Sehnen von b,° entsprechen ebenfalls -— 
abgesehen von den Schnittpunkten mit der Curve — cubische Raum- 
eurven, welche a,, a, je zweimal treffen, durch A,, A,, A, aber nicht 
gehen. Von diesen cubischen Raumcurven, welche gewissen Geraden 
Punkt fiir Punkt correspondiren, geht in A durch jeden Punkt eine, 
in B zwei. 


Vil. o= 12. 


88. Wir gehen nun zu der Aufstellung der Tabelle VI iiber mit 
Hilfe der Formeln (Nr. 25.) 


(VIb) 2A = dio + drow + Aion: 


Tab. VI; o = 10. 


Sign. Awe Ais Aw Aro Sign. Aws Aws An Ar 
5000,0500 0 Pie uae 3040,0340 0 0O —. . 
4100,1400 0 8 O 4 3031,0381 0 2 0 1 

3200 et ee 3022 £2 

2300 Se ee ee 3013 6 6O 12 39 

3004 9 80 39 64 
4020,0420 0 0 0 0 
4011,0411 0 8 O 4 0322 i Fi See 

4002 & © 4&4 0313 $ bl 2 OR 

0402 oe ee ee 0314 12 92 32 68 
—— FC s Oo} 2140,140 0 0 0 0 

sill oe ae 2131,1231 0 6 0 8 

3102 : 2° 6 <B wats. y . 2 

2122 a wan te 

1311 a 1 6 2113 Ss : &}. 2 

2220 oe. eke 1222 as eae Sa 

2211 ea Sas fee 1213 56 47 12 : 32 

2202 2 6 1 8 68 











at ne) ee. 
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Sign. Aion Aion Ato Aw Sign. Ain Aton dio Aw 
2060,0260 0O 0 QO O 1053,0153 0 20 i 
2051,0251 O 0 0 0 1044 6 88 10. 52 
2042,0242 0 8 0 4 1035 19 195 - 32: 133 

2033 3 45 4 26 1026 33. 286 4133 226 

2024 10 104 26 70 1017 39 291 226 278 

2015 17 149 7 118 1008 34 200 2278 256 


2006 18 136 118 136 re ee ae 


0233 . os 0135 17 189 48 127 
a =. -. - oe 0126 36 297 127 230 
0215 20 160 64 122 0117 49 325 230 302 
RR ie 0108 44 222 302 284 
1160 0 0 0 0 00100 0 0 0 0 
1151 2° & — a. ? 
aa. 0 6 6.2 0082 ee 
sae i mae.” a 073 #0 0 0 0 
oo. ry . a e ‘ 
1123 9 91 2% 68 ut 0 ® 8 BR 
i RR 0055 10 170 20 100 
1106 «21155108142 — 5S ee 
0037 69 583 260 456 
1080,018 0 0 0 0 0028 88 G16 456 580 
1071,0171 0 0 0 0 0019 78 422 580 540 
1062,0182 0 0 0 O 00010 60 280 540 440. 


89. Es sind fiir diese Tabelle nur noch die 4,, fiir die Signaturen 
[k, l, m, 0},, oder die Ay, fiir die Signaturen [k, 1, m+ 1, 0},, 
direct zu ermitteln. Aus Nr. 30. ist aber zu nehmen, dass Ayp—o, 
wenn k +1 < 5; es bleiben nur die 6 ersten Signaturen der vorher- 
gehenden Tabelle. Aj: ist aber die Zahl der Correlationen mit singu- 
liren Ebenen, wo der Scheitel DB auf einer Geraden 0 liegt, oder 
die Ordnung der Fliiche der Punkte B, welche Punkten A durch solche 
Correlationen associirt sind. Es ergiebt sich leicht, dass Ay 3 = 0 ist 
auch fiir [5010], [0510], [4110], [1410]. 

Bei [3210] wird a’ = A, A, A,;, B = B, B,%,; (Aa’)(A, A, A, a, 4,) 
ZX (BB) (b,b,b,B,B,). Jedem Punkte B in Pf oder A in a (z. B. 
der Spur von b oder a) entspricht ein und nur ein Punkt A in @ 
oder B in f’, also ist Ayy = 1 fiir [3210] und [2310]. 

Zu dem friiher gefundenen ergiebt sich, dass zwischen den Punkten 
dieser beiden Ebenen eine eindeutige Association durch Correlation 
mit singuliren Ebenen stattfindet; den Punkten freilich der beiden 
Curven a‘, b4 entspricht zwar in der andern Ebene auch nur ein Punkt, 
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ausserdem aber noch unendlich viele Punkte, die einer Geraden b', a’, 
und zwar durch allgemeine Correlation. 

Der Werth von 4, fiir [00010] oder von Ay, fiir [00011] fiihrt 
za folgendem Satze: Gegeben sind zwei Gruppen von je 11 Geraden 
My - > * Qyy, b, - += 6,4; wir suchen solche Paare von Strahlbiischeln (A «), 
(BB), dass (Aa) (a, +--+ a) A (BB) (6, --+b,,); die Scheitel A, B 
erfiillen je eine Fliche 440. Ordnung, die Ebenen a, B umhiillen je eine 
Fliiche 440. Klasse. 

90. Wir kénnen nun gleich zur Aufstellung der Tabelle 6 schreiten, 
zu welcher die Formeln (Nr. 12.) 


(6a u. b) 2¥u = tu + bua + bu2; 













2 un = 4, + Ang 








fiihren. 
Tab. 6; o=—11. 

Sign. fueSusAus tu Yu Sign. fue Sus Aue gn Mn 
5010,0310 1 11 0 4 8 3014 8 64 39 50 61 
5001,0501 2 22 0 8 16 3005 7 48 64 61 58 
4110,1410 1 11 O 4 8 0323 8 65 10 31 52 
4101,1401 2 14 4 8 0314 13 79 32 52 72 
ae 6elUm GS hlUk A 0305 14 66 68 72 76 

— oo. 2s 19: 2150,1250 1 «11 04 8 

— 2 = 2 % SS wwe 8 SB 68 
4030,0480 1 11 0 4 8 2132,1232 4 38 3 16 29 
4021,0421 2 22 0 8 16 2123 6 53 14 29 44 
4012,0412 4 36 4 16 28 2114 8 62 31 44 57 

4003 4 32 24 28 32 2105 8 55 54 57 60 

a... 1223 87 56 12 29 46 
3130,13830 1 11 0 4 8 1214 9 65 32 46 60 
3121,13821 2 20 1 8 15 1205 10 62 54 60 66 

a: oe ee me 1 oe ee 

; 1312 4 29 6 15 24 2052,0252 4 44 O 16 32 

1303 5 35 16 24 32 2043,0248 8 80 4 32 60 

2230) th -8. 4:4 2034 «413115 26 60 94 

2221 218 2 8 14 2025 16126 70 94 118 

9912 S$ $2.6 2 2016 15 103 118 118 118 

2203 4 30 16 22 28 2007 12 70 136 118 100 
3050,03850 1 11 0 4 8 0234 15121 22 60 98 
3031,0341 2 22 0 8 16 0225 22144 64 98 132 
3032,03832 4 42 1 16. 31 0216 24 128 122 132 142 

3023 7 62 12 31 50 0207 20 86 160 142 124 

















Ueber correlative oder reciproke Biindel. 


345 








Sign. Cus Cis Aus Un Vu Sign. bus bie Aus Un Vu 
ne 6S 8 UES 0145 28 230 48 118 188 
161 222 0 8 16 0136 39 271 127 188 249 
11524 44 Os 16 BD 0127 42 245 230 249 268 
1143 «8 76 6 32 58 O118 35 165 302 268 234 
1134 13 109-26 58 90 0109 26 108 284 234 184 
1125 17 127 63-90 117 == 
1116 =: 18 117 108 117 126 00110 : 9-8. oe 
1107 =—-:15.—- 79 142 126 110 00101 2 22 0 8 16 
1090,0190 111 0 4 8 og 4 44 0 16 32 
1081,0181 2 22 0 8 16 os 38 (ae 
1072,0172 4 44 0 16 32 Coe CG 0 Oe 
1063,0163 8 88 0 32 64 6 8 
1054,0154 16 156 10 64 118 Ons «sO ae 
1045 26 224 52 118 184 0047 = 12: 524 260 372 404 
1036 33. 253 133 184 235 OSS. 6S ee ar ee 
1027 33 220 226 235 244 OS Ciao 
1018 —-27_:149 278 244 210 O0110 46 206 540 444 348 
1009 = 20-98 256 210 164 QO0T] 32 182 440 348 256. 


91. Die w,,, v,, geben uns also wieder die Zahlen fio" d. i. die 
Ordnung der Flache der Punkte (B),., welche fiir [k,l, m+ 1, n),., bez. 
{k, l,m, 2 + 1),, associirte Punkte (A),. besitzen; jedoch nur fiir solche 
Signaturen, bei denen nicht m, m beide null sind. Die Tabelle zeigt, 
dass fiir n =O alle Signaturen (die dieser Bedingung geniigen) {122 
und also auch £94 == 4 haben, ferner fiir n=1 ist f3 = i124 = 8, 
ausser bet [3211] und [2311], wo es 7 ist; nm =2 hat schon 6 Aus- 
nahmen von dem Werthe 16 der Ordnung u. s. w. 


Es bleiben noch die 7 Signaturen: [6000], [0600]; [5100], [1500]; 
[4200], [2400]; [8300]. Wir kénnen bei jeder von ihnen ein Paar 
A;,b; oder B;a; ersetzen durch zwei Paare conjugirter Punkte %;%;, 
UB, wo A; mit A; identisch, B;, Bi mit b; incident sind, bez. durch 
U:B;, AZ Bz, und es wird sich dabei herausstellen, dass die Identitat 
zweier %; oder %,;, zu der diese Auflésung fihrt, bei den sechs ersten 
Signaturen auf die Formel (6a) keinen Einfluss hat. Sie bewirkt auf 
den beiden eindeutig bezogenen Curven, die wir bei der Ableitung 
dieser Formel betrachtet haben, keine weiteren vereinigten entsprechen- 
den Punkte. Also ist auch bei diesen 6 Signaturen f124 = i124 = 4. 
Hingegen 

[3300] A, A, A, a, G A; 
‘ b, b, b, B, BL B,, 


welches wir in 
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A, A, A,a, a,X%, A, 
b, b, b, B, B,B,B, 
verwandeln wollen, fiihrt zu einer Ausnahme. Wir wissen (Nr. 89.), 


dass der jedem beliebigen Punkte B der Ebene BD, B,%,, also z. B. 
auch der der Spur von 6 fiir 
A, A, A, a, a,%, 

b, b, b, B, B®, 

associirte Punkt A in der Ebene A, A, A, liegt und durch Correlation 
mit singuliren Ebénen associirt ist. %,%, sei das in Nr. 12. hinzu- 
gefiigte Paar. Die beiden Ebenen von B= (b, B,B,%,) nach den 
durch %, = %, gelegten Geraden §’, 6" gehen durch BY,, schneiden 
also die singulire Ebene B, B,%, in dem namlichen Strahle des Biischels 
derselben, also entspricht beiden nach den Eigenschaften dieser excep- 
tionellen Correlation derselbe Strahl der singuliiren Ebene im Biindel 
A. Es kommt also durch die Identitét von 8, mit $, zu den in Nr. 
12. betrachteten vereinigten entsprechenden Punkten der beiden Curven 
durch diesen Strahl noch ein weiterer hinzu. Vergl. Nr. 66. 

Mithin ergiebt sich fiir [3300] f:22,—3, und da k =1 ist, auch 
fies = 3. 

Von sdéimmtlichen Signaturen [klm0],, bildet also [3300] eine Aus- 
nahme; wihrend im Allgemeinen die F'liichen der Punkte (A),., (B),o; 
welche associirte Punkte (B,.), (A). besitzen, zwei Fliichen 4. Ordnung 
a‘, B' erzeugen, befinden sie sich bei [3300] auf zwei Flichen 3. Ord- 
nung a, B°.*) 

92. Wenn wir die Gerade b, welche in Nr. 12. benutzt wurde, 
durch einen der Punkte B; legen und stets von den mit diesen B; in- 
cidenten Gebilden absehen, so erhalten wir die Vielfachheit der Punkte 
B; auf der Fliche der (B),,. Diejenige der b;, 8, 6; ergiebt sich 
nach Nr. 3., wenn auch die Incidenz von } mit ihnen ebenfalls zu der- 
selben fiihren wiirde. Auf den Flichen a‘, B' bei m=O sind die 
A;, B; doppelt, die a;, b; und die A;, B,; einfach; auf den a’, f° bei 
[3300] sind auch die A;, B; nur einfach. (C. P. Nr. 36.) Die Grade 
der Vielfachheit von A;, Bj; a;, bi; Ui, B; auf den a*, B® bei n= 1 
sind doppelt so gross als bei a, 6+; auf a’, B’ bei [3211] sind jedoch 
die A;, B; nur dreifach, die a;, b;; U;, B; ebenfalls doppelt. Die Viel- 
fachheit von a,, 6, ist bei allen Flichen, wo n=—1, gleich 1. 

Da jedem Punkte A, B der Curven a,'°, b,", die sich bei [klm0],, 


[3220] 


[3210] 


*) Auf diese Ausnahme machte mich Hirst, gleichzeitig mit der friiheren, auf- 
merksam; ich verweise noch bei dieser Gelegenheit auf die analoge Untersuchung 
im Probl, der Coll. (Nr. 24.), wo sich in jedem Raume eine Fliche 2. Grades 
ergab. 
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ergaben, eine cubische Raumeurve associirt ist, so hat er fiir 
[k, l, m+ 1, O},. einen, fiir [klm1],, zwei associirte Punkte auf der- 
selben (Nr. 71.). Also liegen die Curven a,'°, b,'° auf den Flichen a’, 
B' einfach und auf den Flidchen a*, B® doppelt. 

Die Signatur 


[3210],. A, A, Ayo, 45%, 
by b, b, B, B, ¥, 
erfordert besondere Betrachtung. In jeder der beiden Ebenen A, A, Ag, 
B, B,%, giebt es eine Curve 4. Ordnung a', b', von welcher jeder 
Punkt A, B fiir [3210] eine ganze Gerade b', a' associirt hat und, wenn 
noch A, B, oder a,b, hinzugefiigt wird, giebt es dann noch einen Punkt 
auf b', a', der dem A, B auch noch fiir [3220],,, bez. [3211],, asso- 
ciirt ist, ausser wenn %, mit B; identisch ist, also [3300] entsteht, in 
welchem Fall es keinen solechen Punkt giebt (Nr.58., 72.,73.). Die Curven 
a‘, b4 liegen also einfach auf a‘, B' bei [3220] oder [4200] und «7, B? 
bei {3211}, dagegen nicht auf a>, B® auf [3300]; die Restcurven a,°, b,° 
machen keine Ausnahme. (Cf. C. P. Nr. 36-38.) 
93. Bei der Ausnahme-Signatur 


A, A, A, a, a as 


[3300] ee 
b, b, b, B, B, B, 


lassen sich die Schnitte der beiden Fliichen a*, B® mit den Ebenen 
so, = A,A,A, und B,., = B,B,B, leicht nachweisen. Wir haben 
in jeder dieser beiden Ebenen eine Gruppe von 6 Punkten: in der 
einen die Punkte A; und die Spuren der a;, in der andern, ihnen 
homolog, die Spuren der b; und die B;. Folglich giebt es in ihnen 
bez. zwei eindeutig bezogene Curven 3. Ordnung a', b', fiir deren ent- 
sprechende Punkte A, B 


(A e495) (Ay 4,45 4, 243) A (BBj23) (0,0, 6; B, B, Bs) 
(Eb. Proj. Nr. 14.). Es geht daraus hervor, dass A, B sich durch 
exceptionelle Correlation mit singuliiren Ebenen correspondiren, dass 
also diese beiden Curven die erwihnten Schnitte sind. 

Es ist aus der Theorie der cubischen Fliichen bekannt, dass die 
Fliiche a? das Hyperboloid ej23 = [a,a,a@,] noch in drei Geraden a® 
der andern Schaar schneidet; die Spur einer dieser Geraden in @,.,, 
auf a° gelegen, hat einen entsprechenden Punkt B® auf 6°, folglich 


a® (A, A, Asa, 4.43) Z\ (BBs) (6, 6,6; B, B, Bs). 
Sei nun A ein beliebiger Punkt von a®, WA’ A” B” beliebige (nur 
nicht in a3, bez. 6,3 befindliche) Punkte von a@,a,a,b, und bilden 
wir fiir die Biindel A, B° die Correlation 
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A, A, A, WU’ A” 
b, b, BB, BLB,, 

welche eine Lésung hat, so werden in derselben auch a® und £,., 
ferner A (A,a,a,a,) und B® (b,B,B, B,) homolog -sein. 

Wir haben also 3 Punkte B°’, A® auf 6°, a°, von denen jedem alle 
Punkte einer Geraden a, 0° des Hyperboloids ass, Biss fiir [3300] 
durch allgemeine Correlation — ausser was die Punkte in @,,5, Bjo5 
selbst anlangt — associirt sind. Der Schnitt der Biindel, deren Scheitel 
die a°, b° durchwandert, mit der Ebene a,,.,, 8,.; ist unverinderlich; 
wird also noch %,%, oder a,b, zugefiigt, so findet sich wieder auf 
jeder der a®, b° noch ein Punkt, der dem associirten B®, A® auch noch 
fiir [3310] oder [3301] associirt ist. 

Wenn bei einer andern Signatur » =0 1 > 2 (k > 2) ist, so 
entspricht der Curve 5. Ordnung, welche «' (f') mit dem Hyperboloid 
ny (Bix) gemein hat, stets — Punkt fiir Punkt — durch allgemeine 
Correlation der Schnitt von 6! (a!) mit der Ebene Bjx: (@x:). (C. P 
Nr. 39.) 

Bei der Signatur 


[3211] 


[2040] 


A, A, A; a, a,%A,a, 

b, b, b, B, B,B,, 
haben wir in A,A,A, sechs Punkte: A,, A,, A,, die Spuren von 
a,a,0,, in B,B,%, ebenfalls, jenen homolog, sechs Punkte: die Spuren 
von b,, b,, b,, B,, B, und die Spur von b,: wir erhalten also auch 
2 Curven 3. Ordnung a’, 6°, die sich, Punkt fiir Punkt, in Bezug auf 
die beiden Gruppen entsprechen und deshalb auch fiir [3211] durch 
Correlation mit singuliren Ebenen associirt sind. Diese Curven sind die 
ferneren Schnitte threr Ebenen mit den sich fiir |3211] associirten F lichen 
a’, B’, ausser a‘, b*. . 

94. Bei [kim0],, war jedem Punkt B eine cubische Raumcurve 
zugeordnet, ausser bei [3200]. Die Ebenen der verschiedenen Biindel 
der Punkte dieser Curve, welche einem Strahl von B homolog sind, 
der durch einen festen Punkt B’ geht, drehen sich um eine feste Seline 
der cubischen Raumcurve. Wird nun B auf einer Geraden b bewegt, 
so treffen so viele dieser Sehnen eine gegebene Gerade a’, als es fiir [k, 1 
+ 1,m,0],, Punkte (B),, auf 6 giebt, wobei das Paar a’ B’ zugefiigt 
ist; also erzeugen die Sehnen eine Fliche vom 4. Grade. Geht aber 
b durch B selbst, so giebt es, da BD auf B* doppelt ist, nur noch 2 
Punkte (B),, auf b, also ist die erzeugte Fliche 2. Grades, 

Bei [3200] tritt an Stelle der cubischen Raumcurve eine Gerade 
und an Stelle der Sehne eine Gerade in der Ebene «,,,; [k, 1 + 1, m, 0} 
wird hier [3300], wo es auf einer beliebigen Geraden b drei, auf einer 
durch BD’ gehenden zwei Punkte (B),, giebt. 











p 


=~ oe rr ow + 











Sign. 
5000, 0500 
4100, 1400 
3200, 2300 
4020, 0420 
4011,0411 
4002, 0402 


3120, 1320 
3111, 1311 
3102, 1302 
2220 
2211 
2202 
3040, 0340 
3031, 0331 
3022, 0322 
3013, 0313 
3004, 0304 
2140, 1240 
2131, 1231 
2122, 1222 
2113, 1213 
2104, 1204 
2060,0260 
2051,0251 
2042, 0242 
2033, 0233 
2024, 0224 
2015,0215 
2006, 0206 





(C. P. Nr. 42.) 


Tab. VII; o = 10. 
Aton 


Bio 
0 
24 
8 
0 
24 
80 
6 
32 
ot 
12 
16 


0 

6 
56 
114 
120 
8) 
18 
48 
82 
100 
0 

O 
24 
104 
196 
220 
120 


Tio 
20) 
20 
14 
20 
40 
56 
20 
34 
36 
20 
28 
40 
20 
40 
74 
92 
70 
20 
40 
62 
76 
70 


20 
40 
80 

136 

- 168 


140. 


60 


710 
40 
16 
20 
40 
56 
32 
34 
36 
38 
28 
40 
32 
40 
74 
92 
70 
20 
40 
62 
76 
70 
40 
40 
80 
136 
168 
140 
60 


0 
8 
6 


0 
8 
40 
2 
14 
20 


60 
80 
0 
6 
23 
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Atos 
0 
8 
3 
0 
8 

28 


2 
11 
23 

4 

9 
24 

0 

2 
19 
51 
92 


0 
20 
47 
68 


8 


9 


Ve 

98 
160 
170 






i 
0 


An Stelle der Fliiche 4., bez. 2. Grades tritt also eine Curve 3., 
bez. 2. Klasse in @j95. 


95. Wir gehen nun zur Aufstellung der Tabelle VII iiber; 
(Vila u. b) 2 x10 = 10 + O10, Phen = i aa Oo +- Atos a Aioa3 
(Nr. 26.), wo also die ©,,’ durchweg, die z,,’ und 4,,’ fiir die Signa- 


turen n=O direct zu ermitteln sind; die a, d. h. die 2,,’ fiir 


[k, l, m+ 1, O},, sind schon bei Gelegenheit der Betrachtungen von 
Nr. 82. ermittelt. 


Ato 


20 





Rupotr Srurm. 


Sign. Oto Tio Hy Atop Ata Ato Aww 
1160 0 20 40 0 0 0 0 
1161 QO 40 80 0 0 0 0 
1142 36 «680 124 12 12 0 8% 


1133 96 124, 152 43 43 30 106 
1124 164 152 140 91 91 106 226 
1115 200 140 80 137 137 226 350 
1106 160 80 0 155 155 350 410 


1080,0180 0 20 40 0 0 0 0 
1071,0171 OO 40° 80 0 0 0 0 
1062,0162 O 80 160 0 0 O eo. 
1053,0153 60 160 260 20 20 0 650 
1044,0144 200 260 320 88 82 50 210 - 
1035,0135 360 320 280 195 189 210 477 
1026,0126 420 280 140 286 297 477 740 
1017,0117 280 140 0 291 325 740 818 
1008,0108 0 0 0 200 222 818 620 


00100 0 20 40 0 0 0 0 
0091 OQ 40 80 0 0 0 0 
0082 0 ‘80 160 0 0 0 0 
0073 0 160 320 0 0 0 0 


0064 120 320 520 40 40 Q 100 
0055 400 520 640 170 170 100 420 
0046 720 640 560 384 384 420 954 
0037 840 560 280 583 583 954 1480 
0028 560 280 QO 616 616 1480 1636 


0019 0 0 QO 422 422 1636 1240 
00010 0 0 Q 280 280 1240 900. 


96. In Bezug auf die dj, fiir [klm0],,, also die A,,’ fiir [k, J, 
m-+-1,0],, zeigt wieder die Tabelle, dass sie alle null sind, mit 
Ausnahme von [3210],,, oder (2310],,. Fiir diejenigen Signaturen, wo 
k-+1<5, folgt es aus Nr. 30., fiir [5010], [0510]; [4100, 1400] ist 
es auch leicht einzusehen. Bei 


(3210) A, A, A, a, a,X%, 

b, b, b, B, B, 8, 
sind die Punkte A und B der Ebenen « = A, A, A, und fp’ = B, BB, 
eindeutig durch Correlation mit ihnen als singuliiren Ebenen associirt 
(Nr. 89.) und nur diese Punkte. Wird B auf dem Schnitte der Ebene 
B mit B bewegt, oder A auf wa’, so beschreibt Ain « oder B in B’ 








@ 
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eine Curve 5. Ordnung (Eb. Proj. Nr. 10.), so dass 5 Punkte in @ oder 
B liegen. Wir erhalten also fiir [3210], [2310] 4,,/ = 5. 

Der Werth 900 von 4,,° fiir [00010] oder 2,," fiir [00011] fihrt 
zu folgendem Satze: 

Sind zwei Gruppen von je 11 Geraden a, +++ a4; b,-- + by ge- 
geben; und man verlangt Strahlbiischel (A «), (BB) derartig, dass 

» (Aq) (a, ++ + ayy) A (BB) (Oy + + + Byy)5 

so beschreibt A eine Curve 900. Ordnung, « einen Torsus 900. Klasse, 
wenn DB mit einer gegebenen Ebene oder B mit einem gegebenen Punkte 
incident sein soll. 

97. Die Formeln (Nr. 13.) 
(7a u,. b) 2011 = tin + Wit + fie + fina, Qui = Vi + An 


fiihren zu folgender Tabelle fiir wii, vii: 
Tab. 7; o = 11. 


Sign. fis Sua An Ait Hin Vit 
5010,0510 = 11 lt 2 O 14 28 
5001,0501 22 22 40 0 28 56 


4110,1410 11 11 20 0 14 28 
4101,1401 14 14 16 20 28 36 
$210,2310 9 9 14 5 14 2 
3201,2301 12 15 20 11 232-335 
4030,0430 11 11 20 0 14 28 
4021,0421 22 22 40 0 28 56 
4012,0412 36 36.56 20 56 92 
4003,0403 32 44 32 84 92 100 


31301380 11 11 2 O 4M @ 
3121,1821 20 20 34 5 28 51 

$112,13812 26 29 36 31 «51 (71 

) 3103,1303 32 35 38 54 71 88 
| 2230 tr eS ee 
| 2221 i8 18 28 10 28. 46 
2212 7 2] 4 2 46 £470 

208 «= 80 80 82 lUlCOOC81 


3050,0350. 11 11 20 O 14. 28 
3041,0841 22 22 40 O 2 56 
3032,0882 42 42 74 +5 56 107 
3023,0323 62 65 92 51 107 163 
3014,0814 64 79 70 138 163 188 
3005, 0305 





Sign. 
2150, 1250 
2141, 1241 
2132, 1232 
2123, 1223 
2114, 1214 
2105, 1205 
2070, 0270 
2061, 0261 
2052, 0252 
2043, 0243 
2034, 0234 
2025, 0225 
2016, 0216 
2007 , 0207 
1170 
1161 
1152 
1145 
1134 
1125 
1116 
1107 
1090, 0190 
1081,0181 
1072, 0172 
1063, 0163 
1054, 0154 
1045, 0145 
1036,0136 
1027,0127 
1018, 0118 
1009, 0109 


00110 

00101 
QO92 

0083 

0074 

0065 

0056 

0047 





fis 
11 
38 
53 
62 
55 
11 
22 
44 
80 
115 
126 
103 
70 


76 
109 
127 
117 


79 


Sua 
11 
22 


121 


128 
86 


11 
22 
Ad 
76 
109 
127 
117 


79 


88 
176 
312 
454 
524 


Ropotr Sturm. 


Ti 
20 
40 
62 
76 
70 
40 


20 
40 
80 
136 
168 
140 
60 
8) 
20 
40 
80 
124 
152 
140 
80 
0 
20 
40 
80 
160 
260 


* 320 


280 
140 
0 

0 
20 
40 
80 
160 
320 
520 
640 
560 


113 
175 


0 


20 
104 
251 
390 
408 


0 

0 

0 
30 
106 
226 
350 
410 
0 

0 

0 

0 
50 
210 
477 
740 
818 
620 


0 
() 

0 
0 
0 
100 
420 
954 








Mit 
14 
28 
56 
97 

141 

169 


14 
28 
56 
112 
204 
304 
357 
324 
14 
28 
56 
112 
194 
282 
338 
326 
14 
28 
56 
112 
224 
398 
586 
695 
650 
482 


14 
28 
56 
112 
224 
448 
796 
1172 






Vi 
28 
56 
97 

141 

169 

163 
28 
56 

112 

204 
304 
357 
324 
240 
28 
56 
112 
194 
282 
338 
326 
242 
28 
56 
112 
224 
398 
586 
695 
650 
482 
344 
28 
56 
112 
224 
448 
796 
1172 
1390 
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Sign. oi B fi a My Au Hi Vin 

0038 465 465 280 1480 1390 1300 
0029 314 314 0 1636 1300 964 
00110 206 206 0 1240 964 688 
00011 132 132 0 900 688 476. 


98. Die m,,’, %;° geben uns also die Ordnung £,. der Curve der 
Punkte (A),., (B),., welche ihre associirten (B),., (A)i2 im einer ge- 
gebenen Ebene B, « haben, jedoch zunichst nur fiir die Signaturen, 
wo nicht m und m beide gleich 0 sind. 

Fiir diese kann auf ihnliche Weise als in Nr. 91. der Werth von 
f,. ermittelt werden und ergiebt sich wie bei den iibrigen Signaturen, 
bet denen n =O ist, £,.. = 14, nur diejenige Signatur, die auch im 
Vorhergehenden eine Ausnahme machte, [3300] macht sie auch hier. 
Wir lésen sie wieder auf in 


[3220] A, A, Ay a, a U, A, 
by by bs By, BBB; 
fiir [3210] sind die Punkte von A, A, A, mit denen von B, B,B, durch 
Correlation mit singuliren Ebenen eindeutig associirt, ausgenommen 
die Punkte der Curven a‘, b'; die Curven, auf denen A und B be- 
wegt werden (Nr. 13.), sind 9" Ordnung: sie sind die Schnitte der 
Ebenen «, 6 mit den Flaichen 9. Ordnung «’, £°, welche 8, a associirt 
sind; die Flache 6° enthalt in B,B,%, die Curve b', folglich liegen 
von der Curve 9. Ordnung in B ausserhalb b! noch 5 Punkte; diese 5 
Punkte fiihren zu 5 weiteren vereinigten Punkten auf den eindeutig 
bezogenen Curven. Also ist £,,. = 9 fiir [3300]. 

99. Fiir die Signaturen [klm0],. und [klm1],. kann der Werth 
von €,. auch auf folgende Weise ermittelt werden. Nachdem eventuell, 
wenn m==(, was bei [klm1] nicht méglich, [k100],, in [k, 1—1, 2, O],. 
aufgelést ist, bringen wir die Fliche a, bez. a® der Punkte (A),,. mit der 
Flaiche @, welche fiir [k,1,m— 1, 0],,, bez. [klm0],, der Ebene 6 
associirt ist, zum Schnitt; dieser Schnitt besteht aus der Curve a,'°, 
dreifach auf a", einfach auf a‘, bez. doppelt auf «$, auf welcher alle 
Punkte (Nr. 84., 92.) liegen, denen fiir [k,1,m— 1, O], bez. [klm0O] 
mehr als ein Punkt (und deshalb alle Punkte einer cubischen Raum- 
curve) associirt ist, und aus der Curve 14, Ordnung, bez. 28. Ordnung, 
um die es sich jetzt handelt. Bei der Signatur 


A, Ay Ay ay 4%, A, 


[3220] 
d b, by bs B,B,B,B, 
un 
(3211) A, A, Ay a 4%, a 


b, b, bs B, B,B,», 
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Rupotr Sturm. 


tritt an Stelle von a"' eine Fliiche «*; a,'° zerlegt sich in a,°, welche 


auf « dreifach, auf a einfach, bez. auf «’ doppelt ist, und a‘, die auf 
a, a, a’ einfach ist (Nr. 84., 92.); es bleibt eine Curve 14. Ordnung, 
bez. 23. Ordnung. Ist aber 8, mit %, identisch, so dass wir [3300] 
erhalten, so tritt: an Stelle von a eine Fliche a’, auf der die Curve 
a' nicht mehr liegt (Nr. 91., 92.); es bleibt blos eine Curve 9. Ordnung, 
wie sie auch oben gefunden wurde. (C. P. Nr. 40.)*) 

100. Die Zahl der Durchgiinge der Curve §&,,'' Ordnung der 
Punkte (A),, oder (B),,, welche fiir [klmn],, associirte Punkte in B 
oder « haben, durch jeden der Punkte A; (B;) und der Begegnungspunkte 
mit einer a;(b;) ergiebt sich wieder leicht mit Hilfe von Nr. 4. Die 
bei » = 0 gefundene Curve 14. Ordnung a", b'* trifft jede Gerade a;, 
b; achtmal und geht durch jeden Punkt A;, B; dreimal; die Curve a’, 
b® bei- [3300] geht eimmal durch jeden A;, B; und trifft jede a,, b; 
sechsmal. Im letztern Falle trifft a® die Ebene «,,, ausserdem noch 
in den 3 Punkten, welche den Schnitten der associirten Curve 6 /* mit 
B,., associirt sind, und in den 3 Punkten A®, welche den Punkten 6° 
correspondiren (Nr. 93.); im allgemeinen Falle wird jede etwa vorhandene 
Ebene @;,; von a'* noch in den 5 Punkten getroffen, welche den nicht 
auf b;, bx, b; gelegenen Schnitten von 66! mit dem Hyperboloide B?., 
entsprechen. 


Bei den Curven a®‘, b> sind die Zahlen doppelt so gross, wie 
bei a, b''; die a,, b, treffen sie 1lmal. Die a**, b®* bei [3211] gehen 
durch jeden A;, B; 4mal, treffen jede a;, b; 14 mal und die a,, 6, 9mal. 

Da a mit a,", wie oben gezeigt, einen vollstindigen Schnitt 
(a', a'') bildet, zu welchem a,'® dreifach gehért, so sind nun leicht 
die Zahl der Durchgiinge von a,'® durch jeden A; und die Begegnungs- 
punkte mit jeder a; zu verificiren (Nr. 84.) 

101. Mit einem Punkte B;, z. B. B,, ist fiir [klmn],, die Curve 
fioz'* Ordnung associirt, welche ihm fiir [k,/—1, m, ”],, correspondirt, 
wo das Paar a, B, weggelassen ist; sie trifft also a, nicht. Geht mit- 
hin die Ebene #6 durch B,, so lést sich diese Curve von der Curve 
abe ab. 

Jeder Punkt einer };, z. B. b,, hat einen associirten und diese 
associirten Punkte erzeugen eine Curve, deren Ordnung offenbar gleich 
der Zahl der Begegnungspunkte der Curve 5’, die der Ebene « — 
oder genauer der Curve wae — associirt ist, mit b;. Um zu erkennen, 
wie oft diese Curve durch A, oder einen der andern A geht, haben 


*) Im ,, Problem der Collineation “‘ ergab sich fiir die dort betrachtete Signatur 
dieselbe Curve von der 11. Ordnung (Nr, 31.,35.). Diese Ordnung wurde dort mit 
Hilfe des Correspondenzprincips der Ebene gefunden. 
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wir « durch denselben zu legen und von der diesem Punkte allein 
entsprechenden Curve abzusehen. 

Betrachten wir als Beispiel die Signaturen » =O ausser [3300]. 
Der Ebene « correspondirt eine Curve b'4, welche b, 8mal trifft; also 
der b, eine Curve 8. Ordnung. Legen wir @ durch A,, so zerfallt b' 
in eine cubische Raumeurve und eine Curve 11. Ordnung, von denen 
die erstere der b, nicht, die letztere also noch 8mal begegnet. Die 
Curve 8. Ordnung geht demnach nicht durch A, (und das wird allge- 
mein statthaben). Geht aber @ durch einen andern A;, so trifft die 
sich ablésende Curve 3. Ordnung die b, zweimal, die Curve 11. Ord- 
nung dieselbe also nur noch sechsmal; d. h. die Ebene « enthilt von 
der Curve 8. Ordnung ausser dem A; noch 6 Punkte, also den A; 
doppelt. Legte man e@ durch eine a;, so wiirde dies. zu nichts fihren. 
Man findet aber die Zahl der Begegnungspunkte der Curve 8. Ordnung, 
die der b, associirt ist, mit einer a; so: es werde A, b, ersetzt durch 
A, 8’, wo 8 auf b, liegt; so dass [klm0],, in (k—1,1,|m-+ 1, 0], 
tibergeht. Die Curve 11..Ordnung, die der Geraden b, hierfiir corre- 
spondirt und a; Tmal trifft, zerfillt in die blos dem %’ correspondirende 
cubische Raumcurve (d, i. die ihm fiir [kK — 1,1, m, 0],), wo A,B’ weg- 
gelassen, associirte), welche a; zweimal trifft, und die Curve 8. Ord- 
nung, welche also a; noch fiinfmal trifft. 

Im Falle [5300] ist mit jeder Geraden 0b; eine Curve 6. Ordnung 
associirt, welche durch den homologen 4; nicht geht, durch die andern 
je einmal und die a; je viermal trifft. (C. P. Nr. 41). 


VI o = 13. 
102. Wir kommen zur Tabelle VIII, fiir welche die Formel (Nr. 27.) 
VIIIb) 2a = An + aust ad 


dient. Es fehlt die Kenntniss der 4,, fir die Signaturen [klm0],,, 
oder der Aig fiir die Signaturen [k, 1, m+ 1, 0],.; fir diejenigen 
Signaturen, wo k +1 < 6, sagt Nr. 30., dass A122 = 0 ist; aber auch 
von den 7 iibrigen haben 6 diesen Werth von 422; nur [3300] macht 
wieder eine Ausnahme. 4,2, ist die Zahl der Correlationen mit sin- 
guliiren Ebenen, bei denen der Scheitel B in einer gegebenen Ebene 
B liegt, oder die Ordnung der Curve der Punkte B, denen Punkte 
A durch soleche Correlationen correspondiren. 

Die 3 Schnitte von 6 mit der Curve (6°, 8,.,), deren Punkte denen 
von (@*, e,,;) durch solche Correlationen entsprechen (Nr. 93.), fiihren 
zu 3 Lésungen; also 412, = 3; aber fiir die folgende Tabelle ist dieses 
4122 noch nicht nothwendig. 
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Sign. 
5010, 0510 
5001, 0501 
4110, 1410 
4101, 1401 
3210, 2310 

3201 

2301 
4030, 0430 
4021,0421 
4012, 0412 

4003 

0403 


3130, 1330 
- 3121,1321 
3112 
3103 


1312 
1303 
2230 
2221 
2212 
2203 


3050, 0350 
3041,0341 
_ 3032, 0332 
3023 
3014 
3005 
0323 
0314 
0305 


2150, 1250 
2141, 1241 
2132, 1232 
2123 
2114 
2105 


Aus 
0 
0 
0 


12 
39 


10 
32 
68 


14 
31 


Au 


0 
20 
5 
11 
11 


20 


138 
215 
51 


138 
215 


15 
53 
113 


12 


Tab. VIII; o = 11. 


au 
0 
0 
0 
12 
3 
9 
8 


0 
0 
12 
60 
56 


0 


21 
45 


20 
45 
0 


17 
46 
0 
O 


33 
105 
192 

32 
101 
192 


0 
9 
38 
91 
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Sign. 
1223 
1214 
1205 


2070, 0270 
2061, 0261 
2052, 0252 
2043, 0243 
2034 
2025 
2016 
2007 


0234 
0225 
0216 
0207 


1170 
1161 
1152 
1143 
1134 
1125 
1116 
1107 


1090, 0190 
1081, 0181 
1072, 0172 
1063,0163 
1054, 0154 
1045 
1036 
1027 
1018 
1009 


0145 
0136 
0127 
0118 
0109 


Aus 


12 


26 
63 
108 
142 


0 

QO 

0 
10 
52 
133 
226 
278 
256 
48 
127 
230 
302 


an 
53 
113 
175 


210 
477 
740 
818 
620 
210 
477 
740 
818 


Au 


37 
91 


0 


12 
71 
196 
352 


12 
69 
192 
352 


0 
0 

0 

0 
18 
75 
182 
320 
0 

0 


0 

0 
30 
146 
378 
672 
884 
30 
144 
374 
672 








Au 
37 
91 
160 


12 
71 
196 
352 
448 


69 
192 
352 
460 


0 

0 
18 
75 
182 
320 
436 
0 

0 

0 


30 
146 
378 
672 
884 
880 


144 
374 
672 
896 











Sign. Anus 
00110 0 
00101 0 
0092 0 
0083 0 
0074 0 
0065 20 


Das letzte Resultat, also 4,, fiir [00011] oder Ai, ftir [00012] 
giebt folgenden Satz: Wenn 2 Gruppen von je 12 Geraden a, - 
b, -- + bio gegeben sind und man sucht solche Biischel (Aa), (BB), dass 
- by); so liegen die A, sowohl wie die 
B auf je einer Curve 1560' Ordnung, und die a, wie die B wmhiillen 


(Aa) (a, -- 


ain 


ooco cs 


100 


Au 


coo0¢0@ © 6 


60 


Myo) ZA (BB) (b, ae 


Sign. 
0056 
0047 
0038 
0029 
00110 
00011 


je einen Torsus von der 1560" Klasse. 


103. Zur Aufstellung der Tabelle 8 sind die Formeln (Nr. 14.) 
2012 = Uie + tiga + bie} 


(8 au. b) 
nothig. 


Sign. 
6000 
0600 
5100 
1500 
4200 J 
2400 
3300 


5020, 0520 
5011, 0511 
5002, 0502 


4120, 1420 
4111, 1411 
4102, 1402 


3220, 2320 
3211, 2311 
3202 
2302 


4040, 0440 
4031, 0431 
4022, 0422 
4013, 0413 
4004 
0404 


3140, 1340 
3131, 1331 


fiz B 


— _ 
wpnononrtr NOFrF ODHKY & 


_— 


14 
28 
56 
14 
28 
36 
14 
23 
35 
35 


14 
28 
56 
92 
100 
100 


14 
28 


oo oco & 


_ 
ne 


Dood aoowo 


ao 
ao 


oo 


Tab. 8; 6 = 12. 


fio Aiee Uie Vie 


a 


- wo oO 


to - 


woo 


108 
112 
12 


24 


Sign. 


3122, 13 
3113 
3104 
1313 
1304 


2240 
2231 
2222 
2113 
2204 


3060, 08 
3051, 08 
3042, 03 
3033, 08 
3024 
3015 
3006 
0324 


0315 
0306 


2160, 12 
2151, 12 


A uB 
100 
260 
456 
580 
540 
440 


22 


60 
51 
42 
33 


60 
51 


2142, 1242 


2133, 12 
2124 


33 
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du 
420 
954 


1480 
1636 
1240 


15 
22 
29 


24 
32 

4 

8 
14 
22 
28 

4 

8 
16 
31 
50 
61 
58 
52 
72 
76 


4 
8 
16 
29 
44 


900 


51 
71 
88 


71 
88 


14 
28 
46 
70 
81 


14 
28 
56 
107 
163 
188 
161 


163 
188 
161 


14 
28 


97 
141 


du Au 
60 290 : 
290 752 
752 1344 
1344 1780 
1780 1780 
1780 1560. 


2 wie == 913 + Aiop 


fio bie dios Ui2 Viz 


3 
21 
45 
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24 45 
45 69 
69 93 
45 70 
70 8695 
6 12 
12 24 
24 42 
42 67 
67 «88 
6 12 
12 24 
24 48 
48 93 
93 153 
153 201 
201 210 
93 154 
154 207 
207 222 
6 12 
12 24 
24 48 
48 87 
87 136 
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Sign. fie bie Aiop “ie Vie Sign. bie bis Awe, Uie Vig 
2115 57 169 91 136 181 1082, 0182 16 656 0 24 48 
2106 60 163 160 181 202 1073,0173 32 112 0 48 96 
1224 46 141 37 87 137 1064,0164 64 224 0 96 192 
1215 60 169 91 137 183 1055,0155 118 398 30 192 354 
1206 66 163 160 183 206 1046 184 586 146 354 562 

1037 235 695 378 562 746 


2080, 0280 4 14 0 6 12 
2071, 0271 8 28 0 12 24 
2062,0262 16 56 0 24 48 


1028 244 650 672 746 820 
1019 210 482 884 820 756 


2053,0253 32 112 0 48 96 10010 164 344 880 756 632 
— om 8 em 0146 188 586 144 854 564 
5 94 304 71 180 289 ae m 
2026 118 357 196 289 382 a a os pote = 
2017 118 324 352 382 412 a oe 
2008 100 240 448 412 376 0119 234 482 896 836 776 
01010 184 344 900 776 652 
0235 98 304 69 180 291 
0226 132 357 192 291 390 = : 
0217 142 324 352 390 428 00120 i, Sede Te, 
0208 124 240 460 428 396 00111 . ee 6+ 2 ee 
1180 “& Sy a a” 00102 16 56 360 24 «48 
1171 8 28 0 12 24 0093 32 112 0 48 96 
1162 16 56 O 2 48 0084 64 224 O 96 192 
1153 32 112 0 48 96 0075 128 448 0 192 384 
1144 58 194 18 96 174 0066 236 796 60 384 708 
1135 90 282 75 174 273 0057 372 1172 290 708 1126 
1126 117 338 182 273 364 0048 484 1390 752 1126 1500 
1117 126 326 320 364 408 0039 512 1300 1344 1500 1656 
1108 110 242 436 408 380 00210 444 964 1780 1656 1532 
10100,01100 4 14 0 6 1 00111 348 688 1780 1532 1284 
1091, 0191 $8 2 oO 12 2% 00012 256 476 1560 1284 1008, 


104. Die u,., v,. geben die Ordnung £3, der Curve der Punkte 
(B),;, welche fiir [k, l, m+ 1, n],,, [k, 1, m, n+ 1),, associirte 
Punkte (A),, haben. 

Die Tabelle zeigt, dass, wenn n=O, fis" (und also auch £3.) 
ohne Ausnahme 6 ist, bei n=1 f:23 = 12 ist und nur [3301] eine 
Ausnahme mit fis 2 = 9 macht, bein =2 £133 = 24 mit alleiniger Aus- 
nahme von [3212], [2312], wo fs = 21 ist, wihrend nun die Aus- 
nahmen zahlreicher werden und bei » = 6 nur fir [0076] Sse 
= 384 ist. 

Fir n=0, n=1, n=2 léisst sich dies Resultat auch so er- 

9 9 
reichen: Man zerlegt (13) «) in (11, 3) und (11, =) 6) in (11, 3) , 
und (11, ty, y) in (11, i) und (11, ft). Wir erhalten in B «@) 
zwei Flaichen 4. Ordnung, 8) eine Fliche 4. und eine 8. Ordnung, 
y) zwei Flachen 8. Ordnung. Diese schneiden sich in der zu (11) ge- 
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hérigen Curve b,'°, die auf den Fliichen 4. Ordnung einfach, auf den 
Flichen 8. Ordnung doppelt ist (Nr. 92.) und die Punkte enthilt, denen 
fiir (11) mehr als ein Punkt associirt ist, und in einer Curve a) 6., B) 
12., y) 24. Ordhung; jedem Punkte derselben ist fiir (11) nur ein Punkt 


associirt, der dana auch fiir (11, 3) und (11, 8) u. s. f. und also 
auch fiir (13) associirt ist. 
- Wenn aber (11) die Signatur 

A, A, A, a, a, %, 

b, b,b,B vet 

ist und es wird bez. a) A,8,, A,B; B) A, B,, a,6,3 v) a,b,, a,b, 
hinzugefiigt, so dass sich @) oan und, falls %, identisch %, ist, 
[3310], 6) [38221] bez. [3301], y) [3212] ongiehh: so haben wir in a) 
fiir (s210, 32) und (s210, 3°) je eine Fiiche #* in B, denen die 
Curve 10. Ordnung b,'°, bestehend aus b,° und b*, gemein ist und ausser- 


dem die Curve b® wie oben; in #) erhalten wir eine Fliche 4. und eine 7. 
Ordnung; auf der ersteren liegt b,° einfach, auf der letzteren doppelt, 


b* aber auf beiden einfach; also bleibt auch hier eine Curve 12. Ord- 


[3210] 


nung. Ist aber B, identisch mit %,, so fiihrt (s210, =) nur zu 


einer Fliiche 3. Ordnung, auf der 6! nicht liegt; es bleibt als Schnitt 
dieser Fliche in a) mit der Fliiche 4. Ordnung, mit der sie die b,° 
einfach gemein hat, eine Curve 6, Ordnung, wie bisher, in 6) mit der 
Fliiche 7. Ordnung, auf der b,° doppelt ist, eine Curve 9. Ordnung, 
wie sie sich bei [3301] ergeben hat. In y) ahaha wir zwei Flaichen 
7. Ordnung, welche beide die Curve 6,° doppelt, die b* einfach ent- 
halten, so dass ein Schnitt 21. Ordnung bleibt, wie er fiir [3212] ge- 
funden ist. Fiir [2310] ergeben sich dieselben Resultate. 

105. Die Zahl der Durchgiinge der Curve at”, b&° der Punkte 
(A),,, (B),, durch die Punkte A;, B; und der Begegnungspunkte mit 
den a;, b;, 0, 6; ist wieder leicht aus Nr. 4. zu entnehmen. Die Curve 
6. Ordnung a®, b° bei » = 0 geht durch jeden A;, B; einmal und trifft 
jede Linie a;, b; dreimal; bei den Curven 12., 24. Ordnung verdoppeln 
und vervierfachen sich diese Zahlen; die a;, 6; treffen sie 4-, Smal. 
Die a*, b° bei [3301] geht durch A;, B; je einmal, trifft a;, b; fiinf- 
mal und a,, 6, dreimal. 

Die Curve a?! bei [3212] geht durch die A; je dreimal, trifft die 
a; je eilfmal und die a; je siebenmal; ebenso verhilt sich 6?' gegen 
die B;, b;, bj. 

Die Curven a®, b° bei [3310] und a’, 6° bei [3301] gehen beide 
durch A, A,A,, bez. B,B,B, einfach, schneiden ferner (Nr. 93.) die 
@1o5 Byo3 noch in den drei Punkten A°, B®; die drei weiteren Schnitt- 
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punkte der Curven a’, b® mit den beiden Ebenen sind die Punkte 1°, 
%°, fiir welche 

(W°eeyo3) (A,A, Asa, a, 450,) ZA (B°Bj23) (0, 0,6; B, B, B,b,) 
(Eb. Proj. Nr. 16.); womit zugleich der Werth 3 fiir 4,, bei [3301] 
gewonnen ist. (C. P. Nr. 43.) 

106. Im Vorhergehenden ist fiir n = 0, 1, 2 die Curve af”, bo” 
als partieller Schnitt von zwei Flichen erkannt worden, der durch a,'°, 
b,"° zum vollen Schnitt erginzt wird; es ist nicht unwichtig, die Zahl 
der Begegnungspunkte a°”a,'*, b&°b, zu ermitteln. 

Die Curven a*, a'*, a* treffen, wenn unsere Signaturen aus [klm0],, 
hervorgegangen sind wie oben, die Flache a'', welche einer Ebene 8 
hierfiir associirt ist, in 6. 11, 12. 11, 24. 11 Punkten. Zu diesen ge- 
héren die k Punkte A;, auf a'! 6fach, auf den Curven bez. 1-, 2-, 
3fach, ferner die 6, 12, 24 Punkte, welche den Schnitten der associirten 
Curven b*, b'?, b*4 mit 8 correspondiren; also bleiben noch 60 — 6k, 
120 — 12k, 240 — 24k Punkte, welche sowohl fiir (11) einen asso- 
ciirten auf 6, also auch einen davon verschiedenen associirten fiir (13) 
haben, der mithin auch schon fiir (11) associirt war; folglich haben 
sie eine ganze cubische Curve fiir (11) associirt (Nr. 41.); die Punkte 
befinden sich demnach auf a,'® (zu welcher ja die a; gehéren) ; da die- 
selbe auf «'! dreifach ist, so ist ihre Zahl nur 20 — 2k, 40 — 4k, 
80 — 8k. Die Zahl derjenigen, welche auf der Restcurve a,'°—' liegen, 
betrigt mithin 20 — 2k — 31, 40—2k— 61, 80—8k— 121. Ebenso 
haben die associirten Curven b*, b'?, b?! mit b,'° bez. 10— 21, 40—41, 
80 —8/ Punkte gemein, also mit b,!-* 20 -- 21—3k, 40—41—6k, 
80 — 81 — 12k. 

Die Signatur 














































A, A, A, a, a, %, 

b, b, bs B, B,B, 

erfordert wieder eine besondere Betrachtung. Wir erhielten in den drei 
obigen Fillen a), 8), vy), wenn A,B, A, Bz; A,B,, a,6,; a,b,, aby 
hinzugefiigt wird, so dass die Signaturen [3230], [3221] und [3212] ent- 
stehen, eine Curve a®, a'?, a?! und ihr associirt b®, b'?, b?'. Jene 
schneiden die Flache a, die der Ebene £ fiir [3210] correspondirt, in 
9.6, 9.12, 9.21 Punkten; dazu gehdren die 3 Punkte A;, auf «® vier- 
fach, auf den Curven bez. 1-, 2-, 3fach. Diese Curven treffen ferner 
die Ebene a,,, ausser in den A; noch in 3, 6, 12 Punkten. Die ausser- 
halb der Curve a‘ gelegenen Punkte dieser Ebene correspondiren fiir 
[3210] ibren associirten Punkten (in B,B,%,) durch Correlation mit 
singuliren Ebenen; bei [3230], [3221] giebt es keine derartig asso- 
ciirten Punkte, bei [3212] jedoch 3 Paare 2%’ in a,., und B, B,¥,, 
diejenigen, welche der Bedingung 


[3210], 





~~ fF 


i ee | 
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(W ey93) (A, Ay Aga, 20, 02) ZK (B’, B, B,B,) (b,b.b, B, B, b, b,) 
geniigen (Eb. Proj. Nr. 16.); beides wird auch in der niichsten Tabelle 
erkannt werden. Daraus geht hervor, dass die obigen 3, 6 Punkte bei 
a®, a'? auf a* liegen, von den 12 bei a?! aber nur 9. In diesen 3, 
6, 9 Punkten schneiden-die a®, a'?, a?! die Fliche «® einfach, ausser- 
dem noch in den Punkten, welche den Schnitten von b*, b!?, b?! mit 
B associirt sind; es bleiben demnach 33, 66, 123 weitere Schnittpunkte 
iibrig; dies sind die 11, 22, 41 Punkte, in denen unsere Curven die auf «® 
dreifache a,° treffen, welche mit a‘ die a,'° bildet. Ist aber in «), 8) B, 
mit %, identisch, so dass man [3310] und [3301] hat, so tritt bei a® keine 
Aenderung ein; an Stelle von a‘, b' tritt aber a®, 6°; a® geht durch 
die A; einmal, und die 3 Schnitte mit a‘ sind die 3 bei [3300] ge- 
fundenen Punkte 4° (Nr. 93). Es bleiben 9, 9 —3. 4. 1—3— 9=3. 19 
Punkte; a® hat also mit a'° 22 Punkte gemein, 19 auf a,*° und 3 
auf a’. 

Die Curven b°, b'?, 6?! in B haben mit der einer @ associirten 
Fliche B'' gemein 1) die 2 Punkte B,, B,, auf letzterer 4fach, auf 
ersteren 1-, 2-, 3fach; 2) die~den Schnitten von @ mit a*, a'?, a?! as- 
sociirten; 3) 4, 8, 12 Punkte auf b*, indem bei 6?! drei ausserhalb b# 
liegende Punkte in B, B,B, die obigen B’ sind, also noch 36, 72, 132, 
welche die 12, 24, 44 Schnitte von b°, b'*, b7! mit b,° sind. Bei a®, 
a‘?; B®, b'? ist die Zahl der Begegnungspunkte mit der ganzen a,'®; 
b,'° also 11 + 3, 22+ 6; 12-4 4, 24-+ 8, folglich gleich den obigen 
Werthen 20 — 2k, 40 — 4k; 20 — 21, 40 — 41. 

Lisst man aber wieder %, und %, in B, zusammenfallen, so 
geht b'? wieder in b° tiber, welche durch die auf 6% vierfachen Punkte 
B,, B, einfach geht, 6° auf b' in den 3 Punkten B® und dem in B, 
iibergegangenen %,, ferner in den den 9 Punkten aa’ associirten 
Punkten und demnach auf der Curve b,° in 4 (9.9—2. 4. 1 —-4—9)=20 
Punkten trifft. Bei b® geht keine Verinderung vor; die 4 Punkte auf 
b' sind B, und die drei B®. (Cf. C. P. Nr. 44., 45.) 


IX o=14. 
107. Die Tabelle 1X ergiebt sich aus der Formel (Nr. 28.). 
(IX b) 2dig = Aig + dive + Anza. 


Tab. IX; 6 = 12. 


Sign. Aisp Ato Ais A Sign. Ap Aisa Aig Ate 
6000, 0600 3300 Bo). «ae 
5100, 1500 0 0 0 0  5020,0520 0 8) 0 0 
4200, 2400 5011,0511 0 0 0 0 
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Sign. 

5002, 0502 
4120, 1420 
4111,1411 
4102, 1402 
3220, 2320 
$211,2311 
3202, 2302 
4040,0440 
4031,0431 
4022, 0422 
4013, 0413 
4004, 0404 


3140, 1340 
3131, 1331 
3122, 1322 
3113, 1313 
3104, 1304 


3060, 0360 
3051,0351 
3042,0342 
3033, 0333 
3024, 0324 
3015,0315 
3006, 0306 
2160, 1260 
2151, 1251 
2142, 1242 
2133, 1233 
2124, 1224 
2115, 1215 
2106, 1206 
2080, 0280 
2071, 0271 
2062, 0262 


Ais B Are A 

0 0 

0 0 

0 0 

a= 

0 0 

3 $ 

9 8 

0 0 

0 0 

0 0 

mw 12 

60 56 

0 0 

0 0 

3 3 

21 20 

45 45 

0 0 

0 0 

6 6 

Res a9 

46 46 

0 0 

0 0 

0 0 

3 3 

ao «32 

105 101 

192 192 

0 0 

0 0 

0 0 

9 9 
...3 

91 91 

160 160 

0 0 

0 0 

0 0 





bo 
bd 0 


120 
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Ais 
0 


0 
0 
0 

12 


64 


22 


56 


0 
6 
20 
56 


112 
216 


Sign. 
2053, 0253 
2044, 0244 
2035, 0235 
2026, 0226 
2017, 0217 
2008, 0208 


1180 
1171 
1162 
1153 
1144 
1135 
1126 
1117 
1108 


10100,01100 O 0 


1091,0191 
1082,0182 
1073, 0173 
1064, 0164 
1055, 0155 
1046, 0146 
1037, 0137 
1028,;0128 
1019, 0119 


10010,01010 880 


00120 
00111 
00102 
0093 
0084 
0075 
0066 
0057 
0048 
0039 
00210 
OOLLL 
00012 


Azz B Aiea 
0 0 
2 «32 
71 3669 
196 192 
352 4352 
448 460 
O 0 

O 0 

0 0 

0 0 
18 18 
ee 
182 182 
320 320 
436 436 
0 0 

O 0 

0 0 

O O 
30 30 
146 144 
378 374 
672 672 
884 896 
900 

O O 

O O 

0 0 
9) O 

0 0 
0 0 
60 60 
290 290 
152 752 


1344 1344 
1780 1780 
1780 1780 
1560 1560 






diz Ais 
9) 0 

Q 92 
12 76 
76 232 
232 468 
468 688 
0 0 

0 0 

0 0 

0 0 

0 18 
18 84 
84 224 
224 432 
432 652 
0 0 

0 0 

0 0 

0 0 

0) 0 

0 80 
30 160 
160 456 
456 900 
900 1340 
1340 1560 
0 0 

0 0 

0 0 

0 0 

0 O 

0 0 

0 60 
60 320 
320 912 


912 1800 
1800 2680 
2680 3120 
3120 3120. 
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Die Tabelle zeigt, dass 4,, bei allen Signaturen [k1m0],, oder A,, 
bei allen Signaturen [k, 1, m+ 1, 0],, den Werth 0 hat, wie aus 
Nr. 30. schon hervorgeht, da k +1 <7 ist. Die a,, fiir [3300] und 
[3211] oder 4,, fiir [3301] und [3212] sind schon in Nr. 105., 106. (die 
Punkte %°S°, 4%") gleich 3 erkannt. Wir interpretiren wieder das 
letzte Resultat: 4,, fiir [00012] oder 4,, fiir [00013] gleich 3120. 

Hat man zwei Gruppen von je 13 Geraden: a, - ++ a3, 0, + * bys, 
so giebt es 3120 Paare von Strahlbiischeln (Aa), (BB), so dass 

(Aa) (a, +++ 43) A (BB) (6, - + + bs). 

108. Wir kommen nun zur letzten Tabelle, durch welche wir die 
Zahl §,, der Paare von associirten Punkten fiir 6 = 14 finden. Fiir die 
Aufstellung derselben dienen die Formeln (Nr. 15.): 

(9 a U. b) 2013 = (13 + f&ise + £13.43 2 U3 = 13 + Ais. 
Tab. 9; o = 13. 


Sign. Sis B 


€i3.4 Ais 13 Vi3 

6010,0610 6 6 0 4 8 
6001, 0601 12 12 0 8 16 
5110, 1510 6 6 0 4 8 
5101, 1501 12 12 0 8 16 
4210, 2410 6 6 0 + 8 
4201, 2401 12 6 «(622 0 oe 
3310 6 6 0 + 8 
3301 9 9 3 8 13 
5030, 0530 6 6 0 4 8 
5021, 0521 o -s 0 Sat 
5012,0512 24 24 0 16 32 
5003, 0503 48 48 0 32 64 
4130, 1430 6 6 0 4 8 
4121, 1421 12 12 0 8 16 
4112, 1412 24 24 0 16 32 
4103, 1403 36 36 12 32 52 
3230, 2330 6 6 0 4 8 
3221, 2321 sw 0 a 
3212, 2312 21 21 3 16 29 
3203, 2303 33 J+ 10 29 48 
4050, 0450 6 6 0 4 8 
4041,0441 12 12 0 8 16 
4032, 0432 24 24 0 16 32 
4023, 0423 48 48 0 32 64 












Sign. 

4014, 0414 
4005, 0405 
3150, 1350 
3141, 1341 
3132, 1332 
3123, 1323 
3114, 1314 
3105, 1305 


bo ND bo DO 
hm bw 0 WS ww 
— DD Oo > oh 

oO 


bh 
by 
om Om 


3070, 0370 
3061, 0361 
3052, 0352 
3043, 0343 
3034, 0334 
3025, 0325 
3016, 0316 
3007, 0307 


2170, 1270 
2161, 1261 
2152, 1252 
2143, 1243 
2134, 1234 
2125, 1225 
2116, 1216 
2107, 0207 


2090, 0290 
2081, 0281 
2072, 0272 
2063, 0263 
2054, 0254 
2045, 0245 
2036, 0236 
2027, 0227 
2018, 0218 
2009, 0209 


fis B 


84 
108 


6 
12 
24 
45 
69 
93 


6 
12 
24 
42 
67 
88 


6 
12 
24 
48 
93 
153 
201 
210 


12 
24 
48 
87 
136 
181 
202 


6 
12 
24 
48 
96 

180 
289 
382 
412 
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Cis4 
84 
112 
6 
12 
24 
45 
70 
95 
6 

12 
24 
42 
67 
88 
6 
12 
24 
48 
93 
154 
207 
222 


12 
24 
48 
87 
137 
183 
206 
6 
12 
24 
48 
96 
180 
291 
390 
428 


n AO 
oa ooo SMwoce 


o bo 
oO 


woccec 


34 
120 
252 


112 
216 


ooco 


232 
468 


Ui3 


64° 


116 


16 
32 
61 
100 


16 
32 
58 
96 


16 
32 
64 
125 
216 
312 


16 
32 
64 
119 
196 
280 


16 
32 
64 
128 
244 
412 
592 






Vig 
116 
168 


16 
32 
61 
100 
144 


16 
32 
58 
96 
136 
8 
16 
32 
64 
125 
216 
312 
372 


16 
32 
64 
119 
196 
280 
344 


16 
32 


128 
244 
412 
592 
716 











Sign. 
1190 
1181 
1172 
1163 
1154 
1145 
1136 
1127 
1118 
1109 






10110,01110 
10101, 01101 
1092,0192 
1083, 0183 
1074, 0174 
1065, 0165 
1056, 0156 
1047, 0147 
1038, 0138 
1029,0129 
10110,01110 
10011, 01011 


00130 
00121 
00112 
00103 
0094 
0085 
0076 
0067 
0058 
0049 
| 00310 

00211 
00112 
00013 











tisz 

6 
12 
24 
48 
96 
174 
273 
364 
408 
380 
6 
12 
24 
48 
96 
192 
354 
562 
746 
820 
756 
632 


6 

12 
24 
48 
96 
192 
384 
708 
1126 
1500 
1656 
1532 
1284 
1008 


fis A As 
6 60 
re 
“ 2 
48 0 
% 0 
174 18 
273 84 
364 224 
408 432 
380 652 
6 60 
oe 
a. 
48 0 
% 0 
1922 0 
354 30 
564 160 
754 456 
836 900 
776 1340 
652 1560 
oe 
12 0 
_ Site. 
48 0 
9% 0 
1920 
3840 
708 «60 
1126 320 
1500 912 
1656 1800 
1532 2680 
1284 3120 
1008 3120 
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13 
4 
8 
16 
32 
64 
128 
238 
392 
560 
688 


16 
32 
64 
128 
256 
482 
804 
1152 
1404 
1468 


4 
8 

16 
32 
64 
128 
256 
512 
964 
1608 
2304 
2808 
2936 
2752 


V3 


16 
32 
64 
128 
238 
392 
560 
688 
724 


16 
32 
64 
128 
256 
482 
804 
1152 
1404 
1468 


1376 
8 
16 
32 
64 
128 
156 
512 
964 
1608 
2304. 
2808 
2936 
2752 
2384. 


109. Die w,3, v,, geben nun die Zahl §,, fiir [k, 1, m+ 1, n], 
bez. [k, 1, m, »-++- 1]. Alle bisher erhaltenen Signaturen [k, 1, m, 0),, 
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haben also §,, = 4 und auch die 8 Signaturen [k, l, 0, 0),, weichen, 
wie man wieder- durch Auflésung einer Doppel- in zwei einfache Be- 
dingungen erkennt, davon nicht ab; alle Signaturen ferner [k, l, m, 1), 
haben £,, = 8. 

Bei n = 2 ist §,, = 16, ausser fiir [3302], wo es 13 ist; 

bei » = 3 ist €,, = 32, ausser fiir (3213), [2313], wo es 29 ist; 

bei n = 4 ist €,, = 64, ausser fiir [4104], [1404]; [8204), [2304]; 
[3124], [1324]; [2224], wo es bez. 52, 48, 61, 58 ist; 

bei nm =5 ist €,, = 128, ausser fiir [4015], [0415]; [3115], [1315]; 
[2215]; [8035], [0335]; [2135], [1235], wo es bez. 116, 100, 96, 125, 119 
ist. Nachher nehmen die Ausnahmen tiberhand. *) 

Bis zu n = 3 kinnen diese Zahlenwerthe von ,, auch auf’ folgende 
Weise gefunden werden: Zu [klmO],, werden 3 Paare conjugirter 
Elemente (Punkte oder Geraden) zugefiigt, wobei zuniichst noch von 
[3210] abgesehen wird; wir combiniren einmal das eine Paar und dann 
die beiden andern Paare mit [klm0],,; im ersteren Falle erhalten wir, 
wenn das Paar aus Punkten besteht, in A durchweg eine Fliiche «! 
und wenn es aus Geraden besteht, durchweg eine Fliche «*, auf a! 
ist a,'° einfach, auf a’ doppelt; auf jener die A; doppelt, auf dieser 
vierfach. . 

Im zweiten Falle ergiebt sich, je nach der Beschaffenheit der zu- 
gefiigten Paare, eine Curve 6., 12. oder 24. Ordnung, welche durch 
die A; 1-, 2-, 4mal geht und die a,'"" in 20 ~ 2k, 40 — 4k, 80 — 8h 
Punkten trifft; schneiden wir diese Curve zuniichst mit a‘, so 
werden von den 24, 48, 96 Begegnungspunkten dadurch schon 
1-2k+ 20 — 2k, 2-2k+ 40 —4k, 4-2k + 80—8k, also 20, 40, 
80 Punkte absorbirt und es bleiben 4, 8, 16 Punkte, von welchen jeder 
fiir beide entstandenen Signaturen (12) und (13) einen associirten Punkt 
besitzt, und zwar denselben, den einzigen, der ihm fiir (11) associirt 
ist; folglich findet. auch Association fiir die Signatur (14) statt, die 
durch die Hinzufiigung aller drei Paare zu [kim(],, entsteht. Tritt 
eS an Stelle von a‘, so verdoppeln~sich offenbar alle Zahlen und wir 
erhalten 8, 16, 32 Paare associirter Punkte. Identitiiten zwischen einem 
hinzugefiigten %, oder B; mit einem schon in [K/m0],, enthaltenen, 
oder auch zweier hinzugefiigten unter einander iindern nichts. Ist 
z. B. in dem im ersteren Falle, wo sich «! ergiebt, hinzugefiigten Paare 
A,B, der Punkt A, mit einem in |k/m0),, enthaltenen Punkt YA; iden- 
tisch, so liegt dieser Punkt wohl auf a (und zwar doppelt), aber nicht 


*) Die Werthe von ¢,, fiir n =0 bis n =7 hat auch Hirst in ganz tiber- 
einstimmender Weise durch seine Untersuchungen gefunden und mir im Friihjahre 
1876, wo ich erst den Werth £,,—= 4 fiir n == 0 kannte, mitgetheilt. Man vergl. 
auch das im Probl. der Coll. gefundene analoge Resultat (Nr. 41.), wo ebenfalls 
4 sich ergeben hat. 
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auf den Curven des zweiten Falles; ist der YU, eines der beiden fiir den 
zweiten Fall addirten Paare mit einem schon in [klm0],, enthaltenen 
MU; identisch, so repriisentirt der dadurch fiir (13) entstehende Punkt 
A; 1, 2, 4 von den Schnittpunkten der Curve 6., 12., 24. Ordnung mit 
a,'®. Ist ein fiir den ersten Fall addirter YU; mit einem im zweiten 
nddisten identisch, so liegt er wohl auf der Fliiche a’, aber nicht auf 
der Curve a® oder a'?. 
110. Betrachten wir nun auch die Signatur 


: A, A, Aya, aA, 
(ana b, b, b, B, BY; 
wird A,B, augefigt, so ergiebt sich eine Fliche a oder a, je nach- 
dem %, mit %, nicht identisch oder identisch ist; erstere enthalt die 
A; doppelt, die a‘ einfach, die a,° einfach, letztere die A; einfach, die 
a‘ gar nicht, die a,° ebenfalls einfach. Wird aber a,b, zugefiigt, so 
ergiebt sich eine Fliche 7, Ordnung «’, welche die A; dreifach, die 
a‘ einfach, die a,° doppelt enthilt. 

Fiigt man nun andererseits «) 2 Paare conjugirter Punkte, wobei 
auch Identitiit der beiden A; oder B; moglich ist, B) zwei conjugirte 
Punkte und zwei conjugirte Geraden, y) 2 Paare conjugirter Geraden 
zu; so ergiebt sich eine Curve a®, a'!?, a?!, welche durch die drei A; 
l-, 2-, 3mal geht und a,° in 11, 22, 41 Punkten, die a‘ in 3, 6, 9 
Punkten trifft (Nr. 106.). Bringen wir sie mit @ zum Schnitt, so er- 
— wir 6 4 — 3-1. 2—11—-3 3, 12-4 —3-2.2 — 22—6, 21-4— 
3-3-2—41—9 iibrige Punkte; das sind die 4, 8, 16 Punkte (A) fiir 
veh (oder [4220] oder [3 me), [3231], (3222); schneiden wir sie 
mit @°, so ) echalten wir 6-3 -1-1—11, 12-3 —3-2-1 — 22, 
21. 33.5 }-1—A1 iibrige Punktes dies sind die 4, 8, 13 Punkte (A), 
fiir sabe (oder [4300] oder [3400]), [3311] und [3302]. Von ihren 
Begegnungspunkten mit «@’ bleiben iibrig 6-7 — 3-1-3 — 2-11 — 3, 
12-7 —3-2-3 — 2-22 — 6, 21-7 — 3-3-3 — 2-41 — 9. Dies sind 
die 8, 16, 29 Punkte (A),, fiir [3231] (oder [4211] oder [3511)), (8222), 
[3213]. 

Man hiitte natiirlich auch die (B),, abzihlen kénnen und wire 
zu denselben Zahlen gelangt. (Cf. C. P. Nr. 46.). 





Anhang. 
111. Bei der Signatur [0070] nehmen wir an, dass jeder A; sich mit 
seinem homologen %, zu ©; vereinige. Man habe weiter zwei Punkte A, B. 
Es giebt ein System von Correlationen zwischen den Biindeln A, B 
und die einem Strahle des einen Biindels entsprechenden Ebenen im an- 
dern erzeugen einen Ebenenbiischel, jeder Ebene desselben entspricht eine 
Correlation (Hirst Nr. 41.). Jede Correlation fihrt nun durch die 















368 


Ropotr Srurm. 


Schnitte homologer Strahlen und Ebenen zu einer Fliche 2. Grades, 
welche durch die 9 Punkte A, B, G,, ---, ©, geht; Herr Schréter 
hat nun in § 6. der schon in der Einleitung erwahnten Abhandlung 
(Borchardt’s Journal Bd. 62. S. 215) den interessanten Satz be- 
wiesen, dass simmtliche Correlationen des Systems dieselbe Fliche her- 
vorrufen. Die Axe des Biischels der Ebenen z. B. in B, welche in 
den verschiedenen Correlationen einem Strahle von A homolog sind, 
begegnet sich mit diesem Strahle in dem Punkte, wo er die Fliche 
zum zweiten Male schneidet. Nach Hirst giebt es in dem Systeme 
drei Axen-Correlationen. Zwei derselben haben zu Axen die durch A 
und B gehenden Geraden der Fliche aus der einen, bez. aus der andern 
Schaar und die Erzeugung der Fliche geschieht durch projective Ebenen- 
biischel (Ebene Proj. Nr. 19.; Fiedler darst. Geom. 2. Aufl., S. 676); 
bei der dritten Axen-Correlation sind die projectiven Biischel zu iden- 
tischen, um die Gerade A B geworden; jede Ebene entspricht sich selbst 
(Eb, Proj. Nr. 17.) und enthalt den ihr im andern Biindel homologen 
Strahl ganz. Durch diese Correlation wird also die Fliiche nicht er- 
zeugt. Fiigt man demnach %, 8, zu, so giebt es in dem Ebenenbiischel, 
der dem Strahle AY, im Systeme entspricht, eine durch B, gehende 
Ebene, und es ist eine Correlation aus dem Systeme bestimmt (cf. 
Schroéter a. a. O.). Vereinigen sich aber A, B, in den Punkt €,, 
der von dem zweiten Schnitte von AG, mit der Fliche 2. Gr. ver- 
schieden ist, so enthilt die durch 8,=A,=€, gehende Ebene des Bii- 
schels die ganze Gerade AG,, da sie ausserdem noch jenen zweiten 
Schnitt enthalt, durch den ja die Biischelaxe geht. Also ist die Cor- 
relation die dritte Axen-Correlation, welche die Fliche nicht erzeugt. 
Wenn also bei [0080] die Punkte %; je mit A; sich zu G; ver- 
einigen, so ist die Correlation zwischen zwei Biindeln A, B stets von 
der Art der oben beschriebenen dritten Axen-Correlation, ausser wenn 
die 10 Punkte A, B, ©,---G, auf derselben Fliiche 2. Grades liegen, 
in welchem Falle dann ein ganzes Correlationssystem moglich ist. *) 
Darmstadt, Februar 1877. 





*) Eine Fliche 3. O. kann durch einen Strahlenbiindel und ein Flichennetz 
2. O., die in Correlation stehen, erzeugt werden (cf. meine Fl. 3, O. Nr. 110.); 
von den Grundpunkten des Netzes kann man nur 6 in beliebige Punkte der Fliche 
legen, weil sonst nicht beide iibrigen auch auf dieselbe fallen. Thut man dies, 
wenn 19 Punkte der Fliiche gegeben sind, dann lisst sich dieselbe noch auf ein- 
fach unendlich viele Weisen erzeugen; es beschreibt dabei der Scheitel des Strahlen- 
biindels eine Curve 6. Ordnung, weil £138 = 6 fiir [00130], wihrend (Eb, Proj. 
Nr. 46.) die beiden andern Netzgrundpunkte eine Curve 27. Ordnung durchlaufen: 
ein Resultat, das dem Schréter’schen analog ist. Man Vergl. hierfiir Herrn 
v. Escherich’s Aufsatz Mirz 1877 der Wiener Sitzungsberichte, wo auch f113=1 


fiir [00110] und fis = 4 fiir [00140] ermittelt ist. (Juli 1877.) 





















On some formulae in Elliptic Integrals. 


Von A. Cayitey in Cambridge. 


I reproduce in a modified form an investigation contained in the 
memoir, Zolotareff, Sur la méthode d’integration de M. Tchébychef, 
Annalen t. V (1872) pp. 560—580. 

Starting from the quartic 


(a, b, &, d, e) (a, 14, =a-ex—a-x—fPp-x4—y-a2—8, 
we derive from it the quartic 
(4), b,, C, Gy, &) (@,, Ita, +e, — a, +a, —B,-%,—y,-4,—94,, 
where, writing for shortness 


A=—a+f6+y—d, 


w= a—p+y—d, 
v= a+p—y—d, 
the roots of the new quartic are 

a, =6+ aT 

; a 

B, == § + ~ ’ 

a 
y,= 6+ > 
0, = 6, 


® being arbitrary: the differences of the roots a,, B,, y,, 9, are, it 
will be observed, functions of the differences of the roots a, B, y, 0. 

We assume a, = a= 1, nevertheless retaining in the formulae 
a, or a@ (each meaning 1), whenever, for the sake of homogeneity, it 
is convenient to do so. The relations between the remaining coeffi- 
cients b,, c,, d,, e, and b, ¢, d, e are of course to be calculated from 
the formulae — 4b = Ya, 6c = Yaf, Ke. and the like formulae 
— 4b, = Ya,, 6c, = Ta, B,, &c. We thus have 


Mathematische Annalen, XII. 24 












A. Cayrey. 

—4b,=—40 +4 2%, 
Ge, = 60? + 30 S°* 4+ 4522, 

— 4d, = 40°+ jo? [©” + $6 Da? + Laur, 


e = Of-+ $09 D8” + 46? FA? + pOduy, 


OE 25,2 
where 2 i = Arp’. 
Writing for shortness 
C=ac— b’, I=ae—4bd+3c?, 
D=a?d—3abe+2b5, J=ace—ad?—b’e+2bed —c’, 
E=a¥e—4a°bd+6ab*e— 3b =a? I-30), B= EERE 
we have 
ZA =—4(b+ 9), 
Zz = — 480, 
Zip =24C+ 8(b+ 8), 


Auv =32D, 
ZA? uw? = 64 (— a? I+ 12C?), 
where the last equation may be verified by means of the formula 
(LAp)? = LA? pw? + 2auv di. 
And we hence obtain 


a, = : 
b,=——6 —B, 
‘>= e+ 2Be —2C, 


—@—3Be+ 6Ce—D, 
e' + 4Be? — 1200? + 4 Do. 


a, 


e 
And consequently 
(a,, b,, &, ad, &) (a, Ll*— (1, — B, — 2C, — D, 0) (a, — 9, 1). 
Hence also 
I,=a,e, — 4b,d, + 5e?, = —4BD+ 12C’, =a’; 
J, =a,¢,e, — a, d,? — b,2e,+2b,¢,d, — 3, =— D?+ 80° — 4BCD, 
=— D?+ 82+ C (aI — 12C”’), 
= vCI— 4 — D’, 
=a'Jd, 
where, as regards this last equation a?C J — 4C* — D? = a'J, observe 


that C, D are the leading coefficients of the Hessian H and the 
cubicovariant ® of the quartic function U, and hence that the identity 
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— > = JU® — 1U*H-+ 4H’, attending only to the term in 2°, 
becomes — D? =a* J—a’?CI+-4C%, which is the equation in question. 

We thus have J, =I, J, =Jd; viz. the functions (a, b, ¢, d, e) (a, 1), 
(a,, b,, ¢€,, @,, e€,) (@,, 1)’, are linearly transformable the one 
into the other, and that by a unimodular substitution z, = ox -+ 6, 
y¥, = 02+ 6, where oo —o@o6=1. It may be remarked that we 
have (a, b, ¢, d, e) (x, 1)'=(1, 0, C, D, E) (a1 + b, 1)4; and hence 
the theorem may be stated in the form: the quartic functions 
(1, 0, C, D, E) (a, 1)‘, and (1, — B, — 2C, — D, 0) (a,, 1)*, are 
transformable the one into the other by a unimodular substitution: or 
again substituting for FE its value a? J —3C*?,=——4BD+4+9C’, 
the quartic functions (1, 0, C, D, —4BD-+ 9C?) (a, 1)! and 
(1, — B, — 2C, — D,0) (a,, 1)* are linearly transformable the one 
into the other by a unimodular substitution. In this last form B, C, D 
are arbitrary quantities; it is at once verified that the invariants J, J 
have the same values for the two functions respectively; and the theorem 
is thus self-evident. 

Reverting to the expressions for «,, B,, y,, 6, we obtain 


| E: so 
a, — 8, = 375 ~F oe je 
vi = 
Aaa ts em Oo, a Gh, 
a = 
V1 tis 0; = so} ay —_— B, = iis (u? aS A’), _— Y a B 


Hence also 
a—@-§-—-7, 6 -—@-97 —@, 7 —@-@=—6 

=a,—9,-B,—%, By —9-%—%, ¥, —9,-a—f8, 
which agrees with the foregoing equations J, = I and J,—J (since 
I, J are functions of the first set of quantities and J,, J, the like fune- 
tions of the second set; in fact J—,, (??+ Q@-+ R’*), and J = 
thr (9 — R) (R —P) (P — Q), if for a moment the quantities are 
called (P, Q, R). 

We consider now the differential expression ee ora 
to transform this into the elliptic ie assume 

ae sits x3 sna = 5, 
(where a is of course not the coefficient, = 1, heretofore represented 
by that letter: as a will only occur under the functional signs sn, en, 
dn, there is no risk of ambiguity). And then further 
asn? w— dé sn? a 


sn? w—sn2a_ 





Forming the equations 
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Sel a es 2. Soe lt be ie as 
* sn? a = Ba kK? snta = y—8-p—e? 
we deduce without difficulty 
¢. ..7—@ sntu = &—0 
ra ie ~ ye? ma 8 8=«—a’ 
ee ee eee 
— gm? ena 2s-ea’ 
2, . e—8 dn?tu  «—8 
dn? a ~ 6—é’? dnta-= x—a’ 
Mente en C—O erirr— 9 Lilo 8) 
1~—kKsnta= fae eas | po rE 


the use of which last equation will presently appear. 
We hence obtain 


dx 
2snu cnu dnu du = — (a — 0) sn’ a j@—e)?? 


Va-a-e—B-2—y-a—0 


snu enu dnu = snacnadna ; 
(x — a)* 


? 


and consequently 


(a—dé) sna , dx 


c nh - 
2du cnadna Ve—a-x—f-x—y-x—8’ 


or, reducing the coefficient, 


dx —2 


*,—-— -—— = am du 
Va—a-x—B-x—y-x—8 Vy—a-B—8 : 


whigh is the required formula. 
We next have 


° 4sn?a cn? a dn® a 4-B—d-y—a Yi — & 
SOs on Ps. ks 
a (1—k* sn* a? ro 9 ell 
in virtue of the foregoing values 
2u . Be du 
¥, — & = => (6 — 9) (y —@) and y, — 0, = Zs 
Moreover 
R? a — *—8-y—8 on , 8 eS ? 
y—e-f—é@' Yi By — 9, 


Hence the like formulae with the same value of k?, and with 2a in 
place of a, will be applicable to the like differential expression in 2,: 


viz. assuming , 


ant , sn* wu, — 0, sn* 2a 
1 sn? #, — sn? 2a 
we have 
on dx, } —2 
Veeq— y-— By @y—°-%,— 8, Vy, — By, — 9 
We have thus the integral of the differential equation 


dx, ada 


du,. 


Va,—oy-@,— By @,—7, @,—09, Va—a-x—Bp-a—y-e—9 












whe ah os eo ae 
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(the two quartic functions being of course connected as before) viz. 
assuming x, x, functions of w, u, respectively as above and recollecting 
that y, — a, - fp, —0,=—y—a-B—d, we have du, = du; and 
therefore u, = u- /f (f an arbitrary constant); the required integral 
is thus given by the equations 


situ = =ix—d. smt(utf) _ %—9,, . : F : 
we “sua! “ae ae (f the constant of integration). 
Using the formula 
f gels sn? w — sn* f 
sn (u +f) = snwenfdnf—snf-cnudne’ 





we obtain 


24—9, 29 {(—8) sn? a — (x — a) sn? f }? 
+ sn? 2a = _—_ 
1% {Va—a-x—d sn acn f dn f— Vx—B-x—y snfen adna}* “ 
which is the general integral. 
We obtain a particular integral of a very simple form by assuming 
f= a, viz. this is 


x,— 9d; 29 sn’ a (a—d)? 
me = Fea aes 
Uy— % chad {Va—a-x—0 —Va—B-x—y}? 
this is 
os 2S _ ge-8—s 
Ly— Oy Ys — 94 {Va —a-x—8—Va—B-a—y}?’ 
or writing y —- « - 6B —d = y, — a, - 6B, —94,, reducing and inverting, 
we have 


x,—a 1 Te EES SES ———_.——————-j, 
Pere —_ B,—2,-m—9, WV L—a-L— 6 —Vr— B-x—y}?, 


which may also be written in the equivalent forms 


%—B, 1 S4/ E . = pee 
2-8 ¥4— Oye 3, (Vt—8-a—8 —Vu—y-a—a}*, 
a—%1 


1 siereapeuninesillict senneeeeacontinma 
ak aad {Vx —y-x2--d0—Vr—a -2—B}?. 
In fact from the first equation we have 
as eee 
ay i fi — z, Y1 an (B; = 6,) (y; a 0,) 
_- {Vx ~@-2—9 — Vu —p.x—y}?. 
where the expression on the right hand side is 
9,2—8 (+B, +71) +619, +8)7;— 20° 2(a-+B+y+0)—ad —py+2y X, 
X having here the value 
X=xr—a-x—pPp-x—y-x—O. 
Writing for a moment 
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P=«ad-+ By, P, = «,8;+ B,7,, 

Q=pi+ye, Q = 68.9, +7%%, 

R=y6d+ a6, R, = 7,9, +B, , 
then by what precedes Y, — R,, R, — P,, P, —Q, are equal to 
Q—R, R—P, P—Q respectively; that is P,—-P=—Q,—Q=—R,—R, 
=(suppose) 2, a function symmetrical in regard to a,, B,, y,; «, B, y: 
the equation therefore is 
Set — 8,8, 0, —B,—7,) 22" 20-4 B+ +0) 2V XQ, 
or the relation is symmetrical in regard to @,, B,, y,; «, B, y: and 
the first form implies therefore each of the other two forms. 


Cambridge, 8 May 1877. 




















Der Ort der Hamilton’schen Quaternionen in der 
Ausdehnungslehre. 


Von H. GRAssMANN in Stettin. 


Da die Ausdehnungslehre nur die eine willkiihrliche Annahme 
macht, dass es nimlich Gréssen gebe, die sich aus mehr als einer 
Einheit numerisch ableiten lassen, und sie von da aus in ganz objectiver 
Weise fortschreitet, so miissen alle Ausdriicke, die aus einer Anzahl 
unabhingiger Einheiten numerisch ableitbar sind, und also auch die 
. Hamilton’schen Quaternionen, in der Ausdehnungslehre ihren bestimm- 
ten Ort haben und erst in ihr ihre wissenschaftliche Grundlage finden. 
Dies ist bisher nicht erkannt und Géran Dillner in seiner lehr- 
reichen Abhandlung iiber die Quaternionen (Annalen XI, 168 ff.) thut der 
Ausdehnungslehre nicht einmal Erwihnung, obgleich er eine ganze 
Reihe von Siitzen aus der Theorie der Quaternionen ableitet, welche 
schon in meiner Ausdehnungslehre von 1844 (%{,), und ebenso in der 
spiteren Bearbeitung von 1862 (%,) ihre viel einfachere und aus der 
Natur der Sache entspringende Begriindung gefunden haben. Auch 
ist es verwerflich und der Lehre von den Quaternionen wenig férderlich 
gewesen, dass man nach Hamilton’s Vorgang einfache und lingst 
bekannte Begriffe mit neuen, oft recht unpassenden Namen bezeichnet 
hat, wie ,,Vector“ statt ,Strecke“, ,,Tensor“ statt Linge“ oder 
, numerischer Werth“ (1, 414), vu. s. w. 

Die Hamilton’schen Quaternionen entspringen aus einer der Multi- 
plicationen, welche ich (in meiner Abhandlung Sur les différents genres 
de multiplication in Crelle’s Journal Bd. 49 8. 136 ff.) dargestellt 
und an die 3 Gleichungsgruppen 


_ (d) rls = Cs €y 
(2) Cr€s + Gr = 0, €,? = e,2 =—--- =e,” 
(3) ey? + ey? + ++ +e? = 


gekniipft habe, wo ¢,, ¢,--~-é, die von einander unabhingigen Ein- 
heiten und e, und e, zwei beliebige von einander verschiedene dieser 
Einheiten bezeichnen, und zwar kniipfen sich die Quaternionen fiir den 
Fall, dass n = 3 ist, an die Multiplication, deren Bedingungsgleichungen 
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die mittlere jener drei Gruppen bilden. Ich will diese Art der Multi- 
plication die mittlere nennen, und zwar hauptsiichlich deshalb, weil 
sie, wie sich sogleich zeigen wird, zwischen den beiden Hauptarten 
der Multiplication, die ich die ,,iiussere‘ und die ,,innere“ genannt 
habe, die Mittelstufe bildet. Die ‘iussere Multiplication hat namlich 
zu Bedingungsgleichungen die zwei Gruppen (2) und (3) und die innere 
die zwei Gruppen (1) und (2). Ich habe das iiussere Product zweier 


Strecken a und b mit [ab], das innere Product derselben mit [a | }] . 


bezeichnet und werde in dieser Abhandlung unter ab (ohne scharfe 
Klammern) stets das mittlere Product der Strecken a und b verstehen. 
Dann ergiebt sich sogleich, dass das mittlere Product ab zweier 
Strecken sich darstellen lisst in der Form 


(4) ab=Ala|b])+w [ab] 
wo 4 und w constant und zuniichst willkiihrlich, jedoch nicht null 


sind. Aus den Bedingungsgleichungen @) — sich, dass es fiir 


. . n anti 
das mittlere Product zweier Strecken "' _-: 1 von einander unab- 


hangige Einheitsproducte giebt, von ila eins (etwa e,*) dem inneren 
Producte [a |b], die andern (e,e,, €,¢,, €,€,, U. S. W.) dem jusseren 
Producte [ab] zu Grunde liegen. Im Raume, wo die Anzahl der von 
einander unabhingigen Strecken drei betzigt, also n = 3 ist, ist also 
die Zahl der EKinheitsproducte, auf die die mittlere Multiplication 
zuriickfiihrt, gleich vier. Die Bedingungsgleichungen der mittleren 
Multiplication werden dann 


\ ee : pl a ‘ oe 
(a) €3 0g = — €n€3, 010g = — 030, Chey == — OC, 
(b) e,” = €,” = e,” 


Aber das wesentlich Eigenthiimliche der mittleren Multiplication im 
Raume als einem Gebiete dritter Stufe ist, dass die Anzahl der von 
einander unabhingigen Einheitsproducte in (a) gleich der Anzahl der 
Kinheiten ist, und man daher jene auf diese zuriickfiihren kann. So 
bleiben also dann die Einheiten des Productes, wenn man noch die 
in (b) zu Grunde liegende Zahleinheit hinzunimmt, dieselben wie die 
urspriinglichen. Diese einfache Beziehung verschwindet bei den Ge- 
bieten héherer Stufe, so dass die mittlere Multiplication in der Aus- 
dehnungslehre, welche Gebiete beliebiger Stufe behandelt, keine ein- 
fache Bedeutung behilt. Ich beschriinke mich daher auf den Raum 
und nehme an, dass die drei zu Grunde gelegten Einheiten e¢,, ¢,, ¢, 
drei gleich lange zu einander senkrechte Strecken sind, deren Linge 
1 betrigt. Nun habe ich in der Ausdehnungslehre (%{, 50, 51) nach- 
gewiesen, dass die Bedingungsgleichungen der dusseren Multiplication 
noch bestehen bleiben, wenn man statt der urspriinglichen Einheiten 
beliebige andere einfiihrt, und (2, 330 ff.), dass, wenn ¢,, e,, ¢, einen 
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Normalverein bilden, d. h. sie auf einander senkrecht stehen und die 
Linge 1 haben, d. h. [e, | e,] = 1 ist, die Bedingungsgleichungen der 
inneren Multiplication auch dann noch bestehen bleiben, wenn man 
statt der urspriinglichen Einheiten die Einheiten eines beliebigen Nor- 
malvereins setzt. Da also bei dieser Aenderung der Einheiten auch 
die Bedingungsgleichungen der fiusseren Multiplication bestehen bleiben, 
so bleibt auch das mittlere Product, als aus dem ‘iusseren und inneren 
zusammengesetzt, bei dieser Aenderung des Normalvereins in einen 
andern ungedndert. 

In der angefiihrten Abhandlung (Crelle Bd. 49 8. 131 ff.) habe 
ich diese Unverinderlichkeit fiir alle aus den 3 Gleichungsgruppen 
(1, 2, 3) ableitbaren Multiplicationen also auch unmittelbar fiir die 
mittlere nachgewiesen. 

Ks kommt nun darauf an, die 3 Producte e,¢,, e,¢€,, €,€, auf die 
urspriinglichen Einheiten zuriickzufiihren; auch dies ist schon in der 
Ausdehnungslehre (%,) vollendet, wo e,, e,, e, als Erginzungen von 
€,€y, €,@,, €,e, aufgefasst und 


fer =I [eres], e2 = | [ese], & =| [ee] 
\[eres] = 11, [ese] =1e2, [ee] =| e 
gesetzt sind, und wo der Strich | das Zeichen der Erginzung ist und vor- 
ausgesetzt wird, dass e,, e,, é, einen Normalverein bilden. Dann wird 
ferner fiir eine beliebige Strecke a, die aus den urspriinglichen Ein- 
heiten durch die Zahlen «,, a, a, abgeleitet ist, festgesetzt, dass ihre 


Erginzuug aus den Erginzungen jener EKinheiten durch dieselben 
Zahlen abgeleitet sei, also 


(6) | (aye, + @,€, + a5e3) = & [6 €5] + a [e,¢,] + [ee] 

| [ey €3 + Oy eye, + a3 e, Cy] = He, + He + ae, 
sei, und es ist nachgewiesen (2%, 37 ff.), dass dieselben Beziehungen 
bestehen bleiben, wenn man statt der urspriinglichen Einheiten die 
Kinheiten eines beliebigen andern Normalvereins setzt. Mit Hilfe 
dieser Begriffe kénnen wir nun die Fundamentalgleichung (4) in der 
Form schreiben 


(5) 


ab=Afla|b])+ue| [ab] 
wo 4 und w constante Zahlen sind. Aendern sich 4 und wp in gleichem 
Verhiltnisse, z. B. um den Factor v, so indert sich das Product nur 
um denselben Zahlfactor, bleibt also seinem Wesen nach unverandert. 
Wir kéunen daher ohne wesentliche Aenderung eine dieser Zahlen 1 
setzen. Wir setzen # =—1. Dann bestimmen wir 4 dadurch, dass 
jedes mittlere Product aus 3 Factoren dem Gesetz der Vereinbarkeit 
(dem associativen Princip) unterliegen d. h. abc = a(be) sein soll. 
Dies wird erfiillt sein, wenn es fiir die Einheitsproducte der mittleren 
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Multiplication gilt. Diese Einheitsproducte lassen sich nach der Formel 
ab =A{a |b] + | [ab] auf die der inneren und iusseren Multiplication 
zuriickfiihren. Fiir diese beiden sind nach dem Obigen die Einheits- 
producte an die Formeln 


[elel—=1, [erlel=0; [ee]—=—0, [ee] —=— [eer] 
gekniipft, wo r und s zwei verschiedene der Indices 1, 2,3 sind. Dazu 
kommen noch vermége des obigen Begriffes der Ergiinzung die Formeln 
| [er-e.] =e, 
wenn r,s, ¢ dem Cyclus 1, 2, 3 angehéren, d. h. r, s, ¢ entweder 
= 1. 2,3 oder 2, 3, lL oder 3, 1,2 sind. Hieraus folgen fiir die mittlere 
Multiplication der Kinheiten e,, ¢,, e, die bedingenden Gesetze 
(7) Cr€p me A, Cplg =O, Cpl == — Cp Oy 
wenn r,s, ¢dem Cyclus1,2,3 angehéren. Dann ergiebt sich fiir die 
mittlere Multiplication dreier Einheiten, wenn man die cyclische Be- 
deutung von 1, s, ¢ festhalt, ¢,.e,¢e, = ee, = 4 = e€,¢, = e,(€,@), ebenso 
CrOs€r = — Cy ep = — A = — Oe, = & (€se,), A. h. fiir drei verschiedene 
Kinheitsfactoren gilt Vereinbarkeit. Ebenso fiir drei gleiche. So auch 
fiir zwei gleiche, die durch einen ungleichen getrennt sind. Denn 


€, (€s€r) = — (€,€,)e, = ese. Dagegen ist e,e,e, = Ae,, und e,(e,é;) 
= ¢,¢ = —e,. Soll also auch fir diesen Fall Vereinbarkeit gelten, 
so muss nothwendig 4 = — 1 sein. Umgekehrt wenn 4 = — 1 ist, so 
ergiebt sick auch fiir die noch iibrigen Producte aus 3 Einheiten Ver- 
einbarkeit der Factoren. Denn dann ist e,e,e,—= Ae, = — ¢, = — es & 
‘= e,(¢,¢,); ferner e,e,¢, = ee, = — ¢, = de, = e,(e,e,) und e,é,e, 
= — &e, = — &, = de, =e, (e,e,). Es folgt also dann Vereinbarkeit 


fiir je 3 Hinheitsfactoren, also auch fiir je 3 Factoren, also auch fiir 
beliebig viele (%, § 3.). Wir setzen daher fiir die mittlere Multipli- 
cation 4 = — 1, wihrend u = 1 gesetzt war, also : 
(I) ab = — [a| b) + | [ab]. 
Aus dieser Fundamentalgleichung folgen alle Gesetze der Quaternionen, 
und zwar fast alle mit der gréssten Leichtigkeit. Auch die naturge- 
masse Benennung ergiebt sich hiernach von selbst. Wir werden 
— [a | b] den inneren, | [ab] den diusseren Theil der Quaternion nennen 
kénnen. Sind a und b parallel, so wird der aussere Theil null, und 
die Factoren wie bei jedem inneren Product vertauschbar. Werden a 
und b zu einander senkrecht, so wird der innere Theil null und die 
Factoren wie bei jedem fiusseren Product mit Zeichenwechsel vertausch- 
bar. Vertauscht man die Factoren eines mittleren Products, so bleibt 
der innere Theil unverindert, der fussere iindert sein Zeichen (-+). 
Ich werde auch im Folgenden die Zahlen stets mit griechischen, 
die Strecken stets mit lateinischen Buchstaben bezeichnen, nur den 
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Buchstaben q werde ich fiir die Bezeichnung der Quaternionen aufbe- 
wahren. Ist « + @ eine Quaternion, so bezeichnet man bekanntlich 


die Quaternion « — a als die zu jener conjugirte. Von fundamentaler 
Bedeutung ist das Gesetz: 


(Il) » Wenn (a@ + a) (6 + 6) = y+ ¢ ist, so ist auch 
(6B — b) (a —a)=y— ce. 
In der That ist der innere Theil des ersten Productes af — [a | b] 
also dies = y, aber af — | [a | b] ist auch der innere Theil des zwei- 
ten Productes. Hingegen der iiussere Theil des ersten Productes ist 
ab +- Ba-+ | [ab] —c, der iussere Theil des zweiten ist — ab — Ba 
+ |[ba] d. h. da [ba] = — [ab] ist, gleich — c, also das zweite 
Product y — c. Es ist unmittelbar klar, dass sich dies auf beliebig 
viele Factoren ausdehnen lisst. Also 
(I) ,»,Das Product beliebig vieler Quaternionen ist conjugirt dem 
umgekehrt geordneten Producte der conjugirten Quaternionen.“ 

Ks stellt dieser Satz die Formel (14) bei Dillner dar, aus welcher 
seine Formel (13) hervorgeht, wenn man die inneren Theile (a, £, - -) 
null setzt. : 

Wenn die Strecke a = a,e, + ae, + ae, ist, so wird [a | a], 
was ich der Kiirze wegen mit a? bezeichnet habe, gleich a,? + a,” + a,” 
und stellt das Quadrat der Liinge jener Strecke dar. Nach dieser 
Analogie nenne ich, wenn q = a + a,e, + a,e, + a,e, = a + a ist, 
Ver +a?+a2+a,? dh. Yo? + a? = Ya? —a’® die Lange der 
Quaternion gq (nach Hamilton der Tensor). Multiplicirt man nun 
die erste Formel in II mit der zweiten, so erhalt man 


‘(@+a)(6+) 6-1) («-a=—¢+9%—% 
(«+ a) (6? — 04) («@—a) =e 


Da p? — b? = 6 + b* eine Zahl ist, so ist ihre Stellung gleich- 
giiltig, wir kénnen also die Factoren « + a und « — a zusammen- 
riicken und erhalten (a? — a?) (Bp? — b?) = y* — c* oder 


d. h. 


(It) V « or a Vp — b? = /pP—e 


d. h. da sich dies auf beliebig viele Factoren ausdehnen liasst, 
,,Die Linge eines Products von Quaternionen ist das Product 

(111) - ‘ 

“aus den Lingen der Factoren,“ 

Es kommt also nur auf die Multiplication der quaternen Einheiten, 
d. h. der Quaternionen, deren Linge 1 ist, an. 

Es sei nun @ die Linge einer Quaternion g = « + Ba, wo a eine 
Strecke von der Linge 1 ist, so ist 9? = a? + 6%. Nun sei a= cos y, 
so ist B = 9 sin y, also 


q=e (cosy -+asiny). 














H. Grassmann. 


380 


Es heisse a das Mass und y der Winkel der Quaternion, wiihrend 
cos y + asin y nach dem Obigen die quaterne Einheit ist. Das Pro- 
duct gleichmassiger quaterner Einheiten fiihrt zu sehr einfachen Re- 
sultaten. In der That, es sei a das Mass zweier quaterner Kinheiten 
und @ und # ihre Winkel, so findet man 


(cosa—+-a sin)(cosB-+-asinB)—a (sina cosB-+-cose sinfB)-+-cose cosB—sine sinB 


) da a’—=— a? =— List,also —cos(«-+ B)-+ asin(a+ 8), 
d. h. ,,Gleichmassige quaterne Einheiten multiplicirt man, in- 
dem man ihre Winkel addirt.“ 

Hierin liegt eingeschlossen, dass man eine quaterne Kinheit mit 
einer ganzen positiven Zahl potenzirt, indem man ihren Winkel mit 
dieser Zah] multiplicirt. Auch fiir das Potenziren mit einer gebrochenen 
und negativen Zahl kénnen wir dieselbe Bestimmung festhalten, aber 
mit der Beschrankung, dass der Winkel der zu potenzirenden Qua- 
ternion innerhalb der Grenzen einer ganzen Umrollung bleibe, z. B. 
zwischen x und — z liege (vergl. meine Arithmetik Stettin 1860 Nr. 
426—433.). Eine Definition fiir diese Verkniipfungen ist nothwendig, 
und ebenso die oben angegebene Beschrinkung, weil man sonst gegen die 
logische Regel verstésst, dass man dieselbe Sache nicht auf zwei ver- 
schiedene Arten definiren darf, namentlich wenn die beiden Definitionen 
sich widersprechen. Letzteres wiirde aber bei der Potenzirung mit 
gebrochenem Exponenten der Fall sein, wenn man jene Beschriinkung 
nicht eintreten liesse. So z. B. ist cos 0+ asin 0= cos (2) + a sin(22). 
Beide wiirden mit } potenzirt, wenn man festsetzte, die quaterne Ein- 
heit mit 4 potenziren, hiesse ihren Winkel mit 4 multipliciren, ver- 
schiedenes liefern; denn ersteres wiirde danach 1 liefern, letzteres aber 
cos + asina d. h. —1. Obige Definition festgesetzt, erhalt man, 
wenn « zwischen x und — a liegt und uw reell ist, 

(V) (cos @ + a sin «)" = cos (au) + a@ sin (ap) 
d.h. ,,Kine quaterne Kinheit, deren Winkel zwischen x und 
— a liegt, potenzirt man mit einer reellen Zahl, indem man 
ihren Winkel mit dieser Zahl multiplicirt.“ 

Hier ist die Darstellung Dillner’s (Nr. 30.) ungeniigene. Ebenso 
vermisse ich bei der Division (Nr. 12.) den Beweis der Kindeutigkeit 
des Quotienten. Dieser sei hier ergiinzt. Wenn q eine von Null ver- 
schiedene Quaternion ist, so gilt als Definition von - die Gleichung 
4 q=1. Wenn nun ¢, eine beliebige Strecke von der Linge | ist, 
so lasst sich g in der Form darstellen g—a,-+ @,e,; nun sei 
= == B, + Be, + B,e, + B,e,;, wo e,, e, e, einen Normalverein bil- 


den; dann erhalt man zur Bestimmung von f,--- 6, die Gleichung 
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(By + Bye, + Boes + By e3) (@ + a, e,) = 1, welche die 4 Gleichungen 


einschliesst 
By % — By, =1 
By &, + B, a, = 0 
! | — B,«, + B,a,=90 
Ba, + Ba, = 90. 





Aus den zwei ersten folgt 
B = “o B = =e 4 
: 0 ay? + a,” ? 1 oy? +4 a,?? 
wo @? + a@,* = e*, @ die Liinge von q ist, aus den zwei letzten folgt 
B, und p, = 0, also 
1 . ae a ey 
& + ae e , 


namentlich wenn q = a, + @,e, eine quaterne Einheit also a,? + «,? 





9 . oot —_ "4 a 
= 0? = 1 ist, so wird <= Gy — & 6. 


Oy + ay Cy 


Hieraus ergiebt sich dann leicht + =q-“, in Uebereinstimmung 
q 


mit der Algebra. 
Die von Dillner behandelten Abschnitte iiber die Rechnung in 


+ doppeltem Axensysteme, so wie iiber das distributive Gesetz (Nr. 14 bis 
23) werden durch die von mir zu Grunde gelegte Definition I iiber- 
fliissig. 


Unter den iiblichen Anwendungen der Quaternionen sind zu ver- 
werfen die auf die Zusammensetzung der Kriifte (Dilln. Nr. 4.), auf das 
Drehungsmoment und die mechanische Arbeit (Dilln. Nr. 24.), da die 
Verkniipfung der Strecken diese Begriffe aufs einfachste liefert, wihrend 
die Quaternionen Ungehdriges hineinmischen. In der That ist a + b 
die aus a und b zusammengesetzte Kraft, [ab] das Moment der Kraft 
b am Hebelarm a, [abc} das Moment der Kraft c¢ am Hebelarm 3, 
der an der festen Axe a angebracht ist, [a |b] die Arbeit der Kraft 
b in Bezug auf den Weg a. Aus gleichem Grunde ist die Rechnung 
mit Quaternionen zu verbannen bei der Drehung eines riiumlichen Ge- 
bildes um eine Axe (Dilln. Nr. 39—42.) und bei der Transformation 
rechtwinkliger Coordinaten (Dilln. Nr. 44—48, Hankel § 58.). Die 

f letztere Aufgabe wird fiir senkrechte Coordinatensysteme aufs leichteste 
und unmittelbarste durch innere Multiplication gelést; ich verweise in 
dieser Beziehung auf meine Abhandlung iiber ,,die Mechanik nach den 
Principien der Ausdehnungslehre“ in diesen Annalen Bd. XII. 8. 222. 
Die erstere Aufgabe wird am leichtesten gelést durch die vollstiindigen 
Quotienten der Strecken (2%, Nr. 377—390.). Unter einem solchen 
Quotienten verstehe ich einen Ausdruck, welcher jede Strecke durch 
Multiplication (mit diesem Ausdruck) in eine bestimmte Strecke ver- 
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wandelt. Es geniigt zu dem Ende, festzusetzen, in welche drei 
Strecken sich drei nicht einer Ebene parallele Strecken im Raume 
durch jene Multiplication verwandeln sollen. Sollen z. B. durch einen 
solchen Quotienten @ die Strecken e,, e,, e, (die in keiner Zahlbeziehung 
stehen .d. h. nicht derselben Ebene parallel sind) in die Strecken a,, 
a,, a, durch Multiplication mit Q verwandelt werden, d. h. ist e, Q@—=a,, 
€,9 = a,, @,@—a,, so ist nach dem allgemeinen Multiplications- 
gesetze : 
(ae, + ae, + @,¢,) Q = a,a, + aa, + aa, 
und das Product jeder Strecke im Raume mit @Q ist dann genau be- 
stimmt. Ich schreibe dann 
__ Ay, Ag, As 
= C11 2s & 
und nenne @é,, €,, €, die Nenner, a,, a@,, a, die entsprechenden Zihler. 
Von fundamentaler Bedeutung ist die Aufgabe, die Strecken x (ihrer 
Richtung nach) zu suchen, welche sich dabei in ihr Vielfaches ver- 
wandeln, so dass also «Q@ — ow wird. Diese Aufgabe wird (2, Nr. 
388 ff.) durch die iiussere Multiplication vermittelst einer Gleichung dritten 
Grades aufs einfachste gelést. Hat niimlich @ den obigen Werth und 
ist = w,e, + 2,e, + 2,e,, 80 verwandelt sich die Gleichung xQ— oz 
= 0 in die Gleichung x, (a, — @e,) + 2, (a, — oe.) + 2, (a, — oe,) = 0. 
Hier kénnen nicht 2,, x, x, zugleich null sein, weil sonst x null 
wire, was natiirlich ausgeschlossen ist. Ist nun z. B. 2, von mull 
verschieden, so multiplicire man die Gleichung fiusserlich mit (a, — @e,) 
und a, — ge, so erhalt man nach Division mt 2, die Gleichung 


[(a, ee, Q%&) (a, its Qe) (a, Em 0 ¢;) | = 0, 
indem niimlich das fussere Product dreier Strecken stets null wird, 
wenn zwei Strecken einander gleich werden (siehe unten). 

Dies ist eine cubische Gleichung in Bezug auf og. Ich nehme an, 
dass die drei Wurzeln g,, 0,, @, dieser Gleichung von einander ver- 
schieden seien, da der Fall gleicher Wurzeln sich als Uebergangsfall 
leicht aus jenem allgemeineren Falle der ungleichen Wurzeln ableiten 
lisst. Zu jedem dieser Werthe 0,, 0,, 9, sind dann vermége der 
ersteren Gleichung die Verhiltnisse x,:%,: 7, genau bestimmt und 
kénnen durch dussere Multiplication mit je einer der Gréssen a, — e¢,, 
a, — Q€,, a, — ee, unmittelbar gefunden werden. Man erhilt also 
drei ihrer Richtung nach bestimmte Axen ¢,, ¢,, ¢,, die zu den drei 
Wurzeln 0,, 2, 03 gehéren, und, wie man unmittelbar sieht, in keiner 
Zahlbeziehung zu einander stehen. 

So wird nun Q in der normalen Form 


Q __ O01 ty C2, O2 Cs 
C4, Cy, C3 
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dargestellt. Ich nenne ¢,, ¢,, ¢, die Axen des Quotienten und @,, 9,, @, 
die zugehérigen Hauptzahlen. Diese Darstellung ist fiir die Theorie 
der lineiren Verwandtschaften, und fiir eine Menge algebraischer 
Probleme, z. B. fiir die, welche Dr. Gottlob Frege in seiner Disser- 
tation zur Erlangung der venia docendi Jena 1874 8. 20—23 behandelt 
hat, von fundamentaler Bedeutung. 

Soll der Quotient @, worauf es bei der angeregten Aufgabe an- 
kommt, nur eine Drehung bewirken, so werden zwei der drei Axen 
imaginir, eine wird reell und ihre zugehdrige Hauptzahl 1. Es sei a 
diese reelle Axe, alsdann sind die imaginiren von der Form b + ci 
und b— ci, wo a, b, ¢ zu einander senkrecht sind. Die beiden zu 
diesen imaginiéren Axen gehérigen Hauptzahlen haben den numerischen 
Werth 1, sind also von den Formen cos « —i sine und cos a 4% sin a, 
also wird dann 


aQ=a, (b+-ct)Q=(b-+-c2)(cos a —isin a)=—=b cos ae sin a+ -i(¢ cosa—bsina) 
(b—ci) Q—=(b—ci)(cos a+-i sin a)==b cos a-+ ¢ sin a — i(¢ cosa—bsina) 
Diese beiden Gleichungen addirt und mit 2 dividirt geben 
bY =becsa+csina 
und die zweite von der ersten subtrahirt und mit 27 dividirt giebt 
cQ =ccos a —bsina 


d.h. b dreht sich durch Multiplication mit Qin der Ebene bc um den 
Winkel « nach ¢ zu, und ¢ dreht sich um denselben Winkel. Dann 
dreht sich offenbar jede Vielfachensumme von 6 und ¢ d, h. jede Strecke 
der Ebene bc um denselben Winkel. Es ist sehr zweckmissig, fiir 
diesen Quotienten folgende zwei symbolische Ausdriicke festzustellen, 
zwischen denen man je nach Bediirfniss wihlen kann, 


Q = at = edo’ 


wo a die Drehungsaxe von der Linge 1, « der Drehungswinkel, b’ 
aber die Strecke ist, in die sich 6, was gegen die Axe senkrecht ist, 
durch die Drehung verwandelt. Es unterscheiden sich hier @ und 
L bb’ nur dadurch, dass jenes den Winkel als Zahl, dieses aber den- 
selben Winkel als Theil der Drehungsebene betrachtet darstellt. Dann 
bedeutet xa* die Strecke x, welche mit a denselben Winkel bildet 
wie x, aber nach der entgegengesetzten Seite hin, so dass also / xa’ 
=2/ax’ ist; ebenso stellt 2b* die Strecke x” dar, welche wieder so 
liegt, dass 1 aa” —2/ ab ist, dann ist also xa*b* = reear+2d 
= «ele, So erhilt man 
a*™b* — e&Lad. 

Dieser Satz ist fiir die Fortsetzung der Drehungen von Bedeutung. 
In der That ergiebt sich 
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etLad, globe — gth*hrc? — g*?@et = elec 
also 
@lad, gLbe — Blac, 


eine Formel, die statt der verwickelten und mit fremdartigen Bestand- 
theilen vermischten Formel (81) von Dillner eintreten muss. 

Die schénste Anwendung der Quaternionen ist die auf die sphiirische 
Trigonometrie. Doch glaube ich, dass auch hier die Verkniipfung der 
Strecken der Rechnung mit Quaternionen iiberlegen ist. Hierzu ist 
noch der in dem Obigen schon implicite enthaltene Begriff des Pro- 
ductes [abc] dreier Strecken a, b, ¢ erforderlich. In der That, wenn 
[bc] die Ergainzung der Strecke a, ist, also [bc] =| a,, so wird 
[abc] = [a|a,], also gleich dem inneren Producte der Strecken a und 
a,. Ich nenne [abc] das tiussere Product der drei Strecken a, b, c 
(A, 30, UW, 262). Es ergeben sich leicht aus dem Obigen die Formeln 

[abe] = [bea] = [cab] = — [ach] = — [bac] = — [cba] 
ferner das Gesetz, dass [abc] — 0 ist, wenn zwei der Factoren gleich 
sind, und begrifflich, dass [abe] gleich dem Parallelepipedon (Spat) 
ist, in welchem 3 sich aneinander schliessende Kanten gleich a, b 
und ¢ sind. 

Nun setze ich statt eines sphirischen Polygons A BC D--, die Reihe 
der Strecken a, b, c, d,.. welche vom Mittelpunkt der Kugel nach 
den Ecken A, B, C, D,--+- gezogen sind, und setze die Liinge des 
Kugelradius 1. Setzt man dann statt ab, bc, cd, -- die Radien, welche 
auf ab, be, ed,-- nach derselben Seite hin (z. B. nach links hin) 
senkrecht stehen, so erhilt man das zugehérige Polareck. Esseien nament- 
lich a, b, ¢ die nach den Ecken eines sphiirischen Dreiecks gezogenen 
Radien und sei ¢ der auf a, b senkrechte Radius, doch so, dass 
[abc’} positiv ist, und ebenso sei b’ auf c, a, a’ auf b, © senkrecht 
und [eab’| [bea’] positiv. Dann ist a’b’c’ die Polarecke, aber auch 
a auf b,c, b auf ¢, a,c auf a’, b’ senkrecht, nach gleicher 
Seite hin, also auch abc Polarecke von a’b’c’. Nun seien die Winkel 
be, ca, ab, Ve,ca,ab mit a, B, y, ao, B’, y' bezeichnet, und zwar 
so, dass diese sechs Winkel als positive Zahlen betrachtet werden. Um 
nun die Beziehungen zwischen diesen Gréssen auf die einfachste Weise 
ableiten zu kénnen, mache ich noch von dem Product zweier Flichen- 
riume im Raume Gebrauch, indem ich (nach %, § 132., Y, Nr. 103) 


[ab - be] = [abe] -b 
setze. Dann ergiebt sich (%, 97), dass das Product der Erginzungen 


zweier Strecken a, b im Raume die Ergiinzung des Productes dieser 
Strecken ist, d. h. 


[Ja 6] =| (ad). 


Hieraus folgt fiir die obigen 6 Radien a, b, c, a’, b’, ¢, zunichst 








— 
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a’ sin a= | [be]. Denn ist 1 bc, in der Ebene be gleich 90° und 
c, gleichfalls Radius, so bilden a’, b, c, einen Normalverein und es ist 
also a’ = | [be,] = | [be]: sin a. Auf gleiche Weise ist 0’ sin B =| [ca], 
¢c sin y =| [ab], asin a’ = | [b'c')}, bsin 8 =| [c'a’], csiny’ = | [a’b’}. 
Also ist 











— ie} _ Ue} ___fea-ab)  __—i[abeja _ 
~ sine’ sine sine sinfsiny — sina’ sinfsiny 
a ee ; : ; . sin o 
also [abc] = sina’ sin B siny = sing sin sin y - ——“~- 


sin @ 
Da nun [abc] = [bca] = [cab] ist, so kann man auch sin #' : sin 8 
oe A : : - sina’ 
und sin y’: sin y statt sin a’: sin a setzen. Es sei —— am gesetzt, 
so wird [abc] = sine sin B sin y - x und ebenso 





[a’b’c’] = sin @ sin B’ sin y’ ~ ; 
__ sine’ sin’ _ sin y. 
sine sing sin y 
Ferner da | a’ sin «== [bc] ist, so hat man [a’bc] = [a' | a’] sin a=sina, 
und so. 
[a’ be] =sina, [b' ca] =sin B, [c ab|—=siny, [abc |=sine’, [bc a’ ]=—sinf’, 
[ea b’'}=siny’. 
Ferner [b'bc] = [0' | a] sina = sina cosy’, und so tiberhaupt 
[b' be] = sin @ cos y’, [c’ca] = sinB cos a’, [a’'ab] = siny cos’, 
[bec] = sina cosf' u. s. w. 
[bb'c’] = sine’ cos y, [cc'a’] = sin B' cos @, [aa’b’] = sin y’ cosB, 
[eb’c'] = sine’ cosB u. s. w. 
Nun seien a, b, ¢ drei beliebige Strecken, die nicht einer Ebene 


angehéren, so liisst sich jede andere Strecke d aus ihnen numerisch 
ableiten. Es sei 





d=2za+yb+ze, 
so erhailt man durch iiussere Multiplication mit [bc], da [bbe], [cbe] 
null sind, [dbe] = w[abe), also 7 = ne und entsprechend fiir die. 
iibrigen, also 
d [abc] = a [dbc] + b [ade] + ¢ [abd] 
oder symmetrischer 
a [bed] — b [eda + ¢ [dab] — d[{abc] =0 
fiir beliebige 4 Strecken a, b, c, d. 

Diese Gleichung kénnen wir benutzen, um unmittelbar die Haupt- 
aufgabe zu lésen: ,,Die Gleichung aufzustellen zwischen je 4 der Ra- 
dien a, b, c, a’, UY, ¢'.“ 

Man findet zuerst fiir a, b, c, a’ die Gleichung 

a [bea’}] — b [ea a) +c [a’ab]|— a [abe] = 90 
(VI) dh. asin a + b sin B cos y' + ¢ sin y cos fp’ = a’ (abe) 


Mathematische Annalen. XII. 25 
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oder indem man mit beliebigem Radius y innerlich multiplicirt und 
statt abe seinen Werth setzt 
cosra-sina«-+-cosrbsinB cos y'+-cosrcsin y cos B’=cosra’-sin asin £ sin y’. 
Solcher Formeln erhalt man sechs. Es sind dies die Formeln, welche 
Dillner unter Formel (71) andeutet. 

Ferner findet man fiir a, b, a’, b’ die Gleichung 

a(ba’b’'} — b[a'b'a) + a’ [b' ab] — (aba) = 0, ah. 

(VII) — siny’ (acos « —b cos B) + sin y (a’ cos « — Db’ cosp’) = 0 
oder 
sin y’ (cosa cose —cosrb cosf) + siny(cosra’ cos a’ — cosrb’ cos p’) =0. 
Setzt man insbesondere r—a, so erhilt man, da cos aa =[a| a’) —=‘—— 


=sinfsiny’ ist, nach Division mit siny’ die bekannte Formel 
cosa — cosf cosy + sin£ siny cosa’ = 0. 
Solcher Formeln wie (VII) erhalt man drei. 
Endlich findet man fiir a, b, ¢, @ 

a(bea’) — b[ca'a) + ¢€ [a’ ab] —a@ [abc] = 0 d. h. 
(VIII) sinf’ (a — b cosy) = siny (a’ — c' cos’) 
oder sin B’ (cosra — cosrb cosy) = siny (cosra’ — cosrc’ cos’) 
Solcher Formeln giebt es 6. 

Man erkennt hieraus den grossen Reichthum der Beziehungen, die 
durch diese Methode hervortreten. Jede geometrische Gleichung lisst 
sich auf diese Weise in Siitze der Sphirik umwandeln. 

Ich fiihre als Beispiel an den von Hankel §. 193 citirten Gauss- 
schen Satz fiir das sphirische Viereck, naimlich 

sin A B sinC D cos(A B, CD) = cos AC cos BD — cos AD cosBC, 
welcher eine Umwandlung der Formel (%, 176) ist, niimlich der Formel 
[ab | ed] = [a | ce} [b| d) — [a | d] [6 |). 

Als zweites Beispiel fiihre ich an die Umwandlung der Gleichung a, +), 
‘+e, +-+-==s,, wo a,,b,,¢,,-+-s, Strecken sind. Es sei a,—aa, 
b, =bb, c,==ce, s,=fs, wo a, b,c, -++{ die Liingen sind, a, b, c,---s 
also Radien einer Kugel von der Linge 1, so hat man durch innere 
Multiplication mit einem beliebigen Radius r 

a cosra + 6 cosrb + .-- =f cosrs. 
Setzt man hier r = s, so hat man 

acossa-+bhcosshb+---=—f, also 


cos ra cosrb -+--- 
€ +4 +**: . cosrs 
acossa -+6cossb-+--- 


eine Formel, vonderd’A rrest in den Berichten der siichsischen Gesellschaft 
der Wissenschaften von 1852 (8.37 ff.) einen speciellen Fall entwickelt hat. 


Stettin, den 25. April 1877. 

















Zur Discussion der Bewegung eines Rotationskérpers in einer 
Flissigkeit. 


Von Autrrep Képcxe in Hamburg. 


In Crelle’s Journal Bd. LXXI*) hat Geh. Rath Kirchhoff die 
Discussion der Bewegung eines festen Rotationskérpers in einer in- 
compressiblen reibungslosen Fliissigkeit auf elliptische Integrale zuriick- 
gefiihrt. An die in dieser Abhandlung gewihlten Voraussetzungen 
und Bezeichnungen soll im Folgenden angekniipft werden, um das 
Problem mit Hiilfe von #-Functionen der numerischen Berechnung 
zuginglich zu machen. 


Kirchhoff setzt voraus, dass die incompressible reibungslose 
Fliissigkeit ausser durch die Oberfliiche des festen Rotationskérpers 
noch im Unendlichen durch eine geschlossene Fliiche begrenzt ist; dass 
auf das gesammte System keine fiusseren Krifte wirken; dass die Ge- 
schwindigkeiten in der Fliissigkeit sich stetig von Ort zu Ort iindern. 
Durch die Annahme, dass der Bewegungszustand des Systems durch 
Krifte, die auf den Kérper wirkten, entstanden sei, ist die Aufgabe 
beschrinkt fiir den Fall, dass die Fliissigkeit einen mehrfach zusam- 
menhingenden Raum erfiillt; andererseits erstreckt sich die Geltung 
der Resultate jener Abhandlung bei den gewiihlten Bezeichnungen nicht 
nur auf den Fall, dass der feste Kérper ein geometrischer Rotations- 
kérper ist, sondern auf alle Fille, in denen der Kérper in Bezug auf 
zwei oder mehr Paare 2u einander senkrechter Ebenen, die simmtlich 
durch dieselbe Gerade gehen, nach Gestalt und Massenvertheilung 
symmetrisch ist. 

Fiir ein im Korper festes Coordinatensystem wird die letzterwihnte 
Gerade als x-Axe gewihlt, so dass die y- und z-Axen in eines der 
Ebenenpaare fallen. Die Bewegung eines solchen Systems |lehrt, 


*) Zum gréssten Theile (mit etwas veriinderten Bezeichnungen) wieder abge- 
druckt in: Vorlesungen tiber mathematische Physik von Dr. Gustav Kirchhoff. 
Leipzig 1876, S. 233—247. 
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ermittelt, diejenige eines beliebigen materiellen Punktes x, y, 2 im 
Kérper kennen; bezeichnen nun u, v, w die Geschwindigkeitscompo- 
nenten des Anfangspunktes jenes Systems nach den Richtungen seiner 
Axen, und p, qg, r die Drehungsgeschwindigkeiten um dieselben, 
so lisst sich die lebendige Kraft 7 des ganzen Systems — wie in 
der citirten Abhandlung gezeigt ist — bei den gemachten Voraus- 
Setzungen durch jene 6 Functionen der Zeit ¢ ausdriicken nach_der 
Gleichung: 


2T = C4, 0? + Coq (v? + w) + Cyn? + C5; (Q? + 17°) 


WOFIN ¢,, Co. ¢,, und ¢,, Constanten bedeuten, die ausser von der Ge- 
stalt und Massenvertheilung des festen Kérpers von der Dichte der 
Flissigkeit abhingen. 


Fiihrt man ein zweites System von Coordinaten &, 7, € mit im 
Raume festen Axen ein, so stehen zur Zeit ¢ die Coordinaten des- 
selben materiellen Punktes nach den beiden Axensystemen in den 
Beziehungen: 


B= a+ a,x + ay + a2 
= 6+ B,x + B.y + BZ 
C= AMT + YoY + 32, 


wenn die 12 Gréssen «, 6, y Functionen der Zeit bedeuten. Unter 
Beriicksichtigung der 12 Bedingungsgleichungen, die zwischen den 
a, B, y und uw, v, w, p, gq, r bestehen, erhilt man dann aus dem 
Hamilton’schen Princip 6f/7'dt—0, wie es unter unseren Voraus- 
setzungen gilt, 18 Differentialgleichungen; unter diesen bestimmen 
sechs — entstanden aus Differentiation nach u, v, w, p, q, r — nur 
6 der benutzten unbestimmten Factoren; aus den iibrigen 12 lassen 
sich mit Beachtung bekannter Relationen unter den a, 8B, y mit Indd. 
12 andere Gleichungen ableiten, von denen wir zunichst eine Hilfte 
betrachten, deren System nach Einsetzung des obigen Ausdrucks fiir 
T \autet: 


du dp 
C1 ae = — Sn (UF — QQ), “= 0 
dv dq 7 \ 
(A) {C95 dt = CuUT — Cy Wp C, 55 7 = (Cy, — Cog) WW + (Cys — Cy5) PY 
dw dr 
C20 Gg = MIF CUP, C55 Gy = — (Cr — Cog) OV — (Cqq — C55) PG. 


In der citirten Abhandlung werden aus diesen Gleichungen noch 
die folgenden Schliisse gezogen: 


1) p ist constant. 


2) Es ergeben sich drei Integralgleichungen: 
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Cy, U? Cog (0? + w*) + Cyp? + 65 (GQ? + 9°) = L 
(B) C4,°U* + Cp,” (v? + w’?) = M 
C4104 UP + Con6,, (vg + wr) = N, 
in denen L, M und N Constanten des Problems sind. 
3) Mit Einfiihrung der Variabeln s, 6, og w durch: 


v=scosg, q = 6 cos (p + yw) 
w=ssin 7, r = 6 sin (p + ) 
folgt aus den vorigen Integralgleichungen: 


s=Vf—f, 6=Vg—gu, s6 cmt mh — We, 


worin f, f’, g, g, h und h’ Constanten bedeuten, die von -L, M, N, 
P> C14, Cog) Cyy und ¢,, abhingen; aus dem System (A) ergeben sich 
durch eben diese Bezeichnung die beiden Differentialgleichungen : 
nda aes ss a a 
" Vf—fu) O—9 wv) — G—Wup 
dS ty ——— See ae 
\ (f—f'w) Vif — fut) (g— gw) — (h—Wup 
Hieraus ist direct klar, dass sich w und g mittelst #-Functionen 
durch ¢ ausdriicken lassen; die erwihnte Abhandlung zeigt dann noch, 
wie sich in einfacher Weise Functionen von « und » finden lassen, 
durch welche die Lage des Kérpers zur Zeit ¢ bestimmt ist. Hierauf 
kommen wir indessen zuriick, wenn wir jene Reduction von u und 
auf #-Functionen wirklich geleistet haben. 


Cy, dt = 
(C) 


Reduction von « und » auf #-Functionen. 
Es folgt leicht: se ae 
f=, r=(*) 


und also sind, da M positiv ist, auch f und /’ positiv. 


Ferner ist: 
ew ues , Wi x “USP , 
Ce2 C55 Cee C55, 

Nun kann man stets das System der x, y, 2 so withlen, dass hh’ 
eine positive Grosse ist; da die c positive Constanten sind, geniigt es, 
dass Np positiv ist. Man fiihre nun 2’, y, 2 als Coordinaten ein durch 
em=—a4, yy, 2 = — 2, so ist in §—c' +a, ae +a, y¥ + 4,2 
“=a, a,/—=—a,, a, =, a, = — a, und gelten ebenso die hieraus 
durch Vertauschung von € mit 7 und £, « mit 6 und y entstehenden 
Gleichungen; sind ferner w’, v', w’, p, q’, 7° und N’ die aus u, v, w, p,'g,r 
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und N entstehenden Gréssen, wenn man in Letzteren a, B, y mit 
«’, B, y’ vertauscht, so ist: 


u=—U, v=v, wv =—w 
gyu—s, {=¢, fer 
also: : 
N'p' = — Np, 


d. h. es ist entweder Np positiv, oder N’p'; hitten wir im letzteren 
Falle gleich die z- und z-Axen in die Richtungen der z’- und z’-Axen 
gelegt, so wire Np positiv geworden -— wir kénnen daher das System 
der x, y, 2 stets so wihlen, dass Np und damit hh’ positiv wird. 


Da f und f’ positiv sind, ergiebt sich aus s = /f— f’u?, dass 
die « des Problems zwischen + Vi und — Vi liegen miissen, weil 
fiir dieselben s reell sein muss; wir setzen: +V5 =. 

Wir definiren nun: 

(f — f'w) (g— gu’) — (kh —hW’'u)? = H(u). 


Fiir die w des Problems muss /H(u) reell, also H(w) positiv sein. Unter 
allen Umstiinden ist aber H (w) fiir « = -+- a negativ — und da doch 
zwischen — «a und + a die w des Problems liegen, folgt, dass H (u) 





zwischen wu = — a und u = -+ qa stets zwei reelle Lésungen hat. Der 
Coefficient von ut in (H)w ist f’g'; sein Vorzeichen ist das von 
, c . e.: . 
eer . (€y49 — €,,), so dass H (w) in w—-+oo positiv oder negativ 


unendlich wird, je nachdem ¢,, z ¢,, ist. Danach haben wir zwei Haupt- 
fille zu unterscheiden : 

1) ¢x. > ¢,,; H(w) hat 4 reelle Lésungen, 2 inuerhalb (6 und 7), 
2 ausserhalb — a bis + a (a@ und @). 

2) Cy. < ¢,3 H(u) hat zwischen — a und + 4 reelle Lésungen 
oder nur 2 (6 und y), wo dann 2 Liésungen (« und 0) ima- 
ginar sind. 

Da hh’ immer positiv ist, unterscheidet sich H(-+ uw) gegen 

H (—u) um + 4hh'u, so dass H (+ u) > H (— u); daraus folgt, dass 
im 1. Falle nicht B und y beide negativ sein kénnen, sondern nur 
eintreten kann : 


a) fg—K>0 pete b) fg—W <9 
a<— ax p0<y<+a<d a<— ax 0<pcy<tacd. 
Dasselbe folgt, wenn im 2. Falle « und 0 imaginiir sind; giebt es 


aber in diesem Falle 4 reelle Lésungen, so folgt nur, dass nicht alle 
4 Wurzeln negativ sein kénnen, also nur eintreten kann: 
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(a) fg—h? >0 (b) fg —h? <0 
—acacpcy<0<d<+a —acacpcocy<d<+ta 
oder oder 
—aca<cd<pcy<d<+a —acdcacpcy<d<+a. 


Um nun w« und » durch #-Functionen auszudriicken, haben wir 
die Ausdriicke (C) fiir ¢ und @ zunachst auf Normalintegrale zuriick- 
zufiihren. Es sei: 

Se ee ee a 
Ci - VH (u) 

Wir wollen nun den ersten Fall: ¢.. > ¢,, 2a Grunde legen; es 

liegt dann wu zwischen 6 und y, wenn @< <y <0 die reellen 


dw. 








Lésungen von H (uw) sind, und um —— in ein Normalintegral zu 
u 
verwandelu, geniigt der sogenannte 1. Fall der Gudermann’schen 
Transformation: 
—F . £2 22. 
w—a y—a 
Entsprechen sich nun: ¢ = 0, w= 6, also z=0, so giebt diese 
Transformation : 
° 6 —@& ra Fd 
“= —— 
1-7-8 2 
y—a 
du 1 dz c 
lw = —_— = a ee Pt 
= VH(u) & Viai—#) (i— RA) C14 


i calahainepcnita ind adiseldlcae y¥—-6 d—« 
é= V0 9 vy—«)(6—B), P= =. axe 
= sin am ¢éw = — sinameé oa .. 


Die quadratische, Gudermann’sche Transformation war hier vor- 
zuziehen, weil eine lineare Beziehung zwischen uw und z bei Umformung 
des Ausdrucks 

: F (2\dz 

, ie Viai—z)(1— kz) 
e 
auch trigonometrische Integrale liefern wiirde, da /’(¢) nicht nur von 
2? abhiingig wire. Fiir unsere demgemiiss gewahlte Transformation 
definiren wir noch die Gréssen 

y—a 

y—6 


=y und 2? =z, 


so ist: 


—EazZ 
95 ae 9-82. 


i—* 
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oe (6n—ax){(n—2x) h—h' (Bn—ax)} 
u? 





sp— ed 
SY f(n—2)?—f (By—aa} 


_ a(h—h'a) (x —&) (w—§) _ a(h—h'a) 
—"f-Fe @—a)e—) ~ fre FF) 


worin gesetzt ist: 


bah é @; arr f—f «B+ («— Bp) Vif on a—B y—a 





ins, thea — @-e 7-6’ 
h—W'B f—f'«B—(a—B) Vif, _ ath y—« 
eae Kah 1= f—-fa ae a-+ay—p- 
Also ist nach den Differentialgleichungen (C): 
=a) u(h—h' u) dw % du 
7 ‘eam (<.) f—fe VHw) Cog P VH(u) 
(C,) | eu a(h— -hi'«) F(z) dx _% p dz 
=(; f—f «& 2e Vo(a) Ce 28 Vo(a)’ 


worin: 
gy (v7) =a (l—2)(lL—F 2). 

Um dies auf Normalintegrale zu reduciren, miissen wir bekannt- 
lich — fiir das Verfahren und die hier benutzten Bezeichnungen sehe 
man: Kénigsberger, Vorlesungen iiber die Theorie der elliptischen 
Functionen; Lpzg. 1874 Bd. I. 8. 263 — einige Reihenentwickelungen 
machen und in denselben die Coefficienten der negativert ersten Potenz 
suchen; fiir diesen Zweck bedeute [f(2)] 1 den Coefficienten von 


z=—a 


1 ° ° . ’ : . —_ 
a oe der Reihenentwickelung der Function f(z) um xa; definiren 


wir mit dieser Bezeichnung dann die folgenden Gréssen: 


al. -~ FS). 
Ve®l) 1 ~’ Wows. ¥ 


t—2a t—y7 
[za yi] ~t FS, (rsa _ 
Vo0) Veo], ~ © Wow) ool,” 
(x) t— t 
L=ik+l,— 
E ‘(t) (tat ake "ze * tdt ] Be 
Vol), Vol 1 Vo Oy Vo®l, ° 
a i ; 


K = kg +k, — ky 


Fit) __ dat dt i eins 
Wot, Taree 1 — Lye (t— Vel sail 


t-2 t 
@ re) 


f (@) = fq (#) +f, (@) —f, (2), 
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F@dze _, Volu)dax_ Voda 
Vo@) =” @—=)Vo @ * @—2Vo(@) 
2 ada ke 
L— —-——- K> d 
+L FG ED wt Vor). 
Die saat hg geben nun: 
cx Vo(@) = SOE) | o Vo) = SO 


ut, oR » fF (@) =. 


Die ersten zwei dieser Gréssen lassen sich umformen in: 


ca V9) =a Sab (ets — ote 


Qa a-a@ h—h « 





oy VOM) = 0 Fe Et pre *)- 
Beachtet man dann noch: 
ae—6) __1_ eB y/y=e 
Qe Vig g 7-8 re add 
so erhailt man aus (C,): 
do= 1 {a= 6)/ (i dz h+h'a dz 
C,) Vio \y—6! 8—B\a—a)? @—mVRE) | tay VRE) 


+ yaaa F ma . raat 


Hiermit ist m durch drei Integrale Esa RG die wir auf #-Fun- 
ctionen zu reduciren haben: 





Wenn, wie hier: 


so ist (s. Siiciiiaedam, Vorlesungen 8. 421): 


2 wae 
‘de int ame, OU 2K 
JwounrEe =—?o snama © e, (ete 
0 Nien. 
a 
4% (ox) 





»% (sx) 
* asi) % (=| 


— k? sin? am a - w 143% 





* wobei a = a rd = fy eonctnt ist. 
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Diese so definirte Grésse « haben wir, und zwar fiir den hier an- 
genommenen Fall ¢,, > ¢,, naher zu betrachten. 


In unserm ersten Integral ist 


4 = Ve = ft 


Bei ¢,. > ¢,, beweist man leicht: 





l<n<cy 


——@ 


namlich aus: —f < 1 und daher S— a—6 > = 8 
ya ee denn: d>a>yp. 


und aus: = w—F< 1 und daher $— —> = 
Ist nun a = 2Kw, und w, = — + + w,', wobei t = —% aus 


1 
K = jest =f ra 


bestimmt ist, so folgt: 
ag dz 


aka J Ew 
0 


Um aber ein #-Argument zu erhalten, dessen obere Grenze < 1 
ist, setze man einmal w,’ = w; — 4, so giebt die Formel: 


sin am 2Kw, = sin am (2Kw, + K) = cos am 2 Kw, 


A am 2 Kw, 
Vas i 
2 
2K w, -S vis 
und setze man weiter w, = — Wi, so giebt die Formel: 


;' a/a—y 8—6 
itn (2Kw,; k) = sin am (2K wyi; k,) = V 2=% 5—*; 
a—y J— p 
c= —p d-y 
Va—# 0h 
0 











worin © ——_ ——— Sos 


= a Y = = é—y" 
Durch die bekannten Substitutionsformeln der #-Functionen er- 
giebt sich nun fiir dieses Argument w,: 
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z ‘ w 
a o vag ** O(wgi) 4 9 (nit 2) 
2_-)VRi) 2 OB? 9,(w, i), (wi) O,(w,1) - wo 
J (2@*— 2) V (2) Oo SIM 2\n s\n a, (w,i ox) 
+e {3 @,° (w,,t) 1 a@)g4,(w,i) __ of en) 
a 8, (w,, 1)F,(w, t)#, (wt) 2K d (wt) @,? 4," (wt) 


Besonders zu beachten hat man bei dieser Umformung nur: 








w—a 
1 lg ™ ae oO a — ; 2) 
2 5 @, Wt 2K 91 (w/ +59 
2K 2K. 
w dige” **9(w,) wi , adlg@,(w,) 
2K dw, v= + 2K * eer ? 
so dass sich in der Addition die imaginiren Glieder fortheben. 
: a+6 y—e 
In unserm gweiten Integral ist 4 = ean <0. Hier geniigt 
es also a. == 2Kw, und w, = — + — w,i zu setzen, so folgt: 
Vote y—«@ 








a+y p—a@ . 
pat fp pow md 2K ey — / Ws 
und sonach: , 
( dz = 1 oe 8,3 (wy i) , 1 (writ+gR) 


fe \VRiz) 2 B® Hy (wyt) Py (wy t) 5 (wy?) ame 
« ( % a, (wy: 2K: 





j 3." B,? (wy t) 1 dig ,(wyit) B? Fo?(wyt) 

‘er F, (wy t)F,(wyt)F,(wyt) 2K = d (wy?) + 3,2 rE 

p ist damit fiir den Fall ¢,. > c,, bereits auf #-Functionen reducirt. 
Wenn c¢,, < ¢,, und dabei alle Lésungen von H (uw) reell sind, so 
hiitten wir entweder, wenn uw zwischen a und # lige, den sogenannten 
3. oder, wenn wu zwischen y und 6 lige, den sog. 4. Fall der Guder- 
mann’schen Transformation anwenden miissen; um indessen die alte 
Transformationsformel und die iibrigen durch die Lésungen a, B, y, 0 
definirten Gréssen auch in diesen Fallen beibehalten zu kénnen, brauchen 
wir nur die Lésungen von H (w) in anderer Folge zu benennen, und 
zwar miissen wir setzen: 


— 








A) im ersten Falle: —a<Bpcy<@cac+ta, 
B) im andern Falles —a<d<a<cBcy<+a.. 
7, . an Oe 2s tat. ce: 
u untersuchen sind dann z Se oo und x° <0 sae Im 


Falle A) sind diese beiden Gréssen negativ, da y — a@ es ist. 
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Falle B) ist l<a< " wie bei ¢,, > ¢,,, und ebenso 1 << 4 < z 
Es kénnen daher immer beide Integrale in eine der Formen gebracht 
werden, die sie fiir c,, > ¢,, haben. 

Ganz anders miissen wir verfahren, wenn das Polynom H(u) zwei 
imaginare Lésungen hat: «—a- bi und d =a — bi, was nach 
Friiherem nur bei ¢,,<¢,, méglich ist. In diesem Falle ist eine Trans- 
formation niitzlich, die einen Modul 4 liefert, dessen absoluter Betrag 
= 1 ist, und dies leistet der sog. 3. Gudermann’sche Fall: 

e=4V—TIVG—9)O—f), P= PE 5. 
Setzt man nimlich: 


(y — a) (6 — B) = (y — a — bi) (a — bi — B) 
= (cos m + isin —) 


cos ma =k, sin-2 <= ky ‘ 
so folgt: 
e=4V—foek+h,i) 
. k—tk,\? 
ine (se 


Wir suchen dann & statt 4 als Integralmodul einzufiihren, und 
zwar zunichst sin am (wv; 4) und ihre Perioden 4Z und 214 durch 
sin am (wv; k) und deren Perioden 4K und 2K’: auszudriicken; es 
wird nun durch die Transformation: a, = 1, a, =—0, b, = 1, b, = 2 


(s. Kénigsberger, Die Lehre von der Transformation, der Multipli- 
cation u. s. w. §. 61) der Multiplicator a =k, + ik, daher: 


K=(k,+ik)C, ik’ =(k, + ik (C+ 2iC) 
via om [e (I, — ik); ey | es (ky — tk) sin am (v0; k) Aam (v;k) 


k-+k,i 


1—k (k+ik,) sin* aim ( (v3 k) ; 
ferner wird durch: 


a,=0, a, =—1, i —1, df, —0 
(s.. Kénigsberger a. a. O. S. 28) der Multiplicator a — — i, daher 
bei v (k, — ik) = wu und iieke =C: 


sin am (wi; ¢,) = itn (u, c), 
d. h. da c, = 4 einfach: 


Cu BF, ns ? 
K =—(k, + ik L’, iK’ =— (&, + ih (Ll + 2iL) 
oder: 
= SE Li =ik (k+ih,). 











Sei 


mit 


Da 


80 
st 















Bewegung eines Rotationskirpers. 


Ferner kénnen wir die #-Functionen mit dem Modul 1’ in solche 


1+ 1 


mit dem Modul — = oder —_ 


umformen nach den Gleichungen: 
—ine’® 1 
®(; c)—e* C- 6, (2;— +) 
, —— ‘ v 1 
& (v, t)— e * Cc. (2;— 3) 
8. (vo: ¢) = in 6-8 +) 
1 (0; ¢) =—te os” eater 
ine’ 1 
8 (v; Tr) = e * C-% (2; — =): 
Es wird dadurch: 
wt 
92 (Ws its sri?) 2aw o(-+ tory i z 
te Ae ee ee 
o,(w,i— # 2L' ‘) @(=-— sky’ Ls 


Das Argument w, ist nogh zu untersuchen; wir haben zunichst: 




















2L¢ =—=2iL' = — ete 
V—f9e 
w _ _ whl—f¥e _V—-ge, 
ene - | 4Ke in * 
Ferner war: 
aV2 
dz 
Wzi = — Ww, — 2Lw, = a 
2 4s Y Va—a(i—-#e 
Wyt ee 1 3. 
:*~ ey Ay W + % 
abe eal The 
a an eet ok ae dz 
‘ v 2L }Va=#) ya — att) 4Ke |} Va—#) (i—2224) 
0 
Die itil ’sche Substitution war: 
wt 
- y= Bue’ 


so dass sich entsprechen z=0, wf und z=)//a, u =-+ a, d. h. es be- 
stimmt sich v, aus 
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- wi, mo. ie . 8 
9 (wxi+ 2L' v) 2xw sts ‘e ter? . 7) 





o, (wi ie) EF tine a 1) 
— ca =" °° -¢ 
V—ge,.—1 
£° xtw, + Ig +, 
& ». ( —— Ge ». — 1+ 
0 \ 2 — S = t; 2 
wobei gesetzt ist: 
Wyt We 1 ‘ 
se aie. 
atten cme 
Kv, —V—9fe (du 
V A(u) 
7 
Den Winkel g kénnen wir sonach in allen Fallen auf #-Functionen 


reduciren. 


Leicht findet man mit den eingefiihrten Bezeichnungen: 
w ° w ° 
_ #2(w) ** Gx + wri) 2S — at) 


a— a a,? (0,4) d, (5+ 0, )o, ad Pr ) 


a+ u we 3? (ws) 4, (c+ Wy i) a, (= — Wy i) 
Fe BOD ate lao ) 


wa Oe sali 
wobei sin? am 2 Kw, = a 


rn ist; dies Argument ist verschieden um- 


a—t 





zuformen: 


I. Bei c,. > ¢,, ist immer =<. > a also zu setzen: 


of 
d—a 
—-* ; +w;  2Kw! = I iy 


0 
Il Bei ¢). < ¢,, und 4 reellen Wurzeln ist im Falle 




















Bewegung eines Rotationskirpers. 








A) — <0, also: w, = — = — wit 
Ya 
J ve 
‘ # ale a. Sw 
Say V(i— 2) (1—k,22*) 
0 
B) * 35> 1, aber < — also: w, = — 3 — Ww, i 





2 Kw, ae ost ES: 


III. Bei ¢,, << ¢,, und 2 imaginiren Wurzeln entsprechen 


z=0, u= 6 und 2” = u = oo; man setze demgemiiss: 


Ws V—g g fe "ns 
2Kv, = = J Vx) 


oo Ses 


“ 


Mit Hilfe von a — uw und a + w ist direct Bee 
; s =f’ (a— u) (a+ 4). 
Ist b= + V4, so lassen sich auch 


h—hu 
ve A 


2 == g—guw=—g (b—u) (b+ 4) und cosy = 
leicht finden. 


sich 


Die Lage des Kérpers zur Zeit ¢ aus m und w kennen zu lernen. 


Die zweite Hialfte der in der Kinleitung erwihnten 12 Gleichungen 


lautet : 
oT oT 
Oa + % ate om =A 
2 oT 
6, = + po + By or 
11 or + 9, SX + 95 =C 
(D) 
oT oT 


& 5p + % Fg t a, 97 —A+pC— yB 
An tha + pce tet — 2? 
1 oo te Gat 0s Sy =f +aB—6A, 





worin A, B, C, A, B, f Constanten sind, zwischen denen die Be- 


dingungsgleichungen existiren: 
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4244+E2BP+C’=M 
AA+ BB+ Cr=N. 

Ohne das Problem zu beschrinken, kann man B= 0 und C=O 
setzen, wodurch nur der §-Axe die Richtung einer Geschwindigkeit 


mit den Componenten (53), (5) . (Fo) gegeben wird, und ebenso 


kann man B = 0 und [f = 0 wihlen, wodurch die bis dahin nur der 
Richtung nach bestimmte §-Axe parallel sich selbst verschoben wird. 
Statt durch die 9 coss. aBy mit indd. wollen wir die Lage des 
Kérpers nun durch 3 Winkel ©, ® und ¥ bestimmen, die wir definiren 
durch die Substitutionsgleichungen: 
a, = cos © 
a, = — sin ® sin 9 
a, = cos ® sin 0 
B, = sin ¥ sin O 
B, = cos ® cos ¥ + sin ® sin ¥ cos O 
B, = sin ® cos ¥ — cos ® sin ¥ cos 0 
¥, = — cos ¥ sin O 
Y. = cos ® sin ¥ — sin ® cos ¥ cos O 
Y, = sin ® sin ¥ + cos ® cos ¥ cos O. 
Setzt man dann in System (D) den Ausdruck fiir 7’, wie er fiir 
Rotationskérper gilt, ein, so folgt: 


1 , 1 
cosO =] eu, sNO={Cys8s, O= - +9, 


d. h. 8 und ® sind bestimmbar durch die bereits berechneten Gréssen 
u und g. Nicht ganz so direct ist dies fiir Y zu erweisen; es er- 
giebt sich: 
ay Ah—h'u h—h'u du 
Bere ot M8 Ka 
Auf Normalintegrale reducirt ist daher: 





Ff Ya—a @—a2)VRe + ate (@—y)VRe) 


¥ enthilt daher nur bereits berechnete Normalintegrale. Schreibt man 
den Ausdruck (C,) in der Form: 


— 1(«—86) on AFH dz 
—— ae (%: + 92) + 93 Wo: ‘A = (aap fez VR’ 
(yD 


avy = 1 (h—Wa dz h+ha dz ' 


so ist 


W =F {(a— a) g + (a+ @) 9} + const. 


















Bewegung eines Rotationskirpers. 
Die Integrationsconstante lisst sich aus der Gleichung 


const = arc (tg —— 4 
1iJ/ti= 


zu © bestimmen, wenn man die Richtungen der y- und £-Axen 
passend wihlt. 


Die Lage des Koérpers zur Zeit ¢ wire also vollkommen bekannt, 
wenn man noch a, 6 und y berechnen kénnte. 6 und y ergeben sich 
als Functionen von uw, s und ¥: 


Ces TH) 


y= a fexscrse(h— Ow) coacra pst sin ¥ + 4 ) cos W 
aes fei C5 (h — hu) _ C55A VH(u) ~~ Cia Con PS cos Y- 
A? | 8 8 A? 


Die “Berechnung von «@ lisst sich aber nicht so direct ausfiihren; aus 
der Gleichung: 


- = a,u + a,v0 + aw 
erhilt man: 
da A 1 u 
dt Cr ( — €44 (C4, — C9) a)? 
7 du 4 Cy — Cog wd 
da a= é ii “22 » 
— Ver VH(u) + F Ce VH(u) 


Auf Normalintegrale reducirt wiirde das 


d. h. 


‘wdu 
VHw) 
auch auf ein 3'* Integral fiihren, aber mit dem Coefficienten 


Vy —«) @—# (terres 


multiplicirt; weil aber H(w) kein Glied mit «* enthilt, ist 


a+B+y+d=0 und wird daher: 
_ (Vif , K\ as Li #dz _ ene 
da = ( & + & ) VR(z) + ® VR) d(ef (2) VR (2)), 


worin 


Ko P—OC- 9) _ ge, Be #6 fh 


P (y — «) (8 — 8) 1 
f() = 29 








Wir brauchen also nur 


75 und ef (2?) /R(@) 


Mathematische Annalen. XII. 








we eer aa eres: Se Gp oe = me em ee 





es TNS Oe 
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durch #-Functionen auszudriicken. 









Atrrep Kércxe. Bewegung eines Rotationskérpers. 








Mit der Bezeichung 


1 
_ (dz 
VR(z) 
0 
ist aber. bekanntlich: 
fe td: J ree 1 d lg #, (=x 
VR « ke dw 


2K) (x) (RK) Cd 
938 9 (3) (e+ 9x) %1 (ZR) 


Die Integrationsconstante fiir « kann man beliebig wiihlen und damit 
tiber die Lage des Anfangspunktes des £, 1, €-Systems entscheiden. 


— ef (2) VR(e) = 


Hamburg. 














Les fonctions métriques fondamentales dans un espace de 
plusieurs dimensions et de courbure constante. 


par Henry pv’Ovipio a Turin. 


Depuis 1873 j'ai publié différents travaux sur la Géométrie métrico- 
projective (voir les Annali di Matematica et les Actes des Académies des 
Lincei, de Turin et de Naples). Je remets 4 une prochaine occasion 
de rendre compte de ces travaux, ainsi que d’autres publiés récemment 
en Italie sur le méme sujet. Aujourd’hui je donne un Résumé d’un long 
Mémoire lu & Académie des Lincei (Séance du 8 Avril 1877), dans 
lequel j’ai traité d’une maniére tout-i-fait générale la théorie des fonctions 
métriques pour les espaces (Mannigfaltigkeiten) de plusieurs dimensions, 
sur la base de la dualité et de la projeetivité. 

Les définitions que l’on rencontre dans les premiers numéros sont 
nécessaires pour l’intelligence de ce qui suit, et dailleurs elles ne 
présentent aucune difficulté. 

§ I. Considérons » variables, dont chacune puisse prendre les 
infinies valeurs réelles; et fixons notre attention sur les rapports de 
nm —1 de ces variables 4 la derniére. Chaque groupe de valeurs de 
ces rapports constitue un élément d'une varicté (Mannigfaltigkeit) de 
oo"—! éléments, ou bien un point dun espace de n — 1 dimensions. 
Les valeurs correspondantes des n variables sont les coordonées homo- 
genes de ce point; on peut les multiplier toutes par un méme nombre 
arbitraire. 

Le point qui a pour coordonnées 2,,--, 2%, sera représenté par 2. 

§ Il. vr points 2’,--, 2 étant donnés (r <n), le lew des points 

Vai +--+ arar (d'--d indéterminées) 
est un rpoint, que nous désignerons par R ou par 2 -- a’. C’est un 
espace de r — 1 dimensions, partiel par rapport 4 l’espace proposé de 
nm — 1 dimensions. 

Un point x appartient 4 R lorsque les équations 

a + Wai +++ + dae = 0 (i= 1- +n) 
sont compatibles entr’elles, ce qui exige » — r conditions distinctes. 
26* 
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R est déterminé par r points, avec la condition qu’ils n’appartiennent 
pas & un méme (r — k)point (k = 1, 2--), ce qui exigerait (n —r 
+ 1) conditions. Au lieu de z,--, 2 il est permis de prendre r 
autres points 
Ma +--+ ara, wae--+yrr,---, 
pourvu que’ le déterminant 2 -+- d4’u"-- ne soit pas zéro. 

Un ipoint n’est qu’un point simple, un 2point (ou bipoint) 
s'appelle aussi une droite, et un (m—1)point un plan. Un mpoint 
c'est tout espace proposé. 

Chaque point x de R satisfait & n — r équations linéaires 


(1) fa, +--+ Evan 0, §,"0, +--+8,"4, =0,-- 55 


ce sont les n — r équations de U rpoint R. On peut les remplacer 
par d’autres de la forme 


(ME HAE Hate + EY HUE” ++) = 0 
(WE! mE +a te + Whe + w+ +.) m= 0 


pourvu que 2-+ d’p”-- ne soit pas zéro, 

Une seule équation représente un plan. 

Un rpoint peut étre regardé comme lenveloppe de ses co"—"~! 
plans, et alors il regoit le nom de (n—r)plan. Une droite est un 
(n—2)plan, un point est un (m—1)plan. 

Les multipoints et les multiplans constituent les deux systémes de 
formes fondamentales , qui se correspondent deux & deux suivant la loi 
de dualité. La droite et le biplan sont de la 1'* espéce, ete. 

§ Ill. Un rpoimt R et un point RF en général n'ont pas de 
points communs si r-+7 <n, et ils ont un fkpoint commun si 
r+r=—n+k (k=—1,2--). Mais R et R’ peuvent bien avoir un 
k point commun quoique r+ 7 <-+k, et les conditions pour que 
cela arrive sont en nombre de (n-+k—r—r)k. Dans ce cas R 
et R appartiennent 4 un méme (n+ k — r —?r’)point, c’est-a-dire 
que, considérés comme des multiplans, ils auront un (n+ k—r 
— y’)plan commun. 

Les conditions pour la coincidence de deux rpoints ou (n — 1)- 
plans sont (n — r)r. 

Dans un méme rpoint existent co-")” r'points (r > 7’). 

§ IV. Ilya des droites qui passent par un point’ donné et coupent 
R et RF’ en deux points différents, 1° si r +r —n+k (k=O, 1, --) 
et que R, Ff aient un kpoint commun, 2° si r+ r <n+k et que 
le point donné tombe dans le (r + r’ — k)point K’ déterminé par les 
points de R et de R. 

En général il y a des droites qui coupent simultanément en points 

















Sur les espaces de courbure constante. 
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distincts un rpoint, un point, un (m — r)point et un (m — 1’)point; 
le nombre de ces droites est le plus petit parmi r, 7,» —r, n — 1’. 

§ V. On peut associer deux & deux les rpoints et les (m — r)- 
points en posant entre un point « de l'un et un point y de l'autre 
la relation réciproque 

LyY, + +++ Lapp = 0. 
En d’autres termes, si les équations (1) représentent » — r plans d’un 
rpoint, les points (&,’ - - &,’), (&,"-- &”), -- - détermineront I’(m — r)- 
point associé. Chaque point de l’un correspond univoquement 4 chaque 
plan de l'autre. 

Un rpoint R et un r point R’ ne sont pas, en général, renfermés 
dans un méme multipoint lorsque r + 7° > » — 1, et ils sont renfermés 
dans un méme kpoint lorsque r + r° =k. Lors méme quer +r > k 
ils peuvent bien se trouver dans un méme kpoint, mais cela exige 
(r + r — k) (n —k) conditions. 

Par un r’point donné passent co’—”) ™—*) rpoints. 

Dans tout ce que nous venons d’exposer on peut échauger entre 
eux les deux éléments point et plan. 

§ VI. Etant donné un rpoint R au moyen de rpoints a’ - - a7 
ou bien des équations (1), les déterminants des deux matrices 


“ile: (fi ++ Se | 


|. a ea x ot eee p| 
sont proportionnels; et si l’on pose 


r n—r 
, ee. pt , n—r 
%% ..e = MH... = > + %-- x, ’ E..e=h,e= > + & os é. ’ 
on trouve 
%..c? &a..¢ = constante, 
b--cd--e désignant une permutation positive de 1--n. 
n--(n—r-+1) 


17 “me n 
Les quantités 2, __, différentes en valeur absolue sont(,,) ae tee 


° ° nw 
ainsi que les &;..... Entre les 2... passent (;) —(n—r)r—1 re- 


lations, ainsi qu’entre le &;..,. On emploie les 2... comme les coor- 
données homogenes de V rpoint R, et les &... comme les coordonnées 
homogénes de ? (n — r)plan R. Les rapports entre les 2... demeurent 
constants lorsqu’on y remplace les points w -- par d’autres points de 
R, ainsi que les rapports entre les &;... lorsqu’on y remplace les plans 
Ea, -+--=—0,--- par dautres plans de R. 

Les coordonnées d’un plan &,2, +--+ & 7, =O sont &, - - &,. 
Cette équation représente le point z comme enveloppe lorsque z, - - 
sont donnés et &, - - variables, 
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§ VII. En désignant par 7..,,--- et #1,., +++ les coordonnées 
dun rpoint et d'un ‘point, on peut exprimer en fonction de ces 
coorgonnées les conditions pour que les deux multipoints aient un 
kpoint commun malgré que r-+r <n-+k. On trouve 


+ 
Be (—1)* %..ca..¢ Yo..cs..g = 93 


ici b--c, d--e, f--g sont des combinaisons de kK —1, r —k +1, 
r —k-+- 1 (tous différents entre eux) parmi les indices 1 --n; b--¢ 
ne varie que d'une équation a l'autre, tandis que d--ef--g subit 
une permutation d’un terme & l'autre dans la méme équation et « est 
le nombre des inversions dans chaque permutation. 

Les relations entre les coordonnées d’un méme rpoint sont de 

4 la forme 
Lp. .cde Ly. .ef9 + Xo... caf X..¢ ge + LM. .cag %M.. cof = Q, 

b--e éant r— 2 parmi | --m et defg quatre des indices restants. 

Il s’ensuit que les rpoints existants dans un espace de n — 1 
dimensions sont les éléments d’un espace de (n — r)r dimensions, qui 


n’est qu'une partie d'un espace de ()-! dimensions, et qui est 
— n , : , 

caractérisé par (,) — (n—r) — 1 équations entre les coordonnées de 
chaque élément. 

Les mémes considérations s’appliquent immédiatement aux multiplans. 

§ VIII. Soit donnée une forme quadratique 

as, . 
A,; = > Aipkitp (t, p= 1+, Aip = Gyi): 

les co"~? points caractérisés par |’équation A,, = 0 forment ce que nous 


appelons, d’apres Cayley, Vabsolu des points de l’espace a n — 1 
dimensions. 


Soit a le discriminant 2 + a,, - + dun de Azz, et posons 
1 @a 
ee da;,’ deena > TE M4, * + Onn} 


. ee 
a da;,° 


nous aurons 
et si nous posons, en général, 


> > 
Gij..,9¢.. = + Gip Gjq..; Qij...pq.. = Ht Giptje..; 


il vient 
1 


1 
iy. ..9¢.. = a Qki.., rs..9 Qi... pq.. = me Qkt..,rs..9 


ij--kl-- et pq--rs-- désignant des permutations positives de 1 - - n. 


Ay = an Gi» E:Ep 


La forme 
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est la réciproque (adjuncta) de A,,, & cause des relations indiquées 
entre les aj, et le ay. 
Considérons maintenant les deux systemes de formes quadratiques 


v v y y 
A,, = > Qi; ..,pq.. Vig. .Upgq..y ss | we Des. ,90.. biy..bee.. 
rx > 


(v= 1*), 2,--n—1), 
ou l'on peut remarquer que les discriminants de A,,, A, 


y 
xu é 
oe (" —1 
. cad aa 
ia , a : 


Si l’on suppose (ce qui est permis) que, pour un méme vpoint 


sont égaux 


wre 


v n—v 
ou (n — v)plan 2 ou &, on ait toujours 
v n—v ~ 
viy..2br.. =Varl=1:Ya, 
on aura 


A ro = A n—v n—v* o 
2x 


Et en général, si l’on forme les fonctions bilinéaires 


v v v v 
— ? 
A,, = > Qijy .,pq..Vij..Ypq..> A,,= > 43. :,5¢-3 by... Ives 
ay — Ey 
on trouve 
A sy = A,» n—V) 
xy ¢ 9 


v v n—-vn-—v 
en supposant que xz, y se rapportent & deux vpoints et §, 4 aux 
mémes vpoints considérés comme des (n — v)plans, 
§ IX. Les deux substitutions réciproques 
1 OAs i 0A,, 


{y= 2 08, ; i= 2 Oa; ? 


qui servent 4 transformer A,, et Age l'une en l'autre, établissent une 
correspondance univoque entre les points et plans dans l’espace pro- 
posé; nous appelons conjugués un point et un plan correspondants. 

Les équations d’un plan & et d’un point 2 conjugués seront 
respectivement 


> Ea; = 0 ou Pa == (), a! & = 0 ou Agy = 0. 

Les plans conjugués aux points d’un vypoint enveloppent un vplan 
ou (x — v)point, dont les points ont pour conjugués les plans du 
premier; ces deux multipoints sont appelés conjugués. Ils n’ont pas, 
en général, de points communs. 


*) Pour y= 1 on retombe sur A,, et Age — Il faut remarquer que dans les 


xz 
groupes ij--, pq-+ Vordre des indices est indifférent, pourvu que chaque groupe 
ne soit pris qu'une fois seulement. 
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Deux points xy et leurs plans conjugués & y étant donnés, on a 


Azgy = Agy = San= Sku = — : GV *)= oy ~ (2), 
en faisant pour abréger 
00-24% % 
00-2 & - 
(ef . «)— EA eo om 
yy -: WM * 1 2° |’ 


| 

| ¥2 Yo * %2y %_° | 
Foes i | 
' 


Et en général, si les points zz --, yy’ - - déterminent deux vpoints, 
et leurs plans conjugués §&--, »y'-- déterminent les deux yvplans 
conjugués, on a 


Dt AsyAvy = Ce a «)— Avy 


—1) 
—— >+ Az y Ag vin ox & — a = vk 


Pour v > n-ces déterminants sont nuls, et pour v = n 


>'+ AygyAgy++ >= +40, ‘2 y+ YiY2 >> + = ete 


Les formes A,,, A,, sont aussi réciproques; on les transforme 


22 && 
Yune en lautre au moyen des substitutions 
OAvy OAvy 
eS Me RE Ser 
%j..= 7 x Pa Ph wae 
O€:;.. Ox; 5. 


x et & se rapportant & un multipoint et un multiplan conjugués. 
§ X. Soient xz, y deux points donnés, et 4,2 + wy, A,” + wey 


deux points de la droite xy; “s : ‘a sera le rapport anharmonique de 
ces deux couples de points. Le logarithme du rapport anharmonique 
des points x y par rapport aux deux points ot la droite x y coupe l’ab- 
solu Azz = 0 , divisé par 2 }//—1, sera la distance entre-x et y; et en 
la désignant par (xy) on aura 





yt. . 2+ AzzA, 
cos? (x4 —*__, sin? (xy) = —=——*-"*. 
( y) = AzaAyy ( y) " Asa dgy 
La fonction (xy) a pour période a = 3,141---; on choisit toujours 


la valeur comprise entre 0 et z. 
Pour trois points situés sur une méme droite on a (xy) + (yz) = (x2). 


*) Le déterminant 2+ Azz Az'x --- peut se nommer le déterminant du vpoint 
Lu oom 








ay 
infi 
dro 
au 


est 
aus 


int 


eu 

















Sur les espaces de courbure constante. 


409 


Le lieu des points orthogonauz ai y est le plan A,, = 0 conjugué 
& y; point et plan orthogonaux. Les points de l’absolu sont 4 distance 
infinie de chaque point de l’espace. La distance (xy) est nulle si la 


droite xy est tangente & Vabsolu. Les points communs & l’absolu et 
au plan A,, = 0 sont a distance indeterminée de y. 


Liespace proposé est de courbure constante. Chaque multipoint 
est un espace partiel par rapport a tout l’espace proposé, et il est 
aussi de courbure constante. 


§ XI. Dans chaque rpoint R il y a des points orthogonaux a un 
point donné, et il forment un (r — 1)point. Un point est orthogonal 
a R, cest-a-dire & tout les points de R, s'il est orthogonal a r points 
indépendants de R. 


4s(2r—s— 1) 


Dans R il y aco groupes de s points orthogonaux entre 


eux, et dans l’espace proposé oo : groupes de m points pareils. 

Tous les points orthogonaux & R forment I’ (m — r)point con- 
jugué R,. 

Un rpoint R et un r’point RF’ étant donnés (r > 7’), R ne ren- 
ferme, en général, des points orthogonaux a R, mais il peut arriver 
que RF renferme un /point Z de points orthogonaux 4 R, et par 
conséquent RK renferme un Upoiut L’ (r — r + 1=[) de points ortho- 
gonaux a Jt’; dans ce cas R et FR’ seront appelés | fois orthogonaux 
entre eux. R et R, se couperont suivant L, R et R, (conjugué de 
Ff’) suivani L’. 

R et RF peuvent étre au surplus 7’ fois orthogonaux; alors ils 
sont parfaitement orthogonaux, et R’ est compris dans R,, R dans R,. 

§ XII. Toute droite qui coupe R, est orthogonale 4 R; toute 
droite qui coupe & et R, est perpendiculaire a R (et a R,). 

Il y a des droites qui coupent simultanément R FR’ R, R, en points 
distincts, c’est-a-dire qui sont perpendiculaires & R et R (a R, et R, 
aussi) en points distincts. En général, c’est-a-dire si R et R 1°. ne 
présentent aucune orthogonalité , 2°. n’ont pas de points communs lorsque 
r+r <n, 3°. n’ont qu'un kpoint commun lorsque r + 7° =n + k; 
le nombre des droites en question est r’ our —k (r >7’). Elles sont 
parfaitement orthogonales entr’elles ainsi qu’aux multipoints communs 
a RR R, R, (sil y en a), et elles coupent R RK’ R, R, en groupes 
de points mutuellement orthogonaux. 

§ XIII. Les mémes propriétés ont lieu lorsque R et RF’ ont un 
kpoint commun tout en étant r+ 7° << n-+k, lorsqu’ils sont / fois 
orthogonaux, et lorsque les deux cas se présentent ensemble; mais le 
nombre des droites se réduit alors respectivement 4 7 — k, r —l, 
r —k—l. Nous appellerons toujours @ le nombre de ces droites, 
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§ XIV. Par un point xz on peut mener une perpendiculaire a R, 
et le point y ot elle rencontre R est la projection de x sur R. La 
méme droite projecte x sur R,. 

§ XV. Parmi les points de R y est celui dont la distance a x 
est un minimum; (xy) s’appelle done la distance entre x et R. 

Les @ couples de points ot Ret R’ sont coupés par leurs perpen- 
diculaires communes donnent les distances minima entre les points de 
R et ceux de Ff’, c’est-a-dire les o distances entre R et R’. (On peut 
dire que l’existence d’un kpoint commun a FR et R réduit a zéro k 


‘“ — . - . — . 
distances, et une orthogonalité d’ordre | réduit & — 1 distances.) 
Les distances entre R et R’ sont égales aux distances entre R, 


4 


et Ft,; elles sont complémentaires 4 = 


R et R,. 

§ XVI. Le moment de R et RF est le produit des sinus des @ 
distances entre R et R’, Supposons que les points 2’ - - 2 déterminent 
le kpoint -K commun a RR’, et que a --a’—* et y -- y"~* avec 
2 --g* déterminent respectivement R et R’; nous aurons la formule 
importante 


m (RR) = 


des distances entre RF’ et R,, 


s+ aed... a+ Az'x'.. Ay'y’. ewe... 
a+ Az'x' yy ae a+ Ay'y’.. Ass’.. 
qu’on peut mettre sous la forme 
r “* a * y “* 
MGS: 


m (RR) = ——3 =, . 
(WERE) | (Rb) 


Lorsque r +r =n-+hkh, 2+ Azz. Ayy..Asvz.. se réduit a 


») 


R 
~— 


te, % | MB, 


a {5+2,' ot Yr—k-4t hs Sn—k-41 : Se 
Et si R RF’ wont pas de points communs on a 
+ Ax's’.. Ay'y’.. 

St Ae'e.. Dt Ayy..’ 
dont le numérateur devient a {2-+-a,'--yr4i--f? lorsque r + 7 =n. 

§ XVII. Le comoment de R et R’ est le produit des cosinus des 
distances entre R et Ff’, c’est-a-dire le moment de R et R, ou de 
R, et FB. 

Supposons que R Ff’ svient | fois orthogonaux, et que les groupes 
de points 


m?( RR’) = 


, 


weal out, o-oo , y --yte-o (r —T =r —)) 


*) Le dénominateur se compose des déterminants de R et de R’, le numerateur 
de ceux de K et de K’, K’ étant ’ (r+ r’—k)point déterminé par les points 
de R et R’ ensemble. 








dé 


€ 
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déterminent respectivement L’ L RR’; nous aurons 


at Au' us + Ao'e’ he 


2 4 estate odin _ i > fy 2 
= (RR) 3 - Az'x'*+Au'u’ » + Ay'y'** Ao'o'*- sea =+A4 ay’ +}. 


. 


Voici quelques autres expressions du comoment. Si R FR’ n’ont 


pas dorthogonalité on a 
0 -0 Aysz -Ayz 


tin 0-0 Ay: Arse | 
em? (RR) = ~. = | 
( : ) = + Ax'x':: at Ay’ ” ba A, y’ ° A, A.) . As F 





' 
| Agry Agryr Agrg* Agrar 


et lorsqu’ on y ajoute lhypothése r = 7 
2 > PY {2+t4zy. A,ryr \* 
em? (RR ad Fr Oe ny ae 
§ XVIII. En appelant v. éme moment de R et R la racine carrée 
M, de la somme des produits v 4 v des sinus-carrés des @ distances 
entre R et R’, on trouve 
9 Y I Y v+1 ’ —y U+o—v—1 
M,*?=S,—(,) Srpt +( e )Si42—- +--+ (-1)8 ghee )Se- 
Ici on pose, en gardant les notations du § XXI, 


e 


D(DA Ages: Ay y) (DHA Age gs Ayy Aye) 


Q — “2 2'3 = y'y z 
DD, == _ = = aioe a eS 
f Dit Ax'x'>+ Aste’s> DH Ayy' +. Ase’: : 
ol a --a%-+, gf+-a%-- sont des permutations positives de a - - 2”, 


dans lesquelles les groupes x --, a/-- de @ — v élements ne présentent 
pas d’inversions et 2°--, 27-- en présentent le moins possible. 

Ce que nous avons nommé simplement le moment de R et EF’ serait 
leur 9. @me moment. 

On peut aussi employer la formule 

pouraes 2. Ko, , L4e pli. 
= | Y Y a — 

M?=S, — (1) Sra +4") Sua—+-- +(-1) en Se 

- différant de S,-- par l’échange des y avec les x 

Cela posé, |’équation aux sinus des distances D entre R et FP’ sera 


sin?e D — M,? sin?) D + M,? sin?e—) D— +--+ (—1j¢e MP? =0. 


§ XIX. De méme, en appelant v.éme comoment de R et FR’ la 
racine carrée C, de la somme des produits v 4 v des cosinus-carrés des 
distances entre R et R’, on a 


or — sm — (sven (FF 1) soto —4. 4 (— ee" EF?) se. 
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Ici on pose (voir § XVII) 
gs __AZt Ay, ‘ple A, y: “(St Ay,iyp yy Ay Aycyi ig (2+ Azoy2°*) 


— y+ Aye Ay y? St Ayy Aye 2 ? 
a -- a+ +, a+ -- et y'--ys--, yP--y?-- étant des permutations 
positives de 2 --a’—" et y'--y"— respectivement, od les premiers 


@—v éléments z--, /--, y'--, y? -- ne présentent pas d’inversions 
et les autres le moins possible. 


L’équation aux cosinus des distances D est 
cos?e D — C;? cos*e-) D + C,? cos*e—) D — + -- + (— 1eO,? =0. 
§ XX. Deux plans § 7 n’admettent qu’une seule distance, donnée 
par la formule 
Mi, 
86 Any 
On choisit pour absolu des plans l'ensemble des plans § qui satis- 
font & Téquation As; —0. En nommant rapport anharmonique de 
deux couples de plans d’un méme biplan, &, 4 et 4,§-+ u,y, 4,6 -+ un, 


la quantité = a, et angle de deux plans & » le logarithme (divisé par 
! 2 


cos? (En) = 5 


2Y— 1) de leur rapport anharmonique par rapport aux deux plans com- 
muns au biplan €y et a l’absolu; on trouve que langle de deux plans 
est égal a leur distance lorsqu’on les regarde comme des (m — 1) poiuts. 

Tout ce qui a été exposé au § X s’applique aux plans, avec un 
accord parfait méme dans la nomenclature. 

§ XXI. Il en est de méme de la notion d’orthogonalité établie 
au § XI. Ainsi, un biplan peut étre perpendiculaire 4 un multiplan 
en un certain plan. 

Deux multiplans R RFR admettent des biplans perpendiculaires 
communs (§§ XIII et XIV), et les angles compris entre les couples 
de plans oi chaque biplan est perpendiculaire 4 R et R’ sont les 
angles entre R et R. Ils sont égaux aux distances entre R et 
regardés comme des multipoints. 

On obtient les expressions des moments et des comoments des 
multiplans en changeant les coordonnées des points en celles des plans 
dans les formules des §§ XVI, - - - 

§ XXII. On peut exprimer les moments de deux multipoints R 
et FR’ en fonction de leurs coordonnées 2 ..,,--- et #..7,- °° 


Posons d’abord 


1 
— A,, Ay . 
@ 


xx yy 


Alors, sir-+r’ <n et que RF’ waient pas de points communs, on a 


m? (RR) =o > a. 6... §.1.. Le Ga.. By... 








que 


inv 
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c-+d--etg-+-h-- désignant des arrangements de 1--m, dans les- 
quels les premiers r éléments c-- et g--, ainsi que les derniers 7’ 
d-- et h--, ne présentent aucune inversion. 


Sir+r—n et RF wont pas de points communs, 


m?* (RR) = oa |S) x.ya..\’, 


c--d-- désignant des permutations positives de 1--m (c-- sans 
inversions et d-- avec le moins possible). 
Sir+tr—n+k et que REF aient un kpoint commun, 


m? (RE) = oa > ee Yo..a., U..9..UF.. he.» 


b+. c+. d-- et f-- g-- h-+ désignant des permutations positives de 
1--m, od les k éléments b-- et f--, ainsi que ¢-- et g- -, ne présen- 
tent aucune inversion, et d--, h-+ le moins possible. 

Si enfin r+ 7 <n+k et RRA ont un kpoint commun, 


m? (R R’) = @ > Bo... f.. Ub... ding fon gee bind... Yo. d..Uf.0.9.. Uf...) 


b--c--d-- et f-- g++ h-- désignant des arrangements de 1-- mn, od 
les groupes de k éléments b-- et f--, ainsi que les autres, ne présen- 
tent aucune inversion. 

On a aussi 


S, = @ > W..0.., foe gee UW. dic e.., frches te. %b,.0..d.. Yo.e.. U..9..b.. Uf..%..9 


b--c-+d-+e-+ et f-+ g--h--t-+ désignant des arrangements de 
1--n, ou b-- et f-- (k éléments), c-- et g.. (9 — v éléments), etc. 
ne présentent aucune inversion. 
Il y a des formules analogues pour les comoments. 
§ XXIII. Si R et R’ sont deux r points, ona 
Arr 2 
em? (RR) = 4 4;;" 
zr yy 
Choisissons pour absolu de lespace & (n — r) r dimensions qui a 
pour éléments les rpoints, l'ensemble de ceux rpoints qui satisfont a 
Yéquation A,,—=0; alors le comoment de deux rpoints est égal au 


cosinus de la distance entre deux éléments d’un tel espace, qui n’est 
. ~ fr 4 ‘ 
@ailleurs qu'une partie d’un espace & (") — 1 dimensions, dont on 


ait pris pour absolu 
Axx= > Bis 2 0: Xij.. Xne.. = 0, 


se n , 4... 
Xi..-,+++ désignant les (”) coordonnées d’un élément. 
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Puisqu’on a A,_,,—, = A,, lorsque E se rapporte & un rpoint 
e'" 


zz 


r 

x regardé comme un (x —r)plan, nous prendrons Anar nmr = 0 pour 
g 

absolu de Vespace qui a pour ses éléments les (n — r)plans, et qui 


] ? ° ? . n . ° 
nest qu'une partie d’un espace  (.) — 1 dimensions ayant pour absolu 
Azz = >> Oei.., re. ORI. Ors... == (), 


n . . ° ° 
Les deux espaces de (")— 1 dimensions peuvent s’identifier en 


établissant la relation X;;_..: Z.:..—constante (¢j - - kl - - étant une per- 
mutation positive de 1 - - »). ' 

Liabsolu des points A,,— 0 est l’ensemble des points autortho- 
gonaux, qui tombent par conséquent dans leurs plans conjugués, Et 
Yabsolu des plans Age = 0 résulte de l’ensemble des plans autortho- 
gonaux, qui passent par leurs points conjugués. Lorsque un point 
appartient & A,, —0 le plan conjugué appartient & A:; = 0, et ré- 
ciproquement. 

L’absolu des rpoints est l'aggrégat des rpoints dans lesquels existe 
un point orthogonal & tout l’ rpoint, c’est-A-dire un point qui appartient 
aussi & |’ (m — r)point conjugué, od il remplit le méme rodle. (Ainsi 
Yabsolu des droites est formé des droites tangentes a |’absolu des points.) 
Chacun de ces rpoints R renferme co’? points de A,,—O, distribués 
sur co"—* droites (ce sont deux pour un tripoint) issues du point X 
orthogonal a R, et toute droite menée par X dans R touche A,, = 0 
en X. On dit alors que R est tangent & Pabsolu des points en X. 

R pourrait bien toucher A,,—0 suivant une droite, un tripoint, ete. 

Tout cela s’applique aux multiplans mutatis mutandis. 

§ XXIV. Désignons par sin? (z’ -- 2) le déterminant 

a Bt, Ay 
Pn - cos (a'a) - - cos (a 2") = —| a | 
zx zz 
on peut appeler (z’ -- 2") l’amplitude du groupe des points 2’ - - 2”. 
Elle se réduit & zéro pour r > m et & lunité pour r = 1. 
Posons encore 
sin? (RR --) = }’+em(RR) em (RF R)-- ., 
od il faut remarquer que les comoments deviennent quelquefois des 
simples cosinus, p. ex. si RR’ - - - sont des plans. 

Voici maintenant quelques théortmes analogues 4 ceux qui se rap- 

portent aux triangles plans et sphériques, aux tétraédres, etc. 


1°. Deux groupes de r points # -- 2", y -- y” étant donnés, on a 











sin 


et 


Yo 


ob 
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sin (a --) sin (y’--) em(a’--, y= + cos (a y’)--- 7 aa A 
et en particulier 
sin (a -- a”) sin (y+ + y") = a + cos (2’y’) - - cos (a y") 
ZEN RM EEW 
{Ayg Ayy ha 
2°, En divisant r points en deux groupes 2 --a*, vt+!..a7, on a 
sin (# - - a”) = sin (a - - 2) sin (a+! -. a”) m (a -- a, atl... a); 
et en les divisant en trois groupes 2 -- at, gt+1.. a5, gtt!.. ar, 
sin (x - + wv) sin (a - - a”) 
==sin(z’+-vtak+1.. x) sin (a’-- batt). a) m (a's ak ak+).. os a’. . gk ttl .. ar), 
3°. Si parmi les points 2 -- a” on en choisit k, w --a*, et que 
Yon fasse les combinaisons s a s (a*+1..-, g!-., ete.), des autres; on 








obtient 
r—k—1 r—k—1 
sink : ) (af - + a) nin § s—1 (a -+ + ar) 
= sin (a --gtak+!..) sin (w--a*gt.-)--- sin(a’--gtattl.., o’.-akgl.., ++), 


D’ici on tire 


” ’ 


sin (2 -+ a"): sin (a a” --a@",-++, aa” -- a7") = constante. 
4°, On a aussi 
eae . ; Pic : : E : 
em 8 (a ayy yr) em *- (a2, Yy -y")sin(a oo DE GRTM.. o's. gh glee, vee)s 
- sin (y’ ‘% y* yk rt 03h yf é' yr y! vtyee -) 
— > + em (a’ -» gh gktl.. y’.. ykyttl..) om (a+. a al.., y’-- y* yl s+)es- 


5°. Si les points 2 .- a” déterminent un rpoint R, et qu'on les 
projecte sur un v’point R’ (r <7’) en 2 -- 2", ona 
sin (z’--2") cm (R R’) 
sin (a’--2") cos (a’ 2’) -- + cos(a” 2”) 
NB. Toutes ces propositions subsistent aussi pour les multiplans 
avec une dualité parfaite. 
§ XXV. Considérons les points fondamentaux P, (10 - - 0), 
P, (010 -- 0), -+-, ansi que les multipoints déterminés par eux, et que 
nous dirons aussi fondamentaux. On a pour un rpoint R (%..,,--+) 
ax fiestas 
Vas = Va..,>,.m(R, P,--), 


22 
b--c-- étant une permutation de 1--m; c’est-i-dire que les coor- 
données 2.. de R sont proportionelles aux moments de R avec les 
(n—r)points fondamentaux P,--, multipliés par les nombres /ap.., ».. - 
Ces moments sont liés par une équation quadratique 
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m(R ne ae *) 
1— S)a...,5.. Ge... 9.. 3 ate bey ei 


Pour un rplan on a 





we a.m (R, B-). 


La transformation des coordonnées est réglée par la formule 
C.. 
Xs. = %,.. Ve..2 


X3.., Zp.. désignant les nouvelles et les anciennes coordonnées d’un 
rpoint, et _ les coordonnées des nouveaux (n —r)points fondamentaux. 

§ XXVI. Un rpoint R et un r'point FR sont paralléles lorsqu’ils 
ont en commun un kpoint K appartenant a Il’absolu des kpoints, 
cest-i-dire tangent 4 l'absolu des points. Il arrive dans ce cas qu'une 
des @ distances entre R et FR s’annulle, ainsi que le moment (le g. éme) 
de R et RF’. Les moments des ordres inférieurs n’éprouvent cependant 
aucune altération, mais dans leur composition il est inutile de compter 
la distance qui vient de s’évanouir; p. ex. le produit des sinus des e— 1 


distances effectives est /S,_:. On peut faire abstraction de la distance 
nulle aussi dans les comoments, en remplagant la premiére équation du 
§ XIX par la suivante 


iP ws got — (t') grt?) the’ -+ taba | igs 


——v—1 

Il y a des parallélismes d’ordre supérieur: R et R’ sont dits m 
fois paralléles si K touche labsolu des points suivant un mpoint M. 
Dans ce cas m distances s’'annulent; le produit des sinus des @ — m 
qui restent est //S,-», ete. 

Si RR’ sont m fois paralléles, leurs conjugués R, R, appartiennent 
& un méme (n—k)voint K, (le conjugué de K) qui touche |’absolu 
des points suivant le méme mpoint M, et on peut appeler R, et R, 
antiparalléles m fois. Réciproquement, si deux multipoints sont anti- 
paralléles, leurs conjugués seront paralléles. 

Tout cela s’applique aux multiplans. Deux multiplans m fois 
paralléles, regardés comme des multipoints, seront m fois antiparalléles; 
et réciproquement. 


§ XXVII. Il y a un cas ov la parfaite dualité que nous avons 
toujours signalée entre les points et les plans, ainsi qu’entre les formes 
engendrées par eux, ne subsiste plus; c’est-i-dire lorsqu’on suppose que 
le discriminant a de A,,, ou bien celui (a) de Ag;, soit nul. Le cas 
a = se produit dans l’espace Euclidien 4 1, 2, 3 dimensions; nous 
allons étudier le cas a0, qui ne différe de celui-l& que par l’échange 
des mots point et plan. 
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Pour a = 0, l’absolu des points se réduit & un point principal X 
orthogonal & tout l’espace, avec oo"—* autres points distribués sur 
oo"—5 droites passantes par X. 


L’absolu des plans se réduit & {2 /a;.., ;.. &}° =0 (ij-- désignant 
les permutations positives de 1--m); c’est l'ensemble des plans pas- 
sants par X comptés deux fois. 

Liangle (€&’) de deux plans quelconques se réduit 4 zéro; mais 
on peut le remplacer, toutes les fois qu’il s’agit de comparer des angles 
entre eux, par la fonctiqn algébrique [§§] définie par l’équation 


[EE]? — lim J sin (G8) |*__ Zea... 4..(obe — bo &2) (Eby — by bs) 
af \ ‘a {2Va, ws es" 2Va,. - * }° : 


ore 


bed--, fgh-- désignant des permutations positives de 1---n. 

Il faut dire le méme de l’amplitude d’un groupe queleonque de 
rplans (€&- -); elle est nulle, mais on peut la remplacer par [&€’ - -], 
en posant 

, , i 2 Dag... (LSE) (SHEE, --) 

ER. J? lim [sim 8)", Aa... a (SE Ee (SEE Ey “) 

[Ee --| inf ate—0 f  {2Va,_, &,-2Va,. .. by)?” 


ay 


be--d- -, fg --h-- éant des permutations positives de 1-- mn. 


§ XXVIII. Toujours pour a—0, un plan quelconque a pour con- 
jugué le point X, et un rpoint a pour conjugué un rplan dont les 
plans passent par X. 

Si r+r=—n+k (k=0, 1,--) et que les deux multipoints 
R, R’ aient un kpoint commun, une des @ distances entre R et R’ 
s’évanouit toujours, mais on peut la remplacer par l’angle de deux plans 
convenables (suivant le dernier sens du mot angle). Il est aisé d’obtenir 
expression de cet angle, ainsi que |’équation aux sinus des @ — 1 
distances restantes, au moyen des moments des ordres gp—1, @e— 2, -- 
La formule de l’angle est =. Ven m (RR’) et Sp_: ayant les ex- 





pressions données au § XXII. 


Lorsque R et R’ sont m fois paralléles, m distances vont & zéro; 
et par conséquent il y aura @ — m — 1 distances plus langle si 
r+r =—n+k, et o—~m distances sans angle si r+? <n+k 
(on suppose gue R et R’ aient un point commun). 

Si enfin R et R’ sont deux multiplans paralléles, ils auront @ — 1 
distances et un angle. 


Il est bon de remarquer que, si l’on prend X pour un des » points 
fondamentaux en lui donnant pour coordonnées 0--01, et que Yon 
suppose les autres » — 1 points deux & deux orthogonaux, on peut écrire 


A,,= 2," + wre + a 
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En supposant encore § = 1 pour chaque plan, on obtient 


(eeP— CE, — bP +--+6,-1.— 8-1) 


be-- désignant les combinaisons r 4 r de 
S & 


[eee |e 


| on—1 th 
f° 


E, 


Turin, 3. Avril 1877. 

















Ueber die Modulargleichungen der elliptischen Functionen 
und ihre Anwendung auf die Zahlentheorie. 


Von 
Martin Krause in Breslau. 


Die von Jacobi begriindete Theorie der Modulargleichungen der 
elliptischen Functionen ist in neuerer Zeit der Gegenstand einer Reihe 
von Arbeiten geworden, unter denen wir diejenigen von Sohnke*), 
Schréter**), Hermite **), Kénigsberger7), Joubert77) her- 
vorheben. Indessen beschriinken sich alle diese Arbeiten auf den Fall 
einer unpaaren Transformation und selbst dieser hat erst im vorigen 
Jahre durch das schon angegebene Werk von Joubert in gewisser 
Weise seinen endgiiltigen Abschluss gefunden. Erst in diesem nim- 
lich ist die Existenz von Modulargleichungen fiir den allgemeinsten 
unpaaren Transformationsgrad nachgewiesen worden. 

Der Fall einer paaren Transformation dagegen hat bisher wenig 
Beriicksichtigung gefunden. Ausfiihrlich ist nur die Transformation 
zweiten Grades von Hermite }}}) behandelt worden, iiberdies hat 
Joubert}*) die Transformation vierten Grades zur Herstellung ge- 
wisser in der Theorie der complexen Multiplication auftretender Glei- 
chungen benutzt, endlich hat eben derselbe fiir den Transformations- 
grad 2" einen speciellen Satz ohne Beweis angefiihrt. Hiermit ist aber 
die Literatur iiber diesen Gegenstand erschépft, wenigstens insoweit, 


*) Aequationes modulares pro transformatione functionum ellipticarum, 
Crelle 16, 
**) De aequationibus modularibus. Diss. in. Regiomonti 1854. 
***) Sur la théorie des équations modulaires ... Paris 1859. 
+) Vorlesungen iiber die Theorie der elliptischen Functionen. Leipzig, 1874. 
++) Sur les équations qui se rencontrent dans la théorie de la transformation 
des fonctions elliptiques. Paris 1876. 
+t) Sur la théorie des fonctions elliptiques. Comptes rendus tome LVII. 1863. 
}*) Sur la théorie des fonctions elliptiques... Paris, 1860. oder comptes 
rendus tome 50. 
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als dieselbe dem Verfasser des vorliegenden Aufsatzes bekannt ge- 
worden ist. 

Es hat nun die folgende Arbeit den Zweck, diese Liicke auszu- 
fiillen. Es soll gezeigt werden, dass auch fiir einen paaren Transfor- 
mationsgrad Modulargleichungen existiren, die sich zwar in mehrfachen 
Beziehungen von denen der unpaaren Transformation unterscheiden, 
die aber an Einfachheit und Symmetrie der Form von ihnen nicht 
iibertroffen werden. Ueberdies gewinnen diese Gleichungen dadurch 
an Bedeutung, dass auch sie eine Reihe wichtiger Anwendungen auf 
das Gebiet der Algebra, complexen Multiplication und Zahlentheorie 
zulassen. Es soll dieser Umstand nicht vdllig ausgefiihrt werden, 
vielmehr beschriinken wir uns darauf, nachzuweisen, wie aus den ge- 
nannten Gleichungen mit leichter Miihe ein Theil jener Summenformeln 
hergeleitet werden kann, die Kronecker®*) fiir die Classenanzahl von 
Formen mit negativer Determinante aufgestellt hat. 


8 1. 


Existenzbeweis von Modulargleichungen fiir einen beliebigen paaren 
Transformationsgrad. 


Wir beweisen zuniichst die Existenz von Modulargleichungen fiir 
den Transformationsgrad m = 2*. 
Wir setzen: 


1 
1 d ¢ 
: x i ‘ dz +C’ nti 
C= aie. 50" = | __ —— + Fos 3 gang”, 
NTH ‘ Via- a) (1—c2a?)’ i q 
0 0 


Ferner: 


» 
yz Mg) ta) (ba) oy 
p(t) =/2 Vq (i-+@) (i+@) (149): Se 
i (1—g) (1—9*) (1 —9*)-*-* a 
—— GFHIFAAFE) = — VI = 


und nehmen an, dass auf t eine paare Transformation m" Grades aus- 

geiibt werde, so dass aus t wird: 

Bo— ot 

cyt — By? 
Solcher Zahlensysteme a,f6,«,8, giebt es unendlich viele, doch 

zerfallen dieselben in eine endliche Anzahl von Classen, als deren Re- 

prisentanten man stets ein und nur ein System von der Form wihlen 


1= wenn «8, — a, By = m ist. 


*) Crelle Bd. 57. pag. 247. 
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kann: @ = 0°; a, =—0; B, = &; B, —9,', wenn oO” ein Theiler von 
m 
ry 
ist. Von diesen Classen schliessen wir alle diejenigen aus, bei deren 
Repriisentanten die Gréssen 0’, &’, 0,’ einen gemeinsamen Theiler haben, 
_ da dieselben auf Transformationen niederer Grade verbunden mit Mul- 
tiplication der elliptischen Functionen fiihren. 

Die so definirten Repriisentanten zerfallen in zwei Abtheilungen. 
In die erste gehéren alle diejenigen, in welchen 0’ ungerade und &' 
gerade ist, — fiir sie driickt die Sinusamplitude des transformirten In- 
tegrals sich als rationale Function der Sinusamplitude des urspriing- 
lichen aus. In die zweite Abtheilung gehéren alle tibrigen Repriisen- 
tanten — fiir diese driicken sich nur die elliptischen Functionen des 
einen Integrals als rationale Functionen der drei elliptischen Functionen 
des anderen Integrals aus. Wir wollen die zu diesen beiden Fallen 
gehérenden Transformationen durch die Namen der rationalen und ir- 
rationalen von einander unterscheiden. 

Fiir die rationale Transformation ist nun allgemein: 





m, 0,/ = — und &' eine ganze Zahl aus der Reihe 0, 1, 2,--- 0,, — 1 


y? i= re] (— ¢, )" ) [tn (w)-tn (3 ~-+-tn ((m — 1) w)]?, 


wenn: 
(2pd,; —2(2q+° G1) etc" 


ne 


w= 


ist und » und g zwei beliebige Zahlen bedeuten, fiir welche die 
Ausdriicke : 


2pd, — 2 (2q¢+ 1) €& und (2g + 1) 0 
zu einander relativ prim sind. 


Ist daher m = 2", so wird az werden kénnen: 


eS ]-ca" [o(ee + n't) 
(3 (2q4-1)°o= =¥aC).. -tn ((m—1) Qq+1)* yy 


Da nun allgemein tn (2s-+ 1) wu eine rationale Function von 
tn uw ist, deren Zihler eine ungerade, deren Nenner eine gerade Function 
von én wu ist, so wird: 


v [= *] bet )* f [en (24 + 12 = 2) |, 


wo f (wu) eine rationale Function von w bedeutet. 
Wir wollen jetzt an Stelle von 2q¢-+ 1 der Reihe nach setzen: 
1, 3, 5,--++m —1, so wird: 
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= ell 
_ 2 iC’ —2&C 
y? [4] =(—¢,) f [tne (fo% °)| 
3 tC’ —2éC ? 2 ic’—2éC N 
—(—o,)"¢[tmr(3'S—2°)]... (yf [tm2( (m—1) #2 = 28°) I, 
oder : * 
Ss A 
—2 2 z ee iC’—2tC 
oe] =E a)” Ser [ene (ar — 9 SE). 
T 
Ferner setzen wir an Stelle von & der Reihe nach 0,-+-1,--2,----- + oo - 
so wird: 
3 I 
t 2 2~Q7> offre 
v [5] ae m a. 1) mt [é n° ((Qr—1 m ey) I 
1 
m 5 ” 
: Sdn’ iC’ F20 
v [FE] = 2 a)" Sefew(2r—-1) S *9)] 
1 ( 
oft—™ Ny , tC’ —mC 
[=F oP Srlew (@r—1) *S—"°)), 
also: 


ola) +o ES] +---0E “aT 


m 





pm 
9° 


(— 4) 


-O SUS lee or 


m _m 
a 73% =0,+1,42---%. 
Da die Argumente von én? nicht um ganze Vielfache von 2C 
oder 2iC” von einander verschieden sind, da ferner der Ausdruck: 
» ( 2e+1)iC’+20,€ 
in? (-— 
m 
ij : : : 2s m® 
fiir alle ganzzahligen Combinationen der @ und g, tiberhaupt nur -— 
von einander verschiedene Werthe annimmt, die man aus den Com- 
binationen : 


20,:0, m; 20, 72,4----m—2 
20+ 1:1,3,----m—1; 290+1:+1,+3----- +m—1 


erhalten kann, so ist die Grosse: 


vr [s) + wEEEt] 4 oS 


— 





2 
(—¢) 
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eine rationale symmetrische Function der Ausdriicke: 
tn? ( (2e+1)iC’+29,C ). 


m 





Nun ist aber fiir ein gerades m: 


IT “a tntv , 
ent(Pere tee °) ) 
I(— + AEE, 
( tn? (Gertee +780)) 


m 








sn(mv)—=m-snv-cnv-dno- 





und andrerseits : 
sn (mv) =snv-env-dnv 

mal einer rationalen Function von tn?v, deren Coefficienten ganze 
Functionen von w* sind. 

Daraus folgt, dass jede rationale symmetrische Function der Gréssen: 

tn2 (Get oe SN) 
m 

eine rationale Function von u® ist. 

Wir wollen von jetzt an im Folgenden annehmen, dass in m = 2“ 
« > 2 sei, da die Fille m= 2 und m =4, wie bemerkt, schon be- 
handelt worden sind. 

Alsdann ergiebt sich als erstes Resultat: Die Gréssen 


t of s+2 t — 2% 
of} e [2]. e [ES] 


sind Wurzeln einer Gleichung, die in Bezug auf die Unbekannte 


o{[t—2é 
=v a 


vom Grade 2“ ist und deren Coefficienten rationale Functionen von 
u® sind. 
ezeichn ir diese Gleichun it: 
B hnen wir d Gleick en mit 
F (v,?, u’) = 0, 
so haben die Gleichungen F' (u*, v,5) = 0 die Lésungen: — »,° als 
Unbekannte aufgefasst — 


. +8 9% 
ws [| sw E |, wees yd >}: 
2 
zyse? 8° 8 
7 . iJ Ts : , : , ; 
=_— 7 vy = + ie |; ferner v, in y? ‘s Ta + d. h. In uv 


a 
7 





In der That, setzen wir an Stelle von t: — eht ué 


= 9 (r)?.*) 
*) Hermite: Sur la résolution de l’équation du cinquiéme degré. Comptes 


rendus, tome 46., 1858; oder: Kénigsberger: Die lineare Transformation der 
Hermiteschen mFunction. Mathem. Annalen Band III. 
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Ebenso einfach lisst sich zeigen, dass die Gleichungen F'(v,?, u*) 





= 0 und F (u*, v,*) = 0, wenn man »v,? als Unbekannte auffasst, nur de 
die Lésungen v{z|) y ca i ok wS ax - | gemeinsam haben, al 
so dass sich das zweite Rah cea: % 

Es sind die Gréssen y? [; =| y? eal -2- y? [I Wurzeln et 
einer algebraischen Gleichung, die in Bezug auf die Unbekannte 

=y = "| vom Grade 2*~? ist und deren Coefficienten rationale b 
oh von u? sind. ] 


Eine jede rationale symmetrische Function der Gréssen 


sonal 


ist also eine rationale Function von «?. 


la lel 


Hieraus folgt die Existenz von Modulargleichungen fiir einen be- 
liebigen paaren Transformationsgrad, der durch acht theilbar ist. 

Ist n = bc’ .-- eine beliebige ungerade Zahl, 6 ein beliebiger 
Theiler derselben, 6 0,==m, lisst man ferner x alle Werthe 0, 1,2,---d,—1 
durchlaufen, mit Ausnahme derer, welche zu gleicher Zeit Theiler von 

« 0 und 0, or so besteht nach Joubert zwischen den Gréssen 


~82 ‘ . 
= y? | und u,* = y? (r) eine algebraische Gleichung, die 
o; 

; r Bcd: wend ° 
in Be auf v,? vom Grade 7 = 0b’ ce’ (b+ 1) (e+ 1)--- ist 
Eine jede rationale symmetrische Function der Gréssen v,? ist also 
eine rationale Function von y? (r). 


Denken wir uns nun m = 2° n gesetzt und die Gréssen gebildet: 


dr—8 , 
v'| va *| , wo @ und 9d, die friihere Bedeutung haben und & alle 


—3 
Zahlen 0, + 1,-+ 2,----,2*~°6,, mit Ausnahme derer bedeutet, die 
zu gleicher Zeit Theiler von d und 0, sind, so zeigt eine leichte Ueber- 
legung, dass dieselben in die Form gebracht werden kénnen: 


t—8x 
ce 
ist und x alle Werthe 0, + 1, - - -2*~* annimmt. 
Dann folgt nach dem friiher Bemerkten; dass eine jede rationale 


‘ : - » [er—8 : : 
symmetrische Function der Gréssen 4” [ 9 *| eine rationale sym- 
= i 
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metrische Function der Gréssen y~? [t,], mithin eine rationale Function 
der Grosse u? = g? (r) ist. 

Unter Beibehaltung der eingefiihrteu Bezeichnungen ergiebt sich 
also als drittes Resultat der Lehrsatz: 


Zwischen den Grissen v,? = y? ee a und u® = gq? (tr) besteht 


1 eine algebraische Gleichung, die in Bezug auf v,2 vom Grade 2°~* T ist. 

Diese Gleichungen, die wir mit: 

f(v,?, w) = 0 

bezeichnen, sollen den spiiteren Betrachtungen zu Grunde gelegt werden. 
Es wird sich zeigen, dass dieselben als Fundamentalgleichungen an- 
gesehen werden kénnen. 

Schliesslich bemerken wir, dass fiir die geraden Transformations- 
zahlen, welche nur durch 2 oder nur durch 4 theilbar sind, ihnliche 
Gleichungen existiren, doch sehen wir von der Aufstellung derselben ab. 


~ 


§ 2. 


Haupteigenschaften der eingefiihrten Gleichungen. 


1) Die eingefiihrten Gleichungen sind reciprok in Bezug auf v,?. 
Der Beweis ist unmittelbar klar, da die Wurzeln in die Form ge- 
bracht werden kénnen: 


ot dr—8 dt—8 
2 | 1] ete. 
: [Fal * ‘lea, T |» a |) ak: “Os T 
) und allgemein y? [ct + 1] = 7 ist. 

Es sind die Wurzeln der eingefiihrten Gleichungen also erstens 
die zu denjenigen Repriisentanten der rationalen 'Transformatiun ge- 
hdérenden Functionen ~?, bei welchen b, = 0 mod 8 ist, zweitens die 
reciproken Werthe derselben. — 

2) Die Gleichungen sind reciprok in Bezug auf u*. 





: t eer we te * 
Setzen wir an Stelle von t: , so geht w? in -, tiber, wihrend 
t+1 u 


die Wurzeln der rites die Gestalt annehmen: 


|! i a pao 
270; 2° d,r-+2° 0, 


Die Reihe der auf diese Weise entstehenden Functionen ist identisch 
mit der Reihe der urspriinglichen Wurzeln, d. h. es ist: 


2 (8 —8§) t—8& vo dt—8x 
’ | 2% 3;r-+2°8, | . & 2% d, “|, 


wo d, d,, x analoge Bedeutung wie 0, 0,, § haben. 
In der That, allgemein ist: 
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v* [cr] = w? [r,], wenn: 
t_ ie ae und a,b, — a,b, = 1 ist, so zwar, dass: 
ay = b, = 1 mod 2; a, = 0 mod 8; b, = 0 mod 2 ist. 

Hieraus folgt, dass in unserem Falle sein miisste: 


(8-88) t—8E _ 2*d,+- a, 82—aydt 


2*3,7-+2° 3, a, dt—a,8a—b, 2% d, ’ 
oder dass sonst die Gleichungen stattfinden miissen : 
1) d— 8§ = — ad, 
2)—8— = b2*°d, + 4,82, 
3) 2°38, -— ad, 
4) 2°30, =—b,2*d, — a,8z2. 
Aus diesen Gleichungen ergiebt sich d als ungerade Zahl — als 


grésster gemeinsamer Theiler von 6 — 8& und 2°0, —, wihrend d, 


n : , ‘ 
aus d, = 3 bestimmt ist, ferner folgt aus 1) a, als ungerade, aus 3) 
a, als gerade durch acht theilbare Zahl, endlich ist a,b, — a,b, = 1. 
82 ergiebt sich aus einer der beiden gleichwerthigen, auflésbaren 
Congruenzen: 
8a, 2 = — 8E mod 2*d,, 
8a,x = — 2°d, mod 2“d, 


und zwar erhalt man zwei nach dem Modul 2**" d, incongruente Lésungen. 
Einer jeden entsprechen ganzzahlige Werthe von b, und b,, so zwar, 
dass b, jedenfalls ungerade ist. Da ferner die beiden incongruenten 
Lésungen die Gestalt haben 8x und 82+ 2“d,, so kann eine derselben 
immer so gewiihlt werden, dass b, eine gerade Zahl ist. 

Aehnlich folgt: 

3) Die Gleichungen dndern sich nicht, wenn man wu? mit v,? vertauscht. 

4) Die Gleichungen sind irreductibel, d. h. eine jede algebraische 
Gleichung, deren Coefficienten rationale Functionen von wu? sind und 
welche mit ihnen eine Lésung gemeinsam hat, hat alle gemeinsam. 
Der Beweis hierfiir ist analog demjenigen bei den Modulargleichungen 
unpaarer Transformation und mag daher fortgelassen werden. 

Ks soll jetzt gezeigt werden, inwiefern die Gleichungen Funda- 
mentalgleichungen genannt werden kénnen. 

Dazu beweisen wir, dass aus ihnen durch einfache Transforma- 
tionen eine Reihe anderer Gleichungen abgeleitet werden kann, deren 
Wurzeln die zu den iibrigen Repriisentanten der rationalen oder ir- 
rationalen Transformation gehérenden y? oder g? Functionen und ‘deren 
reciproke Werthe sind. 








Jn 
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Setzen wir an Stelle von t:7-++-4 d. h. an Stelle von m?(r): —q?(r), 
so haben die Wurzeln der neuen Gleichung die Gestalt: 
dr—8E+4 
9... 8  . 
ihe a 
Setzen wir an Stelle von rt: t-++- 2 d. h. an Stelle von gp? (r): + ig? (r), 
so haben die Wurzeln der transformirten Gleichungen die Gestalt: 
$ oe ears | 
sass [ 278; 
Damit ist der Fall der rationalen Transformation erledigt. 


Wir setzen jetzt an Stelle von r: =1 d. h. an Stelle von q?(t):y?(r), 


‘ “ . —dé—8 : ° : 
so gehen die Wurzeln iiber in: y? ie 8,1 ae af Dieselben kénnen in 


‘he dt—x 
i, EP li 
die Form gebracht werden: y? = -|, wobei dd = m ist 
a, == —b 
1 


und die Gleichungen bestehen: 
—d0=b,d, + a,x 


8E=—a,d, 
0O=a,x-+ b,d,, 
2*d, =a,d. 


Die Discussion dieser Gleichungen giebt folgendes Resultat: 


: : a > 2% dr— 
So oft 8E=0 mod2**" ist, gehen die Wurzeln iiber in g? | < J ; 
1 


. -s > = - 1 ® 

so oft 8§=2“mod 2**" ist, gehen die Wurzeln tiber in Trac ™ 
9 P 
= eee 
i 

—2" Faeni fe°—"de— a : 

allen iibrigen Fallen in e #f[F amet —*); wobei d und d, die 
®) 
i 


ungeraden Theiler von d und d,’ sind und nebst 2 und v aus den auf- 
gesteliten Gleichungen bestimmt sind. v ist von Null verschieden, 
«—v grésser als 2. Aehnlich folgt, dass wenn an Stelle von ; 


gy’ (t): a | 58 gesetzt wird, die Lésungen der transformirten Gleichung 
#4 
i die Form haben: e* — “***y? Fen , und wenn an Stelle von 
2 1 
. a—3 . Idt—: 
. a) —2 ni “at x 
yp? (r): rin gesetzt wird, die Form: e y? eres 


Wie wir sehen, haben wir auf diese Weise Gleichungen erhalten, 
deren Lésungen simmtliche y? resp. gm? Functionen und deren reci- 
proke Werthe sind, welche zu Repriisentanten der Form gehiéren: 


a =a, =B,=0mod 2, B,=1mod2 und e,=a,=6,=Omod 2, By=1 mod2- 
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Die noch fehlenden repriisentirenden y? Functionen und deren re- 
ciproke Werthe sind Wurzeln von Gleichungen, die entstehen, wenn in 
siz 


der urspriinglichen an Stelle von g?(r): e* #&) 


p* (t) 

Damit ist die Richtigkeit der aufgestellten Behauptung nachge- 
wiesen worden. 

Eine weitere Ueberlegung zeigt, dass aus den zu Grunde gelegten 
Gleichungen eine Reihe anderer Modulargleichungen abgeleitet werden 
kann, welche iihnliche Eigenschaften zeigen. Setzen wir z. B. an 
Stelle von uw? in der urspriinglichen Gleichung — u? und multipliciren 
die auf diese Weise entstandene mit ihr, so erhalten wir eine Gleichung, 
deren Coefficienten ganze Functionen von u* sind und deren Lisungen 
dr—4é 

270; 


werden, deren Coefficienten ganze Functionen von w', deren Lésungen 


die Gréssen w' aa 


8 . sind oder deren Coefficienten ganze Functionen 
2 i 


von u*®, deren Lésungen die Gréssen y* ese sind u. s. w. 
- i 
Alle diese Gleichungen, die einen bedeutenden Theil derjenigen 
bilden, die itiberhaupt in der Theorie der paaren Transformation vor- 
kommen kénnen, haben nicht die einfache Gestalt, wie die zu Grunde ge- 
legten, so dass letztere als Fundamentalgleichungen angesehen wer- 
den kénnen. 





s=1,3,5,7 gesetat wird. 


die Form haben: | 


|, ebenso kénnen Gleichungen abgeleitet 


§ 3. 
Wurzelentwickelungen. 


Es mége das Problem der Wurzelentwickelung dahin verallgemeinert 
werden, dass wir nicht nur die Fundamentalgleichungen beriicksich- 
tigen, sondern auch diejenigen, welche aus ihnen durch Aenderung von 
u? in — wu? oder in +- iu? entstanden sind. 


. - . . 0 ¢ 
Bekanntlich geniigt der zu der Transformation m‘" Grades £28, | 
. . . ' 1 
gehérende Multiplicator der Gleichung: 


‘ 1 vi(i—v’) dut 
an. = ) ‘ 
M m ut(i—u') dv 
Diese Formel kann geschrieben werden: 


Has i te 
mw u,° dv? 





‘ 2 
Daraus folgt, dass der Quotient oe 


_2 an allen endlichen Stellen 
2sin 

. : . ; 

endlich sein muss, mit Ausnahme der Stellen w?—0O, uw? =e 


Werden daher an einer beliebigen endlichen Stelle u? = u,?, welche 
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23six 
von 0 und e *  verschieden ist, p Wurzeln v,? einander gleich, gleich 
so lauten die Wurzelentwickelungen an der Stelle u,.?v,?: 


v,? — v,? = a, (u® — ty”) + 5, (uw? — u,”)? +--- 
v,> — 0,2 = a,(u? — u,?) + b,(u? — u,?)? + --- 


at 
Vo» 


0,2 — Vq? = ay(u? — Uy”) + p(w? — wu”)? + ---. 
2siz 
Es bleibt iibrig die Stellen w?—= 0 und v2? =e ‘ in Betracht zu 
ziehen. 
Aus dem fiir g(r) aufgestellten Ausdrucke folgt: 


emt = uS (By + Bus + Bu? + - -) 


ea SdB+8.2°5y _ 25a: 
2 dr —2§ == } a ay 
w 8 =1+4 Deepye 2% 9, e 24, 
1 BY 


Fiir u? = 0, werden somit alle Wurzeln gleich 1. 
Um die analogen Wurzelentwickelungen fiir den Punkt u? = 1 zu 
erhalten, mdge zuniichst untersucht werden, welchen Werth die Wurzeln 


mithin wird: 


der definirten Gleichungen im Punkte u? = 1 annehmen, 
‘ 1 ‘ ae 
Setzen wir t = — —, so haben, wie gezeigt, je nachdem: 
of 


2 = 0 mod 2°*" oder 2£ = 2% mod 2°*" oder 2 = 2*~” mod 2°" 
ist, die Wurzeln die Gestalt: 


° Téq—2] 1 ° [x “su 2] 
< —_——— — _ —__— ——__ & “ — _-——— 
[ d, 4 [2dr,—a]’ v 2” d, 
@ - - — 
d,; 
wobei ¢ die Werthe 4-7, —1, + 1 annimmt, je nachdem y gleich 
1, 2 oder einem héheren Werthe als 2 ist. 


u? = 1 entspricht u. a. r= 0 d. h. t; =—oo. Fiir t, = — co 
, o| 2% dt, —: 2 | 2° "dr, — re 
wird aber p| “ *] =, y [? du=e] =1, mithin nehmen 
= i 


die Wurzeln je nach dem Werthe von § die Gestalt an: 0, oo, «. 
Aehnlich wie bei «u? = 0 folgt nun, dass, wenn: 
2§ = 0 mod 2*** 
ist, wird: 


2%a ain 27a B+dy xintp 


ys kaw (u*—1) 4 rs ad, 1 + a5, (u8— 1) i e ad, 
2 0; Py 


. 


wenn dagegen: 





." ‘ inn 1 
2¢ — 2” mod 2°t 
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sap tay _ apai 


1+ Diary w—1) Ae He 
i BY 


wobei die Gréssen d, d,, v, x bestimmt sind aus: 
—d=—),2'd,+ a2 
2§—a,2"-"d 
0 = a,x + b,2°d, 
2° 8, = a,2"-"d. 


Dann ergeben aber die vorhin angestellten Betrachtungen die 
Entwickelungen: 


‘ - s—82 xin B2%d+-yd, _ wpni 
t—2 4/49 d, 4d, 9 d, b 
"| rr |=V4iee—1) e 1+ Y ray (u?—1) a. 
i PY 
2— = 0 mod 2°"". 


f2%-"a+ 72" a, xpni 


oftstne(14 Sent —at BE) 
a ‘ PY a 


2& = 2°” mod 2**"' . 
Fiir die Punkte u? —=—1, wu? —-++i ergeben sich thnliche Ent- 
wickelungen. 
Hiermit ist das Problem der Wurzelentwickelung vollkommen 
gelost. 
Es hat sich das Resultat ergeben, dass die Riemann’sche Fliiche 
der Grisse v,*, welche aus f(v,?, u?) = 0 als Function von u? bestimmt 


> oQu—2 es - 
ist, aus 2°" T Blittern besteht, welche nur in den Punkten u? =0; 
2sin 


u®=e ~ ; u?= co mit einander zusammenhiingen und hier in einer 
a priori bestimmten Weise. 


§ 4. 
Numerische Beispiele. 


Es mégen fiir die einfachsten Fille die Fundamentalgleichungen 
wirklich aufgestellt werden. Dieselben lauten: 


1) n=8. 
(1 — w?)? (1 — v,?)? — 8u?v,? = 0. 
2) n= 16. 


(1 — u*)* (1 — v,”)* — 64 (1 + w4) (1 + 9,4) w2v,? = 0. 









v 
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3) n= 24. 


[(1—u?)?(1—v,?)?—8u?v,?]? —256(1—u*) (1—v, 4)(1—u)(1—v,§)u? v,?=0. 
4) n= 32. 

(1 —w2)8 (1— 0,2) — 64-16 (1-f-u2)*(1-0,2)"(1f wt) (10,4 00)? =O. 
5) n = 40. 


[(1—u?)? (1—v,?)? —8u?v,?]® — 16 - 64(1—u)(1—v, *)( L—u8)(1—v,§)u*v,7[3(1 
+6v,*+-v,5)(1+-6ut+-u)+-20u?(1+-u4)(1 —o, 4)? +4-200,?(1+-v,4)(1—ut)?]=0. 
Zu diesen Gleichungen gelangt man entweder durch successive An- 
wendung der Transformation zweiten Grades auf die entsprechenden 
Modulargleichungen, die zu einer Transformation zweiten oder un- 
paaren Grades gehéren oder aber durch Anwendung der SOhnke’schen 
Entwickelungen*) unter Hinzunahme der Formeln: 


w(t) = 1—2g+-2q?—4q°+ 6g'!— 8g°+-129q°— 1697+-224' —309°+-40q" ---. 


§ 5. 
Anwendungen auf die Zahlentheorie. 


Wir gehen zuniichst von den Gleichungen aus, welche zwischen 
wu’ und v,° bestehen, deren Wurzeln also die Gréssen: 
v,8 = ys ot — 2é 
sind. In denselben mége v,5 = u® gesetzt werden, es fragt sich, wel- 
ches die Wurzeln der so definirten Gleichungen sind. Die Argumente 
derselben miissen der Gleichung geniigen: 





dt— 2 
by —ip a 2. 
Tt a, wobei 
Ot — 25 B ? 
a 8, 1 


ayb, — a,b) = 1 und ay = b,= 0 mod 2, a, = by = 1 mod 2 ist, oder 
der Gleichung Pr? + 2Qt-+ R=O, wobei: 
P=a,0 
2Q = a,0 — b,2¢d, — a,2€ 
— R=a,2—+ b,2°0, gesetzt ist. 
Die Determinante der Gleichung hat die Form: 


A=a’—n 


*) Crelle 16. pag. 113. 
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und zwar kann a einen jeden Werth apnehmen, fiir welchen a? eine 
positive ganze Zahl kleiner als n ist. Die Discussion der aufgestellten 
Gleichungen ergiebt folgendes Resultat :*) 

Kine jede Classe der iiberhaupt mdglichen Determinanten, in 
welcher die Coefficienten der in ihr enthaltenen Formen nicht den- 
selben Theiler mit m haben und in welchen mindestens einer der 
beiden fiusseren Coefficienten derselben ungerade ist, liefert zwei von 
einander verschiedene Werthe von uw‘, welche einer oder 24 Wurzeln 
gleich werden, je nachdem a = 0 oder die Zahl der eigentlichen Dar- 
stellungen von m durch die Form (1, 0, — A’) gleich w ist, — voraus- 


A : Pa , 

gesetzt, dass Ai gleich dem gréssten in A enthaltenen ungeraden 
, 

Quadrat ist. 


Ebenso gross ist der Grad der Vielfachheit von u* in: 
f(u8, us) = 0 


wie eine einfache Betrachtung lehrt, die analog derjenigen am An- 
fange des dritten Paragraphen ist. ‘ 

Es bleibt iibrig, den Punkt w* = 1 zu betrachten. 

Dazu midge die Modulargleichung nach steigenden Dimensionen 
von 1 — u§ und 1 — »,§ d. h. von w,5 und v® geordnet werden, so dass, 
wenn die 7° Dimension die niedrigste ist, sich ergiebt: 


f(v,8, u®) = (a 4,8" + a, uso—P vs +--+ a,v8") + (4,8, oi +--:- 
Setzen wir 
v 

rr io Ww, 
so werden die dem Werthe u* — 1 entsprechenden Werthe von w be- 
stimmt sein durch: a,-+a,w-+--- a,w” =0. 

Behufs der weiteren Schliisse mégen zwei neue Functionen ein- 
gefiihrt werden. 

Sei d, ein beliebiger gerader Theiler von m, der nicht durch 2* 
theilbar ist, ferner o(d,) die doppelte Anzahl aller positiven Zahlen, 


. : . m . . 

welche kleiner als d, sind und mit d, und q, keimen gemeinsamen 
. ‘i 

Theiler haben, so werde gesetzt: 


C <= Ms 6 (d,) 


wo die Summe iiber alle diejenigen Werthe von d, auszudehnen ist, 
welche kleiner als //m sind. 


*) Siehe die entsprechenden Betrachtungen in der Arbeit: Algebraische Unter- 
suchungen aus der Theorie der elliptischen Functionen. Math. Annalen Bd. XII, 
oder auch Joubert: Sur la théorie des Fonctions elliptiques. pag. 22 sequ. od. 
comptes rendus tome 50. pag. 1041 sequ. 








on 


S, 


e- 
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n, 
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Ist ferner m ein volles Quadrat, so mége mit ¢ die doppelte An- 
zahl der Zahlen bezeichnet werden, welche zu /m relativ prim sind 
und mit m keinen gemeinsamen Theiler haben, ist dagegen m kein 
volles Quadrat, so sei ¢ = 0, 

Dann folgt aus den Entwickelungen des dritten Paragraphen, dass 
die Gleichung: 


Modulargleichungen. 


ay + a,w-+-- 7 a,w" = 0 
die Form annimmt: 
wt (a, + ag,,W+.+- ag,, Ww) =O. 
Mithin wird die Modulargleichung: 
Fl0,8,u8) PF Oa, pag 5 ODO ag OES pb 


Da dieselbe ungeiindert bleibt, wenn man w,° und v° vertauscht, so 
folgt, dass: 
r= 2T—t 
ist. Ebenso gross ist der Grad der Vielfachheit der Wurzel u’ = 1 
in f(u®, vu’) = 0. 
Nennen wir daher /',(A) die Summe der vorhin definirten Classen 
der Determinante — A, so folgt: 


F,(m) + 2 F,(m = 1) + 2F,(m — 2%) + -—orT—T—Ef. 


Wie eine einfache Betrachtung zeigt, geht diese Summenformel in 
die erste Summenformel von Kronecker iiber, wenn die Classen der- 
jenigen Formen hinzugenommen werden, in welchen die drei Coeffi- 
cienten mit m einen von 2 verschiedenen gemeinsamen Theiler haben. 


Aehnliche Resultate ergeben sich, wenn von den Gleichungen aus- 


gegangen wird, die zwischen u‘ und v,4 = y* oe bestehen. Als- 
dann wird: : 
F,(m) + 2F, (m — 2°) + 2F,(m—4?) +--- =o 7—3,— 


2 
wenn %, eine iihnliche Bedeutung wie & hat unter der Hinzunahme, 


dass d, weder durch 2° noch durch 2*~* jedoch durch 4 theilbar ist. 

Auch diese Formel ist implicite in denen von Kronecker ent- 
halten. 

Fiir m =0 mod 16 ergiebt sich unter Hinzunahme der zuletzt 
definirten Classen wieder die erste Formel, fiir m == 8 mod 16 dagegen 
die zweite. Allerdings miissen in diesem Falle die von Kronecker 
aufgestellten Relationen zu Hilfe genommen werden: Ks ist: 


F(4n) = 2F'(n) — 1 oder F(4n).—= 2F(n), 
je nachdem » ein volles ungerades Quadrat ist, oder nicht. 
Mathematische Annalen, XII. 28 
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Gehen wir schliesslich von den Gleichungen zwischen u? und 


v2? = yy <a aus, so ergiebt sich, wenn m = 8 mod 16: 
i 
F, (m) + 2F, (m —4?*) + 2F,(m — 8?) +. -- = 2T. 
Diese Formel liefert im Vereine mit den friiheren die dritte von 
Kronecker. 
Ist m = 16 mod 32, so wird: 


F,(m) + 2F,(m — 4%) + 2F,(m — 82) +... =47—f%,— £ 


wo &, eine analoge Bedeutung wie T hat, unter der Hinzunahme, dass 
d, = 4 mod 8 ist. Diese Formel liefert die fiinfte von Kronecker. 
Die weiteren Fille ergeben keine neuen Resultate. 
Diese Beispiele mégen geniigen, um die Anwendbarkeit der auf- 
gestellten Gleichungen darzuthuen. 


Breslau den 7. Juni 1877. 











f. 








Zur Theorie der hyperelliptischen Functionen, insbesondere 
derjenigen dritter Ordnung (9 = 4). 
Von 


Atrrep PrINGsHEm™ in Miinchen. 


Die allgemeine #-Function mit @ Variablen, welche durch den 
Ausdruck definirt wird 


(e) ea eit” +r ft = \ai j 
&(v,,°- 09) = + . » Pat... 89 o Dae 


— © 1+: 


wird charakterisirt a: ein System von Constanten oder Moduln: 


Tig Vig * ° * * Cig 
7a T° °° >. See 
Tei Tez" *** Tee, 


deren Anzahl vermége der Bedingung 


Tap = TBa 
gleich eer) ) ist. Diese er) Moduln sind von einander durchaus 
seetidoie und nur — behufs der Convergenz jener @-fach unend- 
lichen #-Reihe — der Beschriinkung unterworfen, dass die Quadrat- 


zerlegung des reellen Theiles von 


> V(M%yTey beet MoT qe) ®t 
71 a 
lauter negative Coéfficienten besitzt. 

Diejenigen #-Functionen, welche bei der Umkehrung der Abel’- 
schen Integrale auftreten, bilden eine speciellere Gattung der eben 
e(e+t) 

2 


erwihnten allgemeinen, insofern zwischen den Moduln eine 


Anzahl von Relationen stattfinden muss. Riemann hat gezeigt 
238* 
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(s. Theorie der Abel’schen Functionen, Crelle’s Journal, Bd. 54), 
dass die Umkehrungsfunctionen der allgemeinsten A bel’schen Integrale 
erster Gatiung, d. h. solcher allenthalben endlich bleibender Integrale, 
deren Differential eine 29 + 1 fach zusammenhiingende algebraische 
Function ist, nur 39g — 3 unabhingige Constanten enthalten, dass also 


zwischen den stet*) #-Moduln © (e+) —(3@—3) oder = 


Relationen stattfinden miissen. Die Anzahl der unabhingigen Con- 
stanten vermindert sich noch mehr fiir speciellere Gattungen A bel’- 
scher Integrale, und zwar reducirt sie sich fiir den einfachsten Fall, 
nimlich den der hyperelliptischen Integrale, auf 29 —1. Diese In- 
tegrale, welche bekanntlich die Variable nur in rationaler Verbindung 
‘ mit einer Quadratwurzel aus einem Polynom 29 + 1'" Grades ent- 
halten, scheinen zwar zunichst 29 + 1 unabhingige Constanten (Ver- 
zweigungswerthe) zu besitzen: allein es lisst sich stets deren Anzahl 
durch eine lineare Transformation auf 29 — 1 reduciren, und ebenso 
gross kann also auch nur die Anzahl der unabhingigen #-Moduln 
sein. Daraus folgt nun, dass zwischen den Moduln hyperelliptischer 
#- Functionen set — (2e — 1) oder fea Ute” Relationen be- 
stehen miissen. 

Welcher Art diese Relationen sein miissen, ergiebt sich aus einem 
von Herrn Weierstrass herriihrenden Satze iiber das Verschwinden 
hyperelliptischer #-Functionen, welcher folgendermassen lautet; 

Bezeichnet man mit y den Index einer hyperelliptischen 
@-Function mit @ Variablen von folgender Zusammensetzung 
n= (1,3,5---29 —1, &, &, +++ &) 
oder 
y = (1, 3,5,--- 20 —1, &, & °° + &g41), 
WO &, &,)**+&, &41 @ resp. @+ 1 beliebige Zahlen der 
Reihe 0, 1, 2,---2@ bezeichnen, dann ist stets 
8, (0, 0---0) $0 
Bildet man dagegen 
n = (1, 3, 5,---29—1, &, &,--+ &), 
wo r < @ (oder > @ + 1 — insofern man bekanntlich jede 
Combination von g + 1-+a@ Indices durch diejenigen 9 — « 
ersetzen kann, welche noch zur Reihe 0, 1, 2, - - - 2@ fehlen), 
so wird stets 
#, (0, 0,---0) = 0. 
(Dieser Satz findet sich in einer Abhandlung meines verehrten Lehrers 
Herrn Ké nigsberger tiber Transformation der A bel’schen Functionen, 
Crelle’s Journal Bd. 64.) Der Beweis dieses Satzes beruht wesent- 
lich darauf, dass die Argumente und Moduln der betrefienden @- 
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Functionen in der bekannten Weise von einem entsprechenden Systeme 
hyperelliptischer Integrale 1'e* Gattung abhingen, und es bildet daher 
dieses Verschwinden aller #-Functionen, deren Index die Form 7! hat, 
fiir die Nullwerthe der Argumente zuniichst jedenfalls eine nothwen- 
dige Bedingung dafiir, dass das System ein hyperelliptisches ist. 

Diese Bedingung hat die Form von Relationen zwischen den @- 
Moduln t+ ++ te, sobald sich unter den #-Functionen von der Form 
Dy (v, +++ Ue) gerade Theta’s befinden, welche also nicht fiir die Null 
werthe der Argumente an sich verschwinden wiirden. Es ist nun aber 
leicht zu zeigen, dass sich fiir g@ > 3 unter den Functionen, deren In- 
dex die Form 7 hat, in der That stets eine Anzahl gerader Theta’s 
befinden miissen. 

Zuniichst ist klar, dass die Indices aller iiberhaupt existirenden 
2° @-Functionen sich auf eine der beiden Formen oder 1 bringen 
lassen miissen, und dass alsdann alle ungeraden Theta’s Indices von 
der Form 7 haben miissen — da sie ja fiir die Nullwerthe der Argu- 
mente in jedem Falle verschwinden. Nun lautet die Bedingung dafiir, 
dass #, (v, + - + vg) eine ungerade Function sein soll: 

mi, ne LE m, ne ie men = 1 (mod 2), 
wo me, ne die Charakteristiken von #, bedeuten. Die Anzahl aller 
méglichen ungeraden #-Functionen wird daher gleich sein der Anzahl 
der Lésungen dieser Congruenz, wenn nur solche Lésungen in Betracht 
gezogen werden, welche nach dem Modul 2 incongruent sind, also alle 
Combination von der Form (0, 0), (J, 0), (0, 1), (1, 1) — mithin 
gleich 2¢~* (2° — 1). 

[NB. Ich will bei dieser Gelegenheit bemerken, dass sich die 
Anzahl der nach dem Modul 2 incongruenten Lésungen der obigen 
Congruenz noch in anderer Form darstellen lisst, und dass sich aus 
der Vergleichung dieser beiden verschiedenen Darstellungen eine a 
priori woh] nicht ersichtliche ganzzahlige Identitat ergiebt. Befriedigt 
man nimlich zuniichst jene Congruenz in der Weise, dass man dem 
ersten Gliede den Werth 1 giebt, wahrend man alle iibrigen verschwin- 
den liisst, so bleiben fiir jedes der g—1 verschwindenden Glieder noch 
die drei Méglichkeiten (0, 0), (0, 1), (1, 0), im ganzen also 3°—' Com- 
binationen, und man erhilt daher, wenn man ‘nun jenes eine nicht 
verschwindende Glied alle méglichen @ Stellen einnehmen lisst, g-3°~ 
Lésungen. Liisst man jetzt 3 Glieder den Werth 1 annehmen und 
die tibrigen @ — 3 verschwinden, so ergeben sich durch Erschépfung 
e(e—1) (e~ 2) | ge— 

1-2-3 
Man gelangt auf diese Weise schliesslich zu einem Ausdrucke von 
der Form 


ss . . . 3 * 
aller méglichen Combinationen Lésungen, u. s. f. 
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> e(e—1) (e—2)---(e— 28) g¢-@aty 
@ 1-2-3----(2a+1) ? 
wo die Summation iiber « zu erstrecken ist iiber alle ganzen Zahlen 


: ’ , —1 , 
von 0 bis 9 und 9 —*—-, wenn @ ungerade, 0 —° —1, wenn 


2 2 
@ gerade. 
Hieraus ergiebt sich dann die erwaihnte Identitét in der Form 


‘ 
= e(e—1)---(@—2a) ge- Gott) __ ge—1 (ge 1) 
a 1:°2---(2a+1) ms « 


welche sich unmittelbar verificiren lisst, indem man 
ge-* (2° — 1) — 4 (2° — 2) —4{(3 + 1)? — (3 — 1°} 
nach dem binomischen Lehrsatze entwickelt. | 

Aus dem Ausdrucke fiir die Anzahl aller ungeraden #-Functionen 
ergiebt sich die Anzahl aller geraden gleich 2°* — 2¢—* (2° — 1) 
== 20-* (2 4+ 1). 

Ferner ist die Anzahl aller #-Functionen, deren Index die Form 
y hat und welche simmtlich gerade sein miissen, da sie fiir die Null- 
werthe der Argumente nicht verschwinden, gleich 

(2e + 1) (2e@) (2e—1)---(e+2) 
eee Q . 

Mithin wire die Zahl derjenigen geraden Theta’s, weiche etwa 
noch unter den Functionen mit den Indices 7 enthalten sind, gleich 
ge! (2 1) (2e) (2e—1)---( 2 
af teat 4 1) — Get Ge) te—n)---e+) 
und dieser Ausdruck wird nur = 0 fiir @—2, dagegen stets > 0 

fir 9 > 3. 

Daraus folgt, dass fiir @ — 2, die hyperelliptischen Theta’s keiner 
besonderen Beziehung zwischen den Modulen bediirfen, sondern dass 
sie gleichzeitig die allgemeinsten Theta’s mit 2 Variablen sind. Es 
hat dies seinen Grund darin, dass die 3 charakteristischen Zahlen 

e(e+1) 
2 





d. h. die Anzahl der in den allgemeinen @- Function 
vorhandenen Moduln, 
3e@—3 d.h. die héchste mégliche Anzahl unabhingiger Con- 
stanten, welche in den Umkehrungsfunctionen A bel- 
scher Integrale 1'* Gattung vorkommen kénnen, 
20 —1d.h. die Anzahl eben dieser Constanten fiir den 
speciellen Fall der hyperelliptischen Integrale 
fiir @ = 2 simmtlich denselben Werth 3 annehmen. 
Fiir @ = 3 ist die Anzahl gerader Theta’s, deren Index die Form 
4 hat, gleich 1 und es ist daher das Verschwinden einer geraden @- 
Function — nimlich 4,;, (v,, v2, v3) die Bedingung dafiir, dass das 
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System ein hyperelliptisches sei: in der That bleiben in Folge dieser 
einen Bedingung von den 6 vorhandenen @-Moduln nur 2g —1—5 
unabhiingig, Was die allgemeinste #-Function mit 3 Variablen und 6 un- 
abhiingigen #-Moduln betrifft, so fiihrt diese zwar nicht mehr auf hyper- 
elliptische Functionen, aber immerhin — weil hier 39 — 3 = 6 ist — 
noch auf eindeutige Umkehrungen Abel’scher Integrale erster Gattung. 

Etwas Aehnliches findet nicht mehr statt, sobald @>3 wird. Denn 
schon fiir @ = 4 — in welchem Falle die Anzahl der iiberhaupt vor- 
handenen #-Moduln = 10 ist — wird die Anzahl der unabhaingigen 
Constanten im allgemeinsten Falle: 39 — 3 = 9, und erniedrigt sich 
fiir hyperelliptische Functionen auf 29—1—7. Und es ist klar, dass 
mit wachsendem g die Differenz zwischen der Anzahl der vorhandenen 
#-Moduln und der unabhingig anzunehmenden Constanten der be- 
treffenden Classe Abel’scher Functionen immer mehr zunimmt, da ja 


die Zahl der @-Moduln °®* die Zahl g im Quadrat, dagegen die 


Anzahl der méglichen unabhiingigen Constanten 3e@ — 3 die Zahl @ 
nur linear enthilt, Es werden also fir @ >3 die allgemeinsten #@- 
Functionen nicht mehr auf eindeutige Umkehrungen Abel’scher Inte- 
grale erster Gattung fiihren, und es werden umgekehrt die betreffenden 
Abel’schen Functionen nicht die allgemeinsten 2@fach periodischen 
Functionen darstellen. Setzt man also 


@ 
a Basen > (Xa) 
@ 
—~ v (Xa) 
2 2. 2 


e 
= Sve 
1 


und bestimmt , (”)---- %,(x) in der Weise als Abel’sche Integrale 
i‘ Gattung, dass jede rationale symmetrische Function von (2, , ---%g) 
sich als eindeutige Function von (w, ---%g) ergiebt, so gelangt man 
zu einer speciellen Gattung von 2@fach periodischen Functionen, inso- 


‘ ; 1 : 
fern zwischen den darin vorkommenden s@+8 Moduln so viele Re- 


lationen bestehen miissen, dass nur 39 — 3 willkiirlich bleiben. In 
Folge dessen ist Herr Weierstrass, um zu den allgemeinsten 2 gfach 
periodischen Functionen zu gelangen, zu einer Verallgemeinerung des 
. Umkehrproblem’s gefiihrt worden, welche folgendermassen lautet: Es 
sollen die Functionen ,(x)--- (x) so bestimmt werden, dass zu 
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einem Systeme der Gréssen (u,--- tg) zwar nicht mehr ein einsiges 
System, wohl aber nur eine endliche Anzahl von Systemen der Grossen 
(a, +--+) gehdren. Alsdann lisst sich zeigen, dass x, ---- 2 die 
Wurzeln einer Gleichung o' Grades sind, deren Coefficienten sich 
algebraisch durch die partiellen Ableitungen einer eindeutigen, 2 @fach 
periodischen Function von (w, - - - u,) ausdriicken lassen. Herr W eier- 
strass hat damit den Existenzbeweis dieser verallgemeinerten A bel’- 
schen Functionen gegeben, wihrend deren wirkliche Darstellung in 
Folge bedeutender, sich hierbei ergebender algebraischer Schwierigkeiten 
bisher noch nicht gelungen ist. (S. Monatsberichte der Berliner Aka- 
demie, 1869.) 

Was nun die hyperelliptischen #-Functionen beliebiger Ordnung 
betrifft, so miissen, wie oben bemerkt wurde, zwischen ihren Moduln 
— <a Relationen bestehen, derart, dass 

9e—1(< (2@ + 1) 20 (2@— 1)--- (e+ 2) 

i 2S | Get Set nes (e 72 = 
gerade #-Functionen fiir die Nullwerthe der Argumente verschwinden. 
Da aber jedes solche gerade #, (0, 0,---0) gleich Null gesetzt eine 
Bedingung fiir die #-Moduln reprisentirt und fiir @ > 3 


u 





9e—1 98 (2e-+1)2e@ (20 —1)----(e+2) (e— 1) (e—2) 

2 (2° + 1)— 1-2-3---@ we 2 
ist, so kénnen diese w Bedingungen nicht simmtlich von einander 
unabhiingig sein, sondern es muss ein Zusammenhang von der Be- 


: . —1) (e—2 
schaffenheit zwischen ihnen bestehen, dass nur eo e—®) von den 


itiberhaupt vorhandenen eter ‘) @-Moduln dadurch beschrinkt werden, 
wahrend noch 2e — 1 véllig unabhingig bleiben. 

In Folge dieser fiir hyperelliptische #-Functionen als nothwendig 
sich ergebenden Bedingungen — (ich werde spiiterhin fiir den spe- 
ciellen Fall 9 —4 zeigen, dass diese Bedingungen auch die hin- 
reichenden dafiir sind, dass ein System von #-Functionen die Um- 
kehrungsfunctionen eines hyperelliptischen Systemes liefert) — gestaltet 
sich das Additionstheorem, sowie eine Reihe daraus abgeleiteter Be- 
ziehungen bei weitem einfacher als fiir die allgemeinen #-Functionen. 


Fiir allgemeine Theta’s stellt sich das Additionstheorem zuniichst 
in der Form dar: 


(A Siuminetesier uautat:. aaah 
= DiC, - By (uy + + + Ue) Fa (My + V4, +++ Ue + %), 


wo die Summation nach 4 iiber 2° beliebige Indices auszufiihren ist. 
und C, eine Grésse bedeutet, die vom Index 4 und den Argumenten 
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Vq und We, nicht aber von wu, abhiingig ist. Geniigt nun ein System 
der Bedingung, dass alle Theta’s, deren Index die Form hat: 


ny = (1, 3,5,--- 29—1, 4, &, +--+ &) (wo r< @) 
fiir die Nullwerthe der Argumente verschwinden, so lassen sich jene 


Coéfficienten C, in der Weise durch -Functionen mit Nullargumenten 
und den Argumenten v,, we ausdriicken, dass Gl. (A) tibergeht in: 


(B) By (O---0) By (wy +++ 0g) H (Uy 4 0,4 Wy y +++ Ug }Ug-+- Wy) F(U, — V4, +++ Ug—Ve) 


Je nm 
=>) (-1% Dy (Uy + + + Ug) By (Uy + W,, + + + Ue + We) 


>< Fyy (Y, + + + 0) Buy (VY, + 1, - ++ e+ Wp), 
wo dann die Indices y und y folgendermassen zu bestimmen sind: 
Man wihlt @ beliebige Zahlen aus der Reihe 0, 1, 2, ---- 20, — es : 
seien dies ¢,,---& — und setzt 


y= (1,3,5,---29— 1, &, &,*** &&), 
bestimmt alsdann noch einen beliebigen Index d und bezeichnet mit 


y jeden der 2° Indices, welche entstehen, wenn man 0 mit allen még- 
lichen Combinationen von ¢, - - - - & zur O'e", 1", - - - gten Classe ver- 
bindet, so dass also y die folgenden Formen annimmt: 


) 
de,, 0&,---+ Oe 
O&, &, O&&, +++ +> 0 &g—1& 


O&,& +++ & 
(vgl. die oben erwahnte Kénigsberger’sche Abhandlung, Crelle’s 
Journal Bd. 64.). 
Setzt man jetzt in Gl. (B) vg = 0, wa = 0, so wird 


wo das Symbol 
Sate) 
(—1yr"—_(-1)' * 


eine Gleichung, welche eine lineare homogene Relation — zuniichst 
zwischen 1+ 2° #-Quadraten liefert: diese Anzahl wird indessen da- 
durch betrichtlich erniedrigt, dass in Folge der oben gemachten Vor- 
aussetzung ein Theil der Coéfficienten von der Form @,;, verschwinden 
muss. Um dies zu beweisen, wihle ich fiir ¢,- ~- & die Reihe der 
geraden Zahlen 0, 2,--- 29 — 2, fiir 0 die in der Reihe der tiber- 


(C, 1) 9,29? (u, <> w= >) (1) | y BO? (Uy-+ Up) ( 
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haupt mdglichen, einfachen, geraden Indices noch fehlende Zahl 20; 
alsdann nimmt y die Form an: 


2@ 
(0, 2@), (2, 2@),---(2e— 2, 2@) 


(0, 2, 20), (0, 4, 20),---:- (29 — 4, 29 — 2, 20) 


(0, 2,---29 —2, 29). 
Bildet man jetzt ny, wo 
n= (1, 3,---2e—1, 0,2 »°°°2Q—2 2) = 20, 


so resultirt fiir den Anfangswerth y—2 0 das Fundamentaltheta; ferner 
nimmt yy fiir die y der zweiten Horizontalreihe die Werthe an 
OO ims 6 xe 20 —2, 

hingegen fiir alle anderen y solche Werthe, welche ausser den un- 
geraden Zahlen 1, 3,---2@— 1 weniger als @ Zahlen aus der Reihe 
0, 2,----2@ enthalten, so dass die betreffenden @,, (0, 0, - -- 0) 
verschwinden miissen, und somit auf der rechten Seite der Gleichung 
(C, 1) nur die g + 1 Glieder stehen bleiben, welche den Werthen y 
der beiden ersten Horizontalreihen entsprechen. 

Wendet man jetzt noch auf Gl. (C, 1) die Substitution (y) an, 
worunter hier, wie spiaterhin zu verstehen ist, dass jedes der Argumente 

wu um fm + gnc tee + + To 

vermehrt werden soll, und bezeichnet mit a,,---a  Factoren von der 
Form +- 1, so ergiebt sich 
B?92(14, «+ +t) ag Be HH (Uy =) a, BLD (Uy) += +) E+ ag Dap Dy 9 (uy-+-)=0, 
d. h.: Zwischen den @ + 2 Quadraten der Theta’s mit einfachem, 
geradem Index und des Fundamentaltheta’s findet eine homogene lineare 
Relation statt. Oder — wenn wir dem Fundamentaltheta, wie iiblich, 
noch den Index 29 + 1 geben: Zwischen den Quadraten aller iiber- 
haupt mdglichen 9 + 2 geraden #-Functionen mit einfachem Index 
findet eine lineare homogene Relation statt. 

Um diese Beziehungen nun auch auf ungerade Theta’s auszudehnen, 
werde auf Gl. (C, 1) zunichst eine Substitution angewendet, deren 
Index x heissen mége; dann geht dieselbe iiber in: 


Sod 1)"'*t7'"p 
(C2) HOR.) — DB) (1 02 92 (uy +++ uy). 








7h 





} 





0, 2,---2@ — 2, also wie friiher 
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Ich wihle nun wieder fiir ¢, --- @ die Reihe der geraden Zahlen 


y= (1,3,5---29—1, 0, 2,--- 20 — 2) = 20 
setze aber jetzt 
d= x, 
wo « irgend eine Zahl aus der Reihe der ungeraden 1, 3, 5, --- 29—1 


bedeuten, also als Index einer ungeraden #- Function angehiren soll. 
Dann nimmt y die‘folgenden Formen an: 


% _ 
(O, *), (2, *),----> (29 — 2, x) . 
(O, 2, x), (0, 4, *),----+- 20 — 4, 29 — 2, x) 


(0, 2,:--2@e—4, 29 — 2, x) 


und es enthilt somit yy wiederum fiir alle y von der dritten Hori- 
zontalreihe ab neben den Zahlen 1, 3, ---- 2@ — 1 weniger als @ 
andere Zahlen, so dass also @,, fiir alle diese verschwindet, waihrend 
fiir die y der ersten und zweiten Horizontalreihe yy die Werthe 
erhalt : 

(x, 2 


(0, x, 20), (2, x, 20), Fea Et: (20 oe 2, %, 20), 
fiir welche #,, nicht verschwindet. Gleichzeitig ergeben sich fiir den 
Index yx die Werthe 


20+1 

0 , ee 20 == 3 . 
so dass, wenn wir mit b, ---- bd, Factoren von der Form + 1 bezeich- 
nen, aus Gl. (C, 2) die folgende Beziehung resultirt: 
(II) a0, (ujr- + o + b, 9, x, 29% (u be b, O29 93 (M4 ° fi 

eee a a u,+-*) +5, 9. ae Pops (ty a 

also eine homogene lineare Relation zwischen @ + 2 Quadraten von 
%-Functionen mit einfachem Index, von denen eine — @, (1, --- Ug) 
— beliebig ungerade, die iibrigen gerade sind. In der Reihe der 
letzteren fehlt hier #2. (u,--- ty). Allein es ist klar, dass man mit 
Hilfe von Gl. (I) irgend ein gerades @(u,-+-a#,) aus Gil. (II) eliminiren 
und dafiir 2. (w,---+ ug) eintreten lassen kann, und dass man eben 
dasselbe auch ganz direct erreichen kénnte, wenn man oben in der 
Reihe der «,-- + statt der Zahl 2@ irgend eine andere gerade Zahl 
weglisst. 
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Geben wir nun ferner in Gleichung (II) dem Index x alle még- 
lichen g Werthe aus der Reihe 1,3---2@— 1, so erhalten wir @ 
Gleichungen , welche alle dieselben @ + 1 geraden und je eine ungerade 
#-Function mit den Argumenten wu, - - - ue enthalten. Aus r+ 1 be- 
liebigen dieser Gleichungen kann man stets r gerade Theta’s eliminiren 
und es ergiebt sich dann also eine homogene lineare Relation zwischen 
@ +2 @-Quadraten, unter denen r+ 1 ungeraden und 9 —r+ 1 
geraden @-Functionen angehéren. Da aber ausserdem, wie vorher be- 
merkt wurde, die Wahl der @ +1 geraden Theta’s mit einfachem Index 
in Gleichung (II) eine durchaus beliebige ist, so folgt: 
Zwischen beliebigen + + 2 hyperelliptischen #-Quadraten mit 
den Argumenten wu, -- +t, deren Indices Zahlen der Reihe 
0, 1, 2,---2@-+ 1 sind, findet eine homogene lineare Re- 
lation statt. 

Hierbei ist freilich zunichst nicht ersichtlich, ob die Coefficienten 
dieser Relationen sich gleichfalls wie in Gleichung (1) und (II) in der 
Form einfacher 3-Quadrate mit Nullargumenten darstellen. Allein nach- 
dem einmal die Existenz jener Relationen erwiesen, lisst sich dies 
leicht zeigen. 

Wir bezeichnen mit 
GG, Gy +++ Me 1a, die Reihe der geraden Zahlen 0, 2,4---2@—2 

B,B.----BesiBp » 5» _» Uungeraden _,, 1,3---2@—3 
in irgend einer beliebigen Reihenfolge. Dann muss — wenn wir vor- 
laufig die Relationen, in denen das Fundamentaltheta #2941(u, - - - Ue) 


vorkommt, bei Seite lassen — jede der in Rede stehenden Beziehungen 
sich in die Form setzen lassen: 


(IIT) (Uy +) Ay BE, (y+) + AQP (Uy --+) + eres. =f. A,® (u +++) 
+B, 9 (ty +++) + By, (uy +++) + mene + Bi, (uy-+-) 


wo * und A ganze Zahlen sind, welche der Bedingung x+4—o+1 
geniigen, und A,--- 4, B,--- B, gewisse Constanten bezeichnen. 
Ich setze jetzt zur Abkiirzung die combinirten Indices 


(B;, B, + - - Bott, Be) = (1,3,5----Biy—e 
(a, a,---a,B,B, ote e% Bi) =€ (also e& = a, -- + ay Bays: Be) 
und denke mir auf Gleichung (III) die folgenden 9 + 1 Substitutionen 
halber Perioden angewendet: 

(EG, 03 +++ @y 10y B, B, - - - Brrfr) = e&a, 


(é@,@,---@, B,B,B,---B, a) —efa, 


ro a * Oy 9 My 10, B, sane Ba—2 Bas) eed €&B, 
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und alsdann die Argumente w, ---, simmtlich = 0 gesetzt. Dann 
wird die linke Seite der aus (III) resultirenden Gleichungen stets Indices 
annehmen, welche aus ¢ und g@ + 1 anderen Indices zusammengesetzt 
sind, und es werden somit die auf diese Weise sich ergebenden 
Pac, 08 Pea,ek ia cle Pa,a,e8 Pa,p,08 sini” Pa,3j28 

nicht verschwinden. — Auf der rechten Seite wird fur die erste Sub- 
stitution das Glied mit A, den Index ¢§ erhalten, und zwar kann 
%.¢(0---0) nicht verschwinden, da ja ¢§ ausser ¢ noch g + 1 andere 
Indices (a, -- a, B,---6,) enthilt. Hingegen werden alle anderen 
Glieder Indices erhalten, welche ausser ¢ nur noch g@— 1 Zahlen ent- 
halten (da sich von den @ Zahlen, welche jeder Substitutions-Index 
ausser 2 noch enthilt, immer eine forthebt) und miissen folglich ver- 
schwinden. Ebenso erhilt fiir die zweite Substitution das Glied mit 
A,+rses , fiir die letzte das mit B, den Index ¢&, waihrend wiederum 
alle abrigen Glieder verschwinden. Es ergeben sich somit zur Be- 
stimmung der unbekannten Coefficienten A, --- A, B,--- B, folgende 
Gleichungen : 


2 2 # 
Goe,08 a 5 A, a: a mT; — + A 29s 
2 2 2 
Fg ~ £58, ---°- Pote§ — EBM, 
sodass — wenn wir mit a,---- a, b,--+--b, Factoren von der Form 
+ 1 bezeichnen — Gleichung (III) in die folgende ‘iibergeht: 
(IV) OO (uy - )+a, 9, a Pes (uy -+*) feeeees + an 9 a 0§ 2a, (i +.) 


+ b, Feng? A (t,-+-)e-ee +02. 9% 5,08 O%, (thy: =0. 


Jetzt bleibt nur noch der oben ausgeschlossene Fall zu betrachten, 
dass Gleichung (III) etwa das Fundamentaltheta M2911 (u, - +--+ %) 
enthalte. In diesem Falle mége dasselbe unter &q, (wu, --- + Ug) ver- 
standen werden: dann sind die Indices, welche die linke Seite in Folge 
der gemachten Substitutionen annimmt, die Indices dieser Substitutionen 
selbst, und da diese siimmtlich aus ¢ und g anderen Zahlen zusammen- 
gesetzt sind, so wird auch in diesem Falle die linke Seite fiir keine 
der gemachten Substitutionen verschwinden, wihrend auf der rechten 
Seite alles genau so bleibt wie friiher. Es wird somit schliesslich in 
Gleichung (IV) statt a, (UW, - ++ Ue) - +> Pogps (Uy +++ Ug) zu setzen und 
in den zusammengesetzten Indices der Coefficienten die Zahl a, ein- 
fach wegzulassen sein. — Wir kénnen jetzt dem bereits oben aus- 
gesprochenen Satze folgende noch pricisere Form geben: 

Geniigt ein System von #-Funttionen mit g@ Argumenten der 
Bedingung, dass alle geraden Theta’s, deren Index die Form 
yn =(1,3,----2@—1, &, &,--* &), wor <Q, hat, fir 
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die Nullargumente verschwinden , so findet zwischen r + 2 be- 
liebigep #-Quadraten mit einfachem Index eine homogene lineare 
Relation statt, deren Coefficienten einfache und nicht ver- 
schwindende @-Quadrate mit Nullargumenten sind. — 

Denkt man sich die Zahlen 0, 1, 2,---2o@-+ 1 in der Weise zu 
je @ +2 combinirt, dass man die Indices jedesmal um eine Stelle 
eyclisch vorriicken lisst, so kann man 2@-+ 2 Relationen von der 
Form (IV) erhalten, und wenn man auf jede derselben alle méglichen 
2°¢ — 1 Substitutionen halber Perioden anwendet, so ergeben sich im 
Ganzen 2°¢(29 + 2) derartige Beziehungen — eine Zahl, welche den 
von Rosenhain aufgestellten 96 Relatiqnen fiir die hyperelliptischen 
Functionen 1 Ordnung entspricht. 

Ich bemerke, dass der soeben ausgesprochene Satz und seine 
Folgerung mit den beiden Siitzen iibereinkommt, welche Herr W eier- 
strass in seiner Theorie der Abel’schen Functionen folgendermassen 
ausspricht (Crelle’s Journal, a. a. O. § 5.): 


I. Durch je @ von den Quadraten der Gréssen 


kénnen die iibrigen linear ausgedriickt werden. 
II. Ebenso kénnen durch je @ Quadrate der Gréssen 


* (? eine der Zahlen 1, 2--- 20+ ') 
Py» Pty» Pay, * * Peery wo p,, fortzulassen ist 


die tibrigen linear ausgedriickt werden 


(wo 
Bo (Mi °° O 
Pa = Ala (ty, My + + + + He) = Senay oe °@ 
Oe 
Pets = Aletp (Uy, Uy +++ + te) = : 6 =0,1,2---@). 


Man erhilt nimlich offenbar den ersten dieser beiden Sitze aus 
Gleichung (III), wenn man darin a, = 2¢ + 1 setzt, die itibrigen In- 
dices irgendwie aus der Reihe 0, 1,--- 209 wihlt und die ganze 
Gleichung durch an (u, +++ Ug) dividirt; und ebenso den zweiten 
jener Siitze, wenn man noch auf Gleichung (III) —in welcher wiederum 
a =2e@-+ 1 zu nehmen ist, falls die Endgleichung ein Theta mit 
einfachem Index (dem p, entsprechend) enthalten soll — eine Sub- 
stitution halber Perioden anwendet, deren Index einer derjenigen ist, 
welche in der Gleichung selbst vorkommen, und schliesslich wieder 
durch 9? ot (My +++ Me) dividirt. 

Ich beweise jetzt einen analogen Satz fiir gewisse Producte von je 
2 #-Functionen, niimlich solche, deren zweiter Factor durch die naim- 












lic 
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liche Substitution halber Perioden aus dem ersten hergeleitet ist, 
wie in Oa (uU,+--) Pan (Uy ---), Be (uy ++ -) Feu(u, - - -) ete. 
Ich zeige: 
Zwischen 9+ 1 @-Producten von der Form @e(u, - - -) Pau (uy, -*-), 
wo «@ einen variablen Index aus der Reihe 0, 1,---20, pw 
einen festen Index (aus derselben Reihe und von « verschieden) 
bedeutet, findet eine homogene lineare Relation statt. 
Zu diesem Behufe vermehre ich in Gleichung (B) (S. 441.) 


1 1 
v, um — + mf — yn ta: ve 5 Mt tae 
1 1 1 
w, um + => (ms + m*) + > (nf + nf) Tar foceerees +5 (ne + nb) Tag. 


Alsdann ergiebt sich 

(D,1) 4, (0, --- 0) Dap (wy; ++) Be (uy, + 1,-+, +++) Bs (u,;—%,-* >) 

=> 1)% By (Uy +++) Pyap(Uy+,,° -) nye (0 +++) Pyya(¥y + MY --*) 
Y 


wo C, eine aus den Charakteristiken der vorkommenden Indices zu- 
sammengesetzte ganze Zahl bedeutet, welche sich ‘ folgendermassen 
bestimmt: Man setze 
m"” == m" +m’ + 2H, 

m! +m? + m?=—2M, +m" m' +m! —m'42H,=—2M,” +m" 
m" +m? +m =—2M,'+ me m" +-m" +-m*-+-2H,= —2M,"" +m" 
(wo die ganzen Zahlen H,, M,, M,’ ete. durch die Bedingung villig 
bestimmt sind, dass die eingefiihrten Hilfsgréssen m’ , 
Werthe 0 oder — 1 annehmen sollen). 


m’ ete. nur die 


Dann ist 
C= S) Io mt + ntl HE (1% + nb) + M,(n" +n2 + nf) 

4 My (nif of -ne) + IL,” (nb nk pnt) 4M, "(nh nl nt) 
Setzt man nun in Gleichung (D, 1) v4» =0, w, = 0, so wird: 
(D, 2) OP yap Pu(ty ++) Delt, --—= >? ~ 1)°F yy Pny p Fy (Qty +++) Pyag(tey ++). 


Ich bezeichne jetzt mit ¢,, 5,°-+ &42@-+2 verschiedene Zahlen der 
Reihe 0, 1, ---2@ und setze ° 


@ = Fr B = é911 E42 n=(1, 3,--- 290—1, &,&,--: &)- 
Dann ist zuniichst ersichtlich , dass der Coefficient der-linken Seite 


in Gleichung (D , 2) nicht verschwindet. Wird ferner 6 = 29+-1 (Index 
des Fundamentaltheta’s) gesetzt, so nimmt y die Werthe an 
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2e+1 


Daraus folgt zuniichst, dass auf der rechten Seite der Gleichung 
(D, 2) yo fiir alle y, ausser fiir diejenigen der ersten und zweiten 
Horizontalreihe verschwindet. 

Ausserdem verschwindet aber noch @,,, fiir y = 2@-+ 1, wahrend 
fiir y = &, &,--+ & weder ,,c, noch #,,, verschwindet. Es ergiebt 
sich somit, wenn man nunmebr die betreffenden Werthe von ya 
bildet , dass zwischen den Producten: 

Peis (uw, ---) Bross Fore (uw, ++) 
und 

Be, (u, — +) Fey enue (my P - +) jedi » De, (uy i *) Fee tore (M1 tins +) 
eine homogene lineare Relation besteht — womit der oben ausge- 
sprochene Satz bewiesen ist. Derselbe entspricht wiederum einem Satze 
von Herrn Weierstrass, welcher folgendermassen lautet: 

Durch je @ von den Producten 


Pi Pry P2Pry**** PretiPreti,y (WO py, fortzulassen ist) 
lisst sich jedes der iibrigen linear und homogen ausdriicken. — 
Ich bemerke schliesslich noch, dass die Anzahl der in jeder der 
soeben betrachteten Relationen enthaltenen #-Functionen sich noch be- 
trichtlich reducirt, sobald man die Argumente zu Null werden lasst. 
Bezeichnet man z. B. mit «,, «,, a, irgend drei Zahlen aus der Reihe 
0,2,---2@— resp. auch die Zahl 29 + 1 —so muss nach Gl, (IV) 
(S. 445) u. a. auch eine Relation von folgender Form bestehen: 
o a (u,---)+a, Peek %. (Uy +++) OO eset 2, (u,---)-+P=0 
wo P ein Aggregat von g@ — 1 @-Quadraten bezeichnen soll, deren 
Indices der Reihe 1, 3,-+-- 2@— 1 angehéren. In diesem Falle ist in 
Gl. (IV) 4 = @ — 1 wu setzen, und daher: 


E = (a,, &, B,, B,,--- Bes) e§ = (a,, a, Be). 

Setzen wir jetzt in obiger Gleichung u, = u, —---—= typ = 0, 80 
muss P verschwinden, und es wird daher, wenn wir noch statt Bp, 
welches ja einen beliebigen Index der Reihe 1, 3,---2@ — 1 bezeich- 
net, einfach 6 schreiben: 

(V, 1) 9 asp a, + 19 5,0,2%s, + 42 9%.0,p Pe, = 0 


@,a,8 ~ a, 
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bedeutet : 
(V, 2) a a¢ Pees + % He, + a, Wp = 0. 


Es findet somit zwischen je drei #-Quadraten gerader #-Functionen 
mit einfachem Index und Nullargumenten eine. homogene lineare Re- 
lation statt. 


Ich wende mich jetzt zu dem speciellen Fall @ = 4 und will mit 
Hilfe von #-Functionen mit 4 Variablen, welche der Bedingung fiir 
hyperelliptische Systeme geniigen, das Umkehrproblem fiir die hyper- 
elliptischen Integrale 1'** Gattung und 3" Ordnung nach derselben 
Methode behandeln, welche Rosenhain in seinem ,Mémoire sur les 
Fonctions de deux Variables et 4 quatre Périodes etc.“ fiir die hyper- 
elliptischen Functionen 1'** Ordnung angewendet hat. Ich werde dem- 
gemiiss eine Anzahl von Relationen zwischen 10 #-Functionen mit den 
Indices 0, 1, 2,---8,9(wo 9 der Index des Fundamentaltheta’s) und 
mit vier verinderlichen Argumenten u,,---,, sowie eine Reihe von 
Beziehungen fiir die Theta’s mit Nullargumenten entwickeln, werde 
alsdann zeigen, dass sich die Quotienten aller Theta’s mit Nullargu- 
menten durch 7 (bez. 9) Constanten, die aller Theta’s mit variablen 
Argumenten als symmetrische Functionen von 4 Variablen a, --- a, 
und eben jenen Constanten darstellen lassen, und dass endlich die auf 
diese Weise eingefiihrten Grissen a,---2, einem hyperelliptischen 
Differentialgleichung-Systeme 3'* Ordnung geniigen, mithin jene #- 
Quadrate die Lésungen fiir das Umkehrproblem der betreffenden 
hyperelliptischen Integrale 3'** Ordnung liefern. — 

Die Anzahl derjenigen #-Functionen, deren Index die Form 
y = (1, 3, 5,7, & +--+ &)— wo r << 4 — hat, betrigt hier 130; unter 
diesen sind 120 ungerade und verschwinden also an sich schon fiir die 
Nullargumente, wihrend die folgenden 10 mit den Indices 


1357,1 1357,3 1357,5 1357,7 1357,0 1357,2 1357,4 1357,6 1357,8 1357 
oder 

157 357 137 135 2468 0468 0268 0248 0246 1357 
gerade sind und also erst in Folge unserer besonderen Annahme fiir 
die Nullargumente verschwinden werden. — 


Zuniichst gebe ich nun eine Uebersicht iiber die Indices und Cha- 
rakteristiken der tiberhaupt existirenden 256 4-Functionen mit 4 Argu- 


menten, da eine solche fiir jede weitere Rechnung durchaus unent- 
behrlich. 


Mathematische Annalen. XII, 
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(NB. Die mit einem * bezeichneten Indices gehéren ungeraden, die mit ** 
bezeichneten hingegen solchen geraden Theta’s an, welche in Folge der gemachten 
Voraussetzung fiir die Nullargumente verschwinden.) 
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Ich entwickle jetzt 5 Relationen zwischen je 6 der 10 3-Functionen 
mit den einfachen Indices 0,1,2,---+-9: und zwar wihle ich diese 
Relationen so, dass jede derselben das Fundamentaltheta @, (v, --- %,) 
und die 4 geraden Functionen mit den Indices 0, 2, 4,6, ausserdem 
aber je eine ungerade #-Function oder das noch fehlende @, (1, - - - v,) 
enthalt. Man kénnte diese Beziehungen durch Specialisirung von e=4 
auf demselben Wege herleiten, wie oben die Gleichung (IV): indessen 
wird die Rechnung zur Bestimmung der Vorzeichen eine kiirzere, wenn 
man sich jener ebenfalls oben bereits bentitzten Formeln hedient, wie 





aA TF 
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sie sich unmittelbar aus dem Additionstheorem durch Nullsetzen ge- 
wisser Argumente ergeben. 

Man findet zunichst aus Gleichung (C,), wenn man 

& & & & y 8 
die Werthe 0 2 4 6 8 0246 
giebt und ausserdem auf die Gleichung noch die Substitution (7) an- 
wendet : 
Be? De? (0, + + +) = Dy? Dy? (v, -- -) — Bq? Dy? (v, ---) —B,?- B,? (0, - ++) 
“4. o79)? (0, -+-) — O46? B,? (v,---) 

oder wenn ich von jetzt ab zur Abkiirzung 

Fa (V,,++ + ,) mit [a] 

%a(0,---O) mit @ und im Falle einer Zweideutigkeit mit («) 
bezeichne: 
(VI, 1) 9%-[9]* — 0?-[0]? + 2?.(2} + 4*.[4]? + 6?-[6] + 8?-[8]?. 

Ferner ergeben sich aus Gleichung (C, 2), wenn man darin 


wiederum 

é=08,=—28—42,=—6 also y=—8 
wihlt, und sowohl 0 als x der Reihe nach die Werthe 1, 3, 5, 7 giebt, 
die folgenden 4 Beziehungen: 
18? -[9}?==018? - [0]? —128?. [2]*148?. [4]? — 168? [(6]"—8?.- [1]? (2) 
38? - [9 |?==038? - [0]?-+-238?- [2 ]*—348? - [4 ]"—368? - [6]?—8?- [3]? (3) 
58? . [9]?==U58? -[0]?-++-258? - [2]*4-458? - [4]*— 568? - [6]?—8?. [5]? (4) 
78? - [9 }?==078? - (0 ]?-+-278?. [2]*-+-478? . [4]?4-678?- [6]*—8?- [7]? (5) 
Ehe ich mit diesen Gleichungen weiter operiren kann, muss ich nun 
eine Anzahl von Relationen fiir die #-Functionen mit Nullargumenten 
entwickeln. Ich gebe hier drei Kategorien solcher Relationen. Die 
erste giebt eine Beziehung fiir die Theta’s mit dreifachem Index und 
solche mit ein- und zweifachem Index und entsteht durch Specialisirung 
der Indices aus Gleichung (Vb). Ich ziehe es indessen wiederum vor 
die betreffenden Relationen aus der Formel (C, 1) herzuleiten, indem 
ich darin zunichst wu, = u. = us = u, = 0 setze, sodass also 
(E) 99) = >y(— 1", 1, - 


Giebt man hierin 


{ 


&, & &; & 0 

die Werthe 0 2 4 7 8, so folgt: 9°-678? 8? -67°+-6?.78?--. (1) 
02678 -— 9?.478? —=8?.47?+-4?.78?... (2) 
04678 —  9.278?==8?-27°-+4-2?.78?... (3) 
24678 — 9-078? ==8?-07?-+-0?-78?.-. (4) 


(VII) 
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8, so folgt: 9-568? 8?. 


— 92.368? = 


— 9?. 168? —= 8?. 


458? = 8? 


2.258? = 8?. 
2. 058? 8?-0 
92. 348? = 8?. 
2. 148? 8?. 
2.938? 92. 
2.038? = 82. 
9?. 128? 8?. 
92.0182 8?. 
467? = 42. 


- 2672 2? 


9?- 067? —=0?. 


92.2472 


?.047?=—=(?. 


2.0277 = (2 


.4562—=6?. 
92. 256262. 


9°. 056? = 6? 


9.346? 6?. 
2.146? 62. 
2.236262. 
92.036’ 6-0 
9?. 196762. 
waa ye 
2 45242. 252 
45242. 
2.025? —()? . 25 
2.234? 42. 
92.0342 — 4?. 
92. 1242— 42. 
2.014742. 


97-016? —=6 


2.045’? —=0? 


2.023202 
2.012? 


56°—6?. 
8?.362—6?.§ 
16°—6?. 
-45°-+-4?. 
257-2? .5 
5*+-0? -5 
34°—4?.; 
14° 4?. 
23?+-2?.§ 
032-02. 
12?—2?. 
8?.012-02. 
67°—6?. 
-67°—6?. 
67°—6? . 07° 
2?.47*—4?.2 
47°*—4?. 
- 277-22. 
45?4-4?.5 
25?-+-2? . 56? 
-05?-+-0? . 
342—4?.3 
14°—4?. 
23?+-2?. 36 
3°-+0? -36 


12222. 


2 92 


2374-92. 3 
032-02. 


12?—2? 


01?-+--0?. 
-23?—2?.0; 
2?.01?-+--0?. 


* (5) 

> (6) 

- (1) 

++» (8) 

- (9) 
--(10) 
2...(11) 
--(12) 
8?...(13) 
2...(14) 
2...(15) 
2... (16) 
--(17) 
--(18) 
--(19) 
-+ (20) 
2...(21) 
7?.-- (22) 
2... (23) 
(24) 
5? ... (25) 
2... (26) 
2 -» (27) 
+ (28) 
-+(29) 


(30) 


32... (BI) 
-+(32) 
5? -. - (33) 
2 -+(34) 

-+ (35) 
2... (36) 
2...(37) 
2...(38) 
: --(39) 
22...(40) 











(VIII) 





88,0 x 


(1)0247856 
(2)0247658 
(3)02478 36 
(4)0247638 
(5)0247816 
(6)0247618 
(7) 0267845 
(8) 0267458 
(9)0467825 
(10)0467258 
(11) 2467805 
(12) 2467058 
(13)0267834 
(14) 0267438 
(15)0267814 
(16)0267418 
(17) 0467823 
(18) 0467238 
(19) 2467803 
(20) 2467038 
(21)0467812 
(22) 0467218 
(23) 2467801 
(24)2467018 


(25) 0245836 
(26) 0245638 
(27)02458 16 
(28) 0245618 
(29) 0243816 
(30) 0243618 
(31) 0265834 
(32) 0265438 
(33) 0265814 
(34) 0265418 
(35)-0 4 6 5 8 23 


56? - 678? == 


2.478" 


?.078? 


2.368? 


- 678? = 


?- 67! 2 = 


- 678? — 
-678? 
- 678? 
-478? 
-478? 


273? = 


| 


278? 
0782 
-O782 
4782 


-4782 
-478? 
278? 
278? = 
078? 


-278? 


aa 2782 => 


-O78? = 
- 078? 
- 568? 
- 568? 
- 568? 
- 568? 


- 368? 
-458? 
-458? 
-458? 
-458? 
- 258? 


o> 
~] 


-~l 


-~1 
ve 
no 


tw 


cs 
RIK TR 
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a 
~] 
nw 


~P2R2 


2.5682 + 62.2 
-568? + 8?. 
.368? +L 62. 
2.368? + 82.36 
168? + G?. 
168? + 82. 
2.458? + 42. 
2.458? — 82. 
-258? + 22.2% 
256? — 8?. 
-058? + 02. 
.058? — 82. 
2.348? 4 42. 
348? 4 8?.: 
2.148? 4 42. 
-148? + 82. 
2.9382 4. 92. 
— 
-038? ++ 02. 
2.038? — 82. 
.128? + 22. 
128? 4 82. 
-0182 + 02. 
-0182 — 82. 
-368? ++ 6?. 
368? + 8?. 
- 168? + 62. 
- 1682 + 82. 
2.168? + 62. 
168? + 82. 
348? + 42.5 
348? 4 8: 
-148? 4 42. 
148? + 82. 
238? + 22. 


4V0 


-568? + 62-5678? 
-568? + 8?.5678? 
-368? + 62.3678? 


9?.5678? —= 562.78? + 582-67? (1) 
| | 
-368? + 82.3678? J 


9.3678? — 36?-78? + 38-67? (2) 


168? + 62. 1678? 
-168? + 82-1678? 
458? + 42.4578? | 
-458? — 82.4578? | 
. 258? +. 22.2578? 
. 256? — 82.2578? 
-0582 + 02-0578? 


92 
+0582 — 82-0578? 
8 J 


9. 1678? = 16?- 78? + 18?-67? (3) 
92.4578? — 45?. 78? — 582-472 (4) 
9.2578? — 25?.78? — 582-27? (5) 


-0578? == 05?. 78? — 58?-07? (6) 


- 848? +. 42.3478? 
- 348? + 82.3478? 
'. 1482 pee! 
'. 148? +. 8?.14 
2382 pip \ 92.2378? == 232.78? — 382-27? (9) 
. 2382 — 82.2378? | : 
>. 038? + 0?-0378? \ ge 
2.038? — 8?.0378? 

- 128? + 2?. 1278? 
128? + 82.1278? 
-018? + 0?-0178? 
-0182 — 8?.01782 
-368? + 6?-3568? 
-368? + 8?-3568? 


J 
I° 
| 
168? + 62-1568? 
| 
i? 


9?.3478? — 342-78? + 382-472 (7) 


92.1478? — 14?.78? 4+ 18°-47? (8) 


92.0378? —= 032-78? — 38?-072(10) 


~w 


2.1278? — 12?.78? + 18?-272(11) 


92.0178? = 012-78? — 18?-07? (12) 


w 


(Villa) 


w 


co 


2.3568? = 38?-56? — 36° -58? (13) 


ww 


w 


© 


ww 


en Bogen! 2.1568? —= 182-562 — 16?-582(14) 
° 7 -15 3 


-168? + 62-1368? 
1682 + 82.1368? 
2.348? + 42.3458? 
2.348? + 82.3458? 
2.148? + 42. 1458? 
2.1482 + 82.1458? 
2.238? +. 22.2358? | 


~ 


Ne) 


2.1368? — 187.36? — 16?.38?(15) 


i) 


© 


2.3458? — 34*-58? + 38?-45? (16) 


2.1458? — 14?-58? + 18?-45?(17) 





Ne} 
~ 


.2358? — 232.58? — 38?-25?(18) 








(VIII) 


(7) 02678 45 
(8) 0267458 
(9)0467825 
(10) 0467258 
(11) 2467805 
(12)2467058 
(13) 0267834 
(14) 0267438 
(15)0267814 
(16) 0267418 
(17)0467823 
(18) 0467238 
(19) 2467803 
(20) 2467038 
(21) 0467812 
(22)0467218 
(23) 2467801 
(24) 2467018 
25) 02458 36 
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Zur Théorie der hyperelliptischen Functionen. 455 


Hiermit sind alle #-Functionen mit dreifachem Index, welche fiir die 
Nullargumente nicht verschwinden, erschépft. 

Das zweite zu entwickelnde System von Relationen giebt eine Be- 
ziehung zwischen 3-Functionen mit vierfachem Index und solchen mit 
ein-, zwei- und dreifachem Index. Ich brauche hier nicht alle Theta’s 
zu betrachten, sondern nur diejenigen, welche einen Index, z. B. 8 
gemeinschaftlich haben. Fiir jede dieser Functionen entwickle ich zwei 
Relationen mit Hilfe der Formel (C, 2) (S. 442) und eine dritte als 
Eliminationsresultat dieser beiden. Setzen wir in (C, 2) die Argumente 


gleich Null, so wird 
slrt7i1 9 9? 
(F) He = Dy ota, 


und hieraus ergiebt sich, wenn &---&, 0, * die jedesmal angegebenen 
Werthe erhalten, eine Reihe von Beziehungen, welche auf der Tabelle 
am Ende dieser Abhandlung (VIL) und (VIlla) zusammengestellt sind. 

Die dritte Classe der zu entwickeluden Formeln fiir die #-Functionen 
mit Nullargumenten, soll eine Beziehung zwischen je zwei Producten 
von 4 solechen Theta’s liefern. 

Setzt man in Gleichung (D, 1) (8. 447) die Argumente simmtlich 
gleich Null, so wird 


(G) DP yap Fa9s = a(- 0" 1)"9 yD yap FryaPnys 


und es ergeben sich, wenn é, --- €,, a, 6, 0 die jedesmal beigefiigten 
Werthe erhalten, und die resultirende Gleichung noch in’s Quadrat 
erhoben wird, die folgenden Beziehungen: 


&; by & e a po 
0 2 6 5 47 56 8.--472.56?- 4582-678? — 452. 672-5682. 4782... (1) 
0 4 6 5 27 56 8---27?-56?-258?. 678? = 25?- 67? -568?-278?--- (2) 
2 46 5 07 56 8---07°-56?-058?.678? —05?. 67? -568? -078?---. (3) 
0 2 6 3 47 36 8--.47?-36?-348?- 678? = 34? - 67? -368?-478?--- (4) 
0 4 6 3 27 36 8---27°-36?- 238? . 678? = 23°. 67? .368?-278?.-- (5) 
2 4 6 3 OT 36 8.--07?-36?- 038? - 678? — 03?- 67? - 368? -078?.-- (6) 
26 16 8.--47?- 16. 148?.678? — 14” -67? - 168?- 478?--- (7) 
46 16 8.--27?- 16?- 128? - 678? = 12? 67?. 168? -278?--- (8) 
246 16 8---O07?- 16?.018?- 678?== 01". 67?- 168?-078?.-- (9) 
28! 58 6-.-47?-58?. 456? . 678? = 45°. 78? .568?- 478?-- - (10) 
4 8 5 27 58 G.--27?.58?.256?- 678? = 25°. 78? .568?-278?--- (11) 
248 58 6---07?.58?- 056? -678? == 05? - 78? .568?-078?---(12) 
28: 38 6---47?. 38?.346?. 678? = 34? . 78? -368? - 467?- -- (13) 
048: 38 6--+27?- 38? .236? -678? = 23? - 78? . 368? - 267? - --(14) 
2 48 3 07 38 6.--07?- 38-036? - 678? = 03?. 78? . 368? -067? - - - (15) 

















Avrrep PringsHem. 


&, && & a BO 
0 281 47 18 6.---47?-18?- 146?.678? — 14? - 78? . 168? . 467? . -. (16) 
048 1 27 18 6.--27*. 18?. 1267-678? — 12?. 78? . 168? - 2672... (17) 
248 1 07 186.---07?-18?-016?-678? —01? - 78? - 1687-067? ---(18) 
0 6 8 5 27 58 4---27?-58?. 245°. 478? —= 25? . 78? . 458? . 247? . .-(19) 

2 6 8 5 O07 58 4.--O7?-58?- 045? . 478? — 05? . 78? - 4582-047? - .- (20) 
(IX){0 6 8 3 27 38 4.--27?-38?.234? .478? —23?. 78. 348?- 2472... (21) 

26 8 3 07 38 4.--072-382: 0347-478 82. 78?.348?.0472... (22) 
06 8 1 27 18 4.--27°- 18-124? .478? — 12?.78?. 148? . 247?...(23) 
268 1 O07 18 4---07?-18?-014?-478?—01?. 78? . 148?.047?.. - (24) 
46 8 5 07 58 2..-07?-58?- 025. 278? — 05? . 78? . 258.027? -- - (25) 
4 6 8 3 07 38 2.--07?. 382-0232 -278? = 03? - 78? - 2387-0272. - (26) 
4681 07 18 2-- O7*-18?-012?-278? —01?. 78*. 128? -027?-- - (27) 





und eine grosse Anzahl iihnlicher, deren Bildungsweise ich spiaterhin, 
wo sie fiir die Rechnung nothwendig sind, angeben werde. — 

Ks lisst sich nun zeigen, dass vermége dieser Relationen zwischen 
den Theta’s mit Nullargumenten alle médglichen Quotienten dieser 
Theta’s sich durch irgend 7 von ihnen ausdriicken lassen. Hierzu greife 
ich die Gleichungen 1, 2,3, 4 des System’s (VII) und 1, 3, 5 des System’s 
(VIII) heraus und bringe sie zuniichst auf die Form 6? +b'’—1, also 

(8)? - (67)? _, (6)? - (78)? 
(9)? - (678)? * (9)? - (678)* 
(8)? - (47)* 4 (4)*- (78)? _ 
(9)® - (478)? (9)? - (478)? 





== | 


(8)? - (27)? (2): (78)? _ 
(9)? - (278)? | (9)®- (278)? 
(8)? - (07)? (0)? -(78)? 1 
(9)? - (078)? (9)?- (078)? 
(67)? - (568)? (6)? -(5678)* 1 
(56 )®- (678)? (56)?- (678)? 
(67)® - (368)? (6)?+ (3678)? 1 


(36)? - (678)? (36)? - (678)? 
(67)2- (168)* (6)*- (1678)? _ 
(16)®- (678)? ' (16)®- (678)2 
Ich fiihre nun fiir die in jeder dieser Gleichungen zuerst stehenden 
7 #-Quotienten Constanten ein, zu deren Bezeichnung ich mich einer 
Reihe von 9 Grdéssen a,, a, --- a, in der Weise bediene, dass nur die 
Quotienten der Differenzen je zweier von ihnen in den Definitions- 
gleichungen vorkommen. Setze ich ausserdem noch zur Abkiirzung 


dy — 1 = Gz, 
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a ip at — —_—" 





a, A 





so soll sein: 
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Gy, 8-67? az, _—«8®- AT? az, _—o8*-2T® a, _—8®- OF? 


Ge, 9? 678® ay, 9-478 Gy, 9%- 278? ay, 9 - O78" 
Gy, _ GT®- 568? a,, 672. 368% a,, _67?- 1682 
@;,  56%-678? a,, 36-678? a,,  16®- 6782 
(X) sodass sich vermége der obigen Gleichungen zuniichst noch 
ergiebt: 





Gey 6? T8® Gy, AP T8® gz _—2®- T8® ay, _—O* - 78 


@, 9%- 6782 ay, 92-4782 ag, 9%- 278% ay,  9%- 0782 

G3; _ 6®- 5678 ay, __ 67?-3678® ay, 67-1678? 

Gs, 56%- 678? ag, 362-678? a, 162-678? 
Ich nehme nun an, die Moduln des betrachteten Theta-Systems seien 
rein imaginir. Dann sind die Theta’s mit Nullargumenten simmtlich 
reell, folglich ihre Quadrate positiv. Daraus folgt, dass, wenn nun 
a, > a, und a, > 0 genommen wird (woriiber ja willkiirlich verfiigt 
werden kann, da durch die Gleichungen (X) nur 7 von den Constan- 
ten a, bestimmt sind), auch a,, a, - - - @,, @, positiv sind und es ergiebt 
sich ferner aus den Gleichungen (X) und einer Anzahl dhnlicher, die 
sogleich noch entwickelt werden sollen, dass alsdann 





und dass also 
Ax, > 0 sobald 4 > x 


ist. — Man kann nun vermdége der Beziehung 

ya mr Gy3 — %s 

Guy @n3— ay 
offenbar jeden beliebigen Quotienten dieser Form mit Hilfe des System’s 
(X) durch #-Functionen ausdriicken — und es werden sich dann um- 


gekehrt alle méglichen #-Quotienten, durch die Constanten a,j aus- 
driicken lassen. Um dies schliesslich zu bewerkstelligen bilde ich zu- 
nichst eine Reihe von Quotienten der Gréssen a,,, niamlich alle 
méglichen von der Form 


ayy 
ay se 
wo: ‘ 
A=0,2,- 8 
hap by lisa 
1=0,2,---8f 
x L532, 7 
oder: 
A=1,3,---T7 
conidia 7fS4 
=1,3,--- 
x=0,2,---8 


von denen die ersteren den Relationen des System’s (VII), die letzteren 
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denen von (VIII) in derselben Weise entsprechen, wie die unter (X) 
gegebenen den zu ihrer Definition herbeigezogenen #-Relationen. (Die 
Relationen 1X dienen hierbei zur Vereinfachung gewisser resultirender 
Ausdriicke.) 
Die betreffenden Ausdriicke finden sich auf der Tabelle am Ende 
unter (XI) zusammengestellt. 
Ich bilde jetzt das folgende Product von Quotienten: 
Aye Gog yg Gog 9° - 0122-034? -0562- 078?” 
Nun folgt aus der Formel (G) (S. 455), 
wenn é,&@¢,« BO . 
die Werthe 1 5 7 4 0 12 9 erhiilt: 0? . 12?.34?.5678? — 9?.012? .034?. 1234? 
13580569 —  0?.56?.78?. 1234? = 9". 056? .078?. 5678? 
und durch Multiplication dieser beiden Gleichungen: 
0, 12?. 34°. 56?. 78? = 94.012? .034*.056?. 078? 
Es geht somit die obige Relation iiber in: 
(X11) (1) S — %01%3%05%7 | 


Mog Bo 4 bog Fos 


Gor M3 By, yz O°- 122. 342. 562- 782. 


In thnlicher Weise ergeben sich vermége der Beziehungen: 


&,& 2&0 BO 


15742019 —  2?.01°.34?.5678? —9?. 012. 234*.0134? 
13582569 — 2?.56?.78?.0134? == 9?. 256? . 278? .5678? 
15724019 — 4?.01?.23*.5678?—= 9.014? .234? .0123? 
13584569 — 4*.56?.78?.0123?—9?.456?. 478? .5678? 
15726019 — = 6?.01°.23*.4578?= 9? .016?. 236.0123? 
13586459 — _  6?.45?.78?.0123?—9? .456?. 6782. 4578? 
15728019 — _  8?.01?.23?.4567?—9? .018?. 238.0133? 
13568459 —  8?.45?.67?.0123?=— 9? .458?. 678? .4567? 


fiir die itibrigen.d-Function mit einfachem geraden Index die Ausdriicke 
(2) 2* —— 12 F23 M95 Ae7 (3) 44 41434 B45 O47 
9 Fog Ags Age Ags 9 Fog Fo4 B4e M45 


(4) CF yg A gg O56 U7 (5) Bt ys Ags, Ass 7s 
94 Ag A265 416 Bs 9 Bos Aes 4, Ags 


(X11) 


Wir bilden ferner das Product: 


Bye By Ayg Gyg M3 Mp, Gy, __O18-018'. Qt. 4%. Gt. 38%. 58%. 78? 


Ga Gog Gog Gen Gey Gu Sey 95.  8'-0122- 0142-0162 -0138?- 01582-01782 


und leiten jetzt zur Vereinfachung dieses Ausdruches aus der Formel - 
(G) die folgenden Beziehungen her: 
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& && 6,0 BO 


15782019 — = 2?.01?.38?.4567?—= 9? .012?. 238?.0138? 
13784019 — 4?.01?,58?.2367? = 97.014? .458?.0158? 
13586019 — _ 6?.01?.78?.2345?—9?.016?.678?. 0178? 
13568019 —  8?.01?.67?. 2345? 97.018? .678?.0167? 


Multiplicirt man jetzt die ersten dieser drei Gleichungen mit ein- 
ander und dann noch kreuzweise mit der vierten, so ergiebt sich: 


O14 . 0182 - 22. 42. G* . 382 . 582 - 782 - 01672 - 2367? - 4567? 
= 94. 8? . 012? . O14? - O16? - 0138? - 0158? - 0178? - 67? - 238? - 458? 
und es geht daher der obige Ausdruck zuniichst iiber in: 


Ayo Ay 4 Uyp, Ay Ag Bos, Ao7 01'-672- 0182- 238?- 458? 





Aye Ming Ape Bos 143 44; 44 9. 8.01672. 23672-4567? | 
Nun folgt aber noch aus Formel (G) 
fire, &@@ «a B O 
= 0 4 6 3 67 018 8 — 67?-018?-238?.458? — 8?.0167? . 23677. 4567? , 
mithin wird: 


r o1* Ay &) 4 A4g B13 403 Bos Vor 
(XII, 1) a = ee - 
Ape U4 Gog Fog % 4g U5 U7 
In durchaus analoger Weise ergeben sich fiir die saimmtlichen 
iibrigen #-Functionen mit zweifachem Index, welche fiir die Null- 


argumente nicht verschwinden, die folgenden Ausdriicke: 


(2) > —— 223 %34 M6 G33 G1 Gos G07 (3) 05* 85 M45 U6 M53 G01 M03 07 

gt B02 44 Fog %os B43 Ug; 37 9! Aye My4 Ugg Bog As, Ag, As7 

(4) 7 —— 817 447 M7 M8 T1 M03 Vos, (5) 124 —— 01 414 16 M15 Ge3 M95 Ae7 

Ae oe U4 Ug og 747 457 9f Age Aq Mag Agg Ay3 Oy, O47 

(6) LAE Mop Bip Mp, 45. gt Mas ar (7) 16% __— gs B94 O45 95 As6 Bor 

9° Ag 4 Ugg Wye Uqg 13 My, O47 9f Ag eg %46 Veg %1g O15 447 

(8) ist —— 01 Me M14 M16 Ug U5 M78 (9) 234 —— _%03%34 35 F312 425 Aes 

94 Cog Ags Aq, Ags yy U4; O47 9! Gog A24 Ag¢ Ags Ay3 Ag, O37 

(10) = ie: As, 4s, Us Ags 149 ag gz (11) = 2071 447 Fer M25 B12 M3 Aa, 

(XII) 9 Age Ag4 Ugg Agg M45 Ags As7 9 Hyg Ae4 Ags Ags M17 Ag7 B57 
a (12) = Hon Fe3 Ag5 Ayu M14 M45 Baz (13) 36! —— %03%23%34 M35 %16 F5¢ Ver 
. gt Ay 4 May Ay Ags A)3 Ag, Ag7 9! Ayg Aag M46 Ves U3 %35 F37 

(14) = —— 03 2344 Ugg M15 O59 A7g (15) 45! —— 205 95 56 G58 M14 Aga G47 

9! Ays Fes Vas Ags Ay3 Ag; Agq 9f yg Ag A 4g Mag M45 M35 %57 

(16) - Hor May Uz 75 14 Uys Mas (17) - Fs a5 B45 Ass M16 M36 %o7 

9 4 Ugg A yg Ayg Ay7 Azz O57 9 yg M25 45 Mes B45 Ag As7 





(18) = nae Ay, Ag; M4; Ag O19 Ags As (19) 67! i Ag7 Ag7 B47 A753 A 1g Bag Ase, 
9! Ag Bog Ag Meg O45 Ag; A57 94 Ag A96 Mag Ugg %17 Ag7 B57 
(20) 78* —— 07 F971 47 M7 A134 38%56 
9f Ag Ags & 4g Ugg U7 Ag7 A57 


Die entsprechenden Ausdriicke fiir die #-Functionen mit drei- 
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worden sind; 





678! 
(1) Se 
278! 
(3) - gt 
q 
(11) ~ 3 
o, 238! 
(13) 
(15) © ot 
, 4674 
(17) = 
067! 
eB (19) >i 
= }b,91, 047! 
Se) 
(23) a 
on, 056" 
25) 9 
on, 1464 
21) oi 
364 
; (29) ae 
21, 0164 
(31) 94 
33) > 
234! 
) (35) — —r 
| 37) - 
aq, 023¢ 
(39) gt 
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Man erhilt aus diesen: 


—— 416 F36 56 M15 B35 455 Boz Bez O47 


Ag Fe6 W456 Bos Ags 4 Ay; M37 457 
—— 812 G23 Fes M15 Bag U55 Boz B47 ez 


og Ae 4 Ag¢ Ays B4s Ags Ay7 G37 Os; 


B46, Wye, Bez O45 Ag5 B75 Bos Ag, Bs, 





© Chyg Ag 4g Ags Ags Oyu Ms gs, sz 
—— 236456 G67 % 33 455 B75 For G12 14 

Gog Fa6 4g Gos Beg B4q B43 M4; O47 
__ By pA gg Ag7 M43 Ags 7g 


Qy5 U45, As6 


Ag Ag Age Ags Ay Ags Ay, Ag, As7 


Ay 4 By, B47 O15 Ass O75 Agg Meg Ag5 
Ay 4 Ag 4 Bye Uys Ags Ags Ay3 Ag; 37 
Ay2 Ag; Ag; 415 Ass A73 Ag 134 A36 
Ang Ay 4 Agg Ays 4, Ags Ay 343; 37 
Agg Ags, Ag7 Ags Ass Bzs Ags M14 U6 
Ag, Ag 4 Agg Ays B45 Ags Ay3 By, O47 





4 41g 4 © 4s, A464 Age Msg V7 Ag7 Ay 
ys Ag 4 B 4g gg Ugg Mes O17 M37 M57 


Hog Mog Mos, B46 B36 Ang F97 447 B75 


\ 
Bog Bo4 Eos Age B46 Ags Ay7 Ag7 A537 


Fos MWg F054 4434 B45 Bq7 Bez O75 


Boe Bog Bog Aq F4q U45 M47 B37 M57 


—— 214 34 B47 M16 M36 Vez G05 M5 N58 
"ggg 1445 Cog Ugg Ags O45 Ag; A537 


By 4 Bog Bz M14 Agq Tez Ag; U4; Ass 
Boe M4 Bos bgg 146 Us U5 Ag5 57 


—— 434 G45 %47 836 U5 6 Fez For U2 M15 


Ag 4 Aq4 B45 Ugg Age Me, A13 @45 447 
— 401 Fos Fo7 %16 456 G7 Fe3 Fs 35 
Ag My 4 Gos Ayg bye Bes B13 Ag; O37 
__ Bog Bo G07 Age B56 Uez M2444 M45, 
a Hog Hy 4 Bos Age Bye eg & 1g Ay5 %47 
—— 1 F3 Fo7 F414 F394 B47 Bes B56 Us 
jg Nyg Ays Bey hye Byy My, Ag, O57 


__ Bq. Ag, Ag7 My 4 M4; B47 Bog B35 Ags 


Bog Agg Ags Ay 4 4g O45 B13 Ug, 437 


___ 423 M95 Ae7 M34 M45 %47 Mog Ay6 As 
Ape Ugg Ags yy Mg @ 4s Uy3 U4, C47 








___ Ay Hq, Bz B12 M95, Ag7 Ag 4 Age, 39 
4 Mog Mos Uq4 Mag Ags M43 Ag; U7 


z. B. 





O14! 
Oo 


fachem Index ergeben sich nunmehr unmittelbar mit Hiilfe der Rela- 


__ B44 Bg 4 By7 My, Ags B75 


Ag 4 Ag4 M45, B45 Ags Ass 7 Ae7 Ae7 


Ay 4 Ags Byg Ags Aes Ags M47 Ag7 O57 


Bq4 Mog Bos, B45 Ag, As, Agz B47 Ag7 


Ag %y4 Ang Mes Big Ags Ay7 Azz As7 


B16 A56 e7 415 Fs A7s Cog Teg F34 
Ay g Fog B45 Us Ags Hy, M3 gy Ag7 


Qs ag, a ) 


yg Ae 4 M45 Mos Ags Ags Ay, Ag; 57 


Gy Aog Mp7 Uys Ags Azs Ags M43, Use 
Aye Mp4 By g Ags M43 Ags O15 bg5 O57 
Ag A 45, yz Ags, Ags Age Oy Ay_ M46 
Gy 4 gy hye Uys Ags Ags Ugg O45, C47 


Ay 4 Ags, By7 Aix Ass B73 A214 O46 


Ayo hy 4 Mog Aes M4s Ags Ay3 Ag, Ag7 


___ Ayg Mo, M7 Ags M53 7 


Shed bed Ebed 


Aye Mos Ugg Ags Ags Bes M43 M5, %y7 


Ay Ugg Ags, A4g Age A556 Boz %47 A78 
Ag 1e4 Ags Agg 4g Ug M47 Ag7 57 
Aga gg Mg;, Uy 4g 14s, hoz Moz Uys 

Aye Ag¢ Ags Ay4 Wye h4g 447 Ag7z M57 


__ 4g hog. As 419 Ags Vox, 147 Moz Ag 


Ag Ug Uys Ae Ugg Ags M47 Ag7 M57 


Aq Ag; Vaz A464 B56 Bez 
__ 23 M95 Ue7 Ag6 M6 


By Ags By My 4134 47 Ags, Ase 


Ay2Agg Ag7 246 M36 %G7 M5 U45 U5 
Ag Ag 4 Ags Ayg B4g Ags @4;, Ag; b57 
ae 


44 Mes, B47 Ayg A556, Ay3 Agz Ags 


A 4A gy Ags Bog Agg Mes Ay3 Ay, A37 
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Ayz A314 Ags, 
Ag Iq4 Aq, Ayg M46 MGs 413 43; 437 
5 Moz M1 M44 M5 
ag Ag 4 Ags Ugg A4g Mes M43 M5 Uy7 
5 Ass 
Ane Mp6 Ags M4 Aye B45 M5 Ag, O57 


01 %03 F07 C12 493 427 Vas 56 ss 


Ao 4 Bog Bos Ae4 Agg Ugg U5 Ags, O57 


—__ U4 Uo, Boz Hy 4 U5, 147 Ugg A364 A 35 


(gg Myg bys a4 Bye Ays M43 Ag, A7 
Ags Lys, Voz Ag 4 45, h47 Myq 464s 
Aye Ang Mos Upq Hyg Gg U3 145, O47 


__ Ugg Ags, hoz Az Ags, Ay7 Gy 416 As 
D4 Ay g Mos Ay 4 Ug Ags 13 5 447 


(2) = 
(4) Oe = 
(6) Oe = 
(8) 8 
(10) 3 
(12) 4 — 
(14) 8°" — 
(16) "1 
(18) "CF = 
(20) = 
22) er 
24) 5" 
(26) “= 
2g) 20 

( 30)“ = 
5! 
(34) SF = 
(36) 8 
(38) = 
(40) °°" 


Endlich bestimmen sich die #-Functionen mit vierfachem Index 
am bequemsten mit Hilfe von Relationen, wie sie unter ( VIII) gegeben 
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D 5 Mas 45 G7 Faz B47 1G Ag6 F943 


A 9g, Meg Bg Uys Ags 4g M45 Ag; yz Byz 





Ich gehe indessen auf diese Ausdriicke hier nicht weiter ein, da sie fiir 
das Folgende nicht nothwendig sind. 

Ich wende mich nun zu den fiinf Relationen zuriick, welche ich 
unter (VI) (8S. 453) fiir die 10 #-Functionen mit einfachem Index und 


beliebigen Argumenten 2, - 


dieselben ~zuniichst in die Form: 


_ (oF — fo} (2)2 
1= oF “for Top 
_ (018 [fo (8) 
(18% [9 8) 
__ (038)? [0]? (238)? 
= (38)? * [9/? + (38)? * 
__ (058)? [0]? 258)? 
us (58)? | 9)* ss (58)? 
(078)? [0}? 
_ (73)* (9)? + 
Oder, 


GE 
[9]? + 


PP y wt Py 


(9) (9)? ° (9)? 
[1j* (128) [2]? 
(oj (8)? [92 
[2}* (oF [sit 
(9)? ~ (38)* | 9) 
(458)? [4]? 
(58)? [9]? 
[2]? _, (473 [4] 
‘prt (7a) * {ope 


--v, entwickelt habe und zwar setze ich 


(6° [er , (8) 
OF [9 T OF” PF 
(148) [4] (168)* [6]? 
(18)? | 9}? (9)? [9]? 
(348)? [4]? (368)*_ [6]? 
(38) “[9)* 19)" 
(18)? ; . Ae (568)? : (6]? 
(68) * [9]* 68)" |9}* 
(ors? (6}*__ (71°. 
(78)* "(9)" — (Gs)? * 9}? 


die Constanten- Ausdriicke aus am, (XIII), (XIV) einsetzt: 


(XV) 


1 =) ‘coe 
Ay1 M244 Ue 


l =f mistate . | 


Mog a, 3% 4 A 





1 = jf masntnter . 1 3 
Ao2%y4 G6 Mos 


1 == G3 %q7 Ags 
Aye Ly 1 Ao; Vg 


1 mj Sutatate . | : 
Aye M4 Aog G7 


Gg Ag Ag, M97 


/ 
isk e+V 5 A291 Ag¢ Ags 
“f- y/ tutte 5 Ag5 Asg U7 


yg Meg Ay Ms 


Ay 4 44 Ags Aye 


[0]? Aya Mp., a7 Uys 
’ [9]? + > 


Aye Ag3 Ag4Agq 


ee V / Ay 5 Oye, 47 Ay 
A 1 A a4 M34 Age 


[0]? +) saeate Ags | 
[9 |? 


A. 2Mg4 Ag, Age 


—y / 0h, Ags O57 Ass m 
Qo; Ag5 M45 As6 


4 y yp 99 Ay; Op. : 


[0]? 


[9)* G, 2 Ag4 Ags, 97 


4} V B16 M35 B55 Beg 
Ay 6 Ags Mae Uz 


[27 Ay 4 iy4 4; Oy; 
(9)? +V 


Ap 4 he4 Aye A 4s 


[6]? + meat is Os 
[9]? Ags Ag, Ay, Ags, 

_ (ol? SY ne y 

" py Ao B42 yy A 


me | / tutta : 


\9)? Age M49 Ags Age 


[4]? a al V O36, Ose gz Ags 
[9}* Ag 846 Mag V6 


2 
{9} Qy3Ag3 A34 A3¢ 


x. ee y/ Sabana : 
(9 |" A¢ Fag As6 Mg 


[2 r a 14g, 34 47 M4 
Cr+) 1434 , 


Ay 4 Ap4 M4, Bye 
[5] ar / ttutaa 7Ogs 
‘9 )2 
[9] Ag Mag V6 A56 


Ang Ag, Aye M47 


_ (6? _) = 37978 


’ [9F Ape Ap4 47 Ag; 


oe V “Ging ys M7 Aas : 


[2]? nie. 43 35 05735 


[2]? J 044034 O45 O45 3 
io? +) 


wenn man ‘ei fiir die #-Quotienten mit Nullargumenten 


_4P 
’ [9]? 
_ [8 
“TF 
[2]? 
[9 
_ [6P 
\9} 
[3]? 
[9}* 
[6]? 
[9|* 
(4) 
(9]* 
[s}* 
[9]? 
[+]? 
\9}? 
[6}* 
a0) 


Hierbei sind die Wurzelausdriicke, welche die Coéfficienten dieser 
Gleichungen bilden, siimmtlich positiv zu nehmen, da ja in Folge der 


oben gemachten Annahme die #-Quadrate fiir die Nullargumente 
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simmtlich positiv zu nehmen sind. (NB. Auch wenn man diese An- 
nahme fallen lasst, so ist das Vorzeichen jedes dieser Wurzelausdriicke 
durch den entsprechenden quadratischen #-Quotienten eindeutig definirt.) 

Aus diesen fiinf Gleichungen zwischen den neun #-Quotienten 
3,(%---) 4, (v,- 
9 (0---) rea #,(0%- 
anderen vier ausdriicken. Statt dessen kann man aber offenbar alle 
9 Quotienten durch 4 neue unabhingige Variablen z, --- x, darstellen. 
Wir setzen : 


3 lassen sich je fiinf dieser Quotierten durch die 








BP (Vp---04) (Ag — © 4) (Ay — gq) (Ay — Hg) (Ay — 24) 
BeA(Vy---04) V dos Gop G3 Fy 4 Xs ye Go7 Bos 
Bi2(Mj---%y) (4, — 4) (@, — 2&4) (4, —arg) (a, — 274) 
BoP (Vp---V4) V ety Gy Gyy O44 Oy, Oye yz As 
PC) ee __ (@g—2;) (@g —Xq) (a — X3) (A, — 24) 
FyP(Oy--- V4) V dig Gy Ay Op 4 Ay, Aye, Ap; Ags 


Bs (Oy---%4)__ (3 — 2) (Gg — %p) (4 - #,) (a; — 4) 


Bo*(01--+ 04) V cig 13 95 34 153, Ag yz ys 
XVI BAM, ---0y) (gy — 24) (4, — 2g) (44 — 2) (4, — 24) 
C Bo*(04--- oo V chs O44 gy gy ys, ge yz ys 
®,2 (v, +++ ¥4) (a, — %)(a@, — #_)(a,—2%3)(a,— 24) 
Sd C7) Vag; Gy; Ag, 8g; 4s, Ong x7 Ose 


3,2 (0, - -- 0,4) a (@,—2,) (a, — ay) (a, —X3)(a,— 24) 


37 (0, a ) 5 ‘a Vag, O16 Age B36, A4g As, Agz gs 
7? (0, ---04) (a; — Xj) (@;— %q) (a; —25) (a, — 2) 
a,* (v, eee 


— = 7 
%) V By; By7 Agz Ag; Ay7 As; Mp7 Azy 
BA(Vy-+-Vg) (ge B,) (Gg — Ag) (4, — 2g) (4, — 24) 
By2(Vy---Oy) 





Vay, Ayg Ags Ag, Ay, As, Ags O75, 


Die Wurzelzeichen in den Nennern dieser Ausdriicke sind wieder- 
um simmtlich positiv zu nehmen, da fiir 1, =v, =v, =v, =0 — 
wo dann %,, 2, 23, 2, in Folge der Relationen (XII) die Werthe 
a, 43, @;, @; annehmen miissen — in Folge der gemachten Annahme 
die betreffenden Ausdriicke wiederum positiv werden miissen. 

Durch Einsetzen der Ausdriicke (XVI) gehen nun die Gleichungen 
(XV) in die folgenden iiber: 


1 me (Mo M1) ** (Go — 4) __ (@g— %)+++(@g — 24) of. (@y—2%,)---(@,— 24) 
Aa Bog By¢ As Ag Ag 4 Ag Ags Ay 4 gy hye Ms 


— Se 9) (a,— %,)---(@;— #4) 


Ag Aaq Bae 14s Gos Ags B45 Agg 
1 — (4o—24)-+- (Gy — 24) eS. (a, — %,)---(a- **@4) (a.— X4)+++(Ag— 24) 
Bq; U2 Fo4 Dog Goj B24, Aig Boe B12 Az4 Ag¢ 


a (@e= 4) --- (424) 4 (yp 24)---(g— 2) 
4244 Ag4 Bae Ag Aye, Mae Og 














a 2 Wad 


nv 


o> Dm «= 
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J 01)" (o— 4) _ (4a — 1) ++ (Ga — 4) .s (ag—2,)--- (as — a4) 











Ay2%3 Bo4 Bog Gog Mag Aoq Agg Foz Teg Ag4 M36 

— G4 —21)-*- (Gg — 4) +4 (4g —4)- ++ (Gg — 4) 
Ay 4 %e4 Ag4 Mag Mog Fog U5 Me, 

1 _ (%—%) ***(@g— 4) (g—24)++-(g— ay) _» (44—%)---(,—ay) 
A244 UM; V6 A. 2 Ag4 Ags Ags Ag4 Agy M45 Ay, 

pee (a,— ;) ++*(@s— 24) + (a,—4@,)---(@, — a4) 
Ao; Ag5 M45 As6 Ang Brg Vg As56 

1 — (%— XL4)-++(Ag— X4) me (@_ —%)---(a@g— 24) (a, —&)- +*(a,— x4) 
Age M4 Mog U7 Age Ag4 Agg Ag7 Dy 4 Bog Wye B47 

ae: (Gg — @4)-*-(@, — 24) of. (a,—%)-++(@,—a4J 
A¢ Fog F465 U7 Qy7 Aq7 O47 Agz 


welche, wie man sich leicht iiberzeugt, identisch befriedigt werden. 
Setzt man namlich 


y (2) =(2 —2,)(4¢—2%,)(¢ —x5) (2 —2,) = Site 
Q(2)—=(2—a)(2—a,) (¢—a,)(e—a) (¢—ay) (2%) = = Qa), 


a 
so disst sich die erste der obigen Gleichungen auf die Form bringen: 
9 (ao) @ (ae) 9 (a4) @ (a6) @ (a,) 
1= Fa) + a) T Ga) + ¥@ + Fa) 
und dass diese Gleichung identisch befriedigt wird, folgt unmittelbar 
aus der Partialbruchzerlegung: 

p(2) @ (ay) 1 p (ae) 1 g(a) 1 

@@ ~ S@) Fab Gay) aa tT Olay a 
durch Multiplication mit Q(z) und Aufsuchung des Coéfficienten von 
2°, Die Identitit der iibrigen Gleichungen ergiebt sich alsdann un- 
mittelbar, wenn man an Stelle von a, der Reihe nach a,, a3, a;, a, 
setzt. — Daraus folgt dann die Berechtigung, die Ausdriicke der 15 
einfachen #-Quotienten durch x,---x%, in der Form (XVI) anzusetzen. 

Man kann nun auch alle méglichen anderen #-Quotienten durch 
“2, +++, ausdriicken. 

Ich will allgemein zeigen, in welcher Weise dies fiir die #-Quo- 
tienten, welche aus einer #-Function mit zweifachem Index und 
&, (v, +--+ 4) gebildet sind, zu bewerkstelligen ist, da diese spiterhin 
in den ersten Ableitungen der Functionen (XVI) auftreten werden. 
Hierzu setze ich zunichst in der Formel (D, 2) — 8. 447 — statt 
Uq**+Vq und bezeichne analog den bisher gebrauchten Abkiirzungen 
B®, (vy, > ++ 4) mit (uj, o, (0, 0, 0, O) mit (u) — dann wird 


(H) (x) (nee) (] [8] = >) (— 1) (nye) (ay) (71 («8 - 
Ich bezeichne ferner mit 


To 11 %2 13% 
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die Reihe der geraden Zahlen 0, 2, 4, 6, 8 im irgend einer Reihen- 
folge, desgleichen mit 
$1 Sz 53 5, 

die der ungeraden 1, 3, 5, 7. Dann wird zunichst — wenn ¢,, &, 
&, €, gleich r,, r,, 73, 7, gewihlt werden: 

gm (1, 3, 5, 71, 55 oy %3. 4) = %e- 
Ausserdem werde noch gesetzt: 

a—=s, B=(r5,) 0 = (727374). 
Dann nimmt y die folgende Werthe an: 


(r; 113%) G sated — — (1) 

(727514) (M1737) Mr%27s) (MMs) = — (2) 

(rs) MoM) ss et te + (Om) CB) 

% % %%. — i in -~ 2 

9 - — — — — (5). 
Mithin erhalt yy fiir die y der ersten, zweiten und fiinften Zeile 
die Werthe: . 


(S, SySq 84%yS;) 
($1 SyS3S,%Q1yS,) +0 °° (S1 Sq S584 %"45;) 
5 
und mye fiir die y der dritten Zeile die Werthe: 
(81 $2835, 1; 81) (5153847, 138,) ++ ++ (8; 8253847374 5;), 
so dass die betreffenden Glieder simmtlich verschwinden miissen, und 
nur diejenigen mit den y der vierten Zeile iibrig bleiben, fiir welche 
NY& = (7514S;), (1 o%381), (To%2S,), (ToS) 
2YB= (748;), (735), (M25), (% s1) 
YEB= (Tors), (3), (Tor). (TOF 1) 
Bezeichnen wir daher noch mit ¢,, --c, den Factor +- ' so liefert die 
Formel (H) nunmehr die folgende Beziehung: 


(J) ee ilFe, (7,8 ar 01 SET ro 7 1A ee (254) 72 8,)[72][7 92] 

$65 (13 81)(% 735,17 3] 034 C4 (4 Sy)(M745,)[7a]l7o74] =O. 
Nun miissen ferner hie homogene Hielationen — (wie allgemein ge- 
zeigt wurde) — zwischen folgenden #-Quadraten stattfinden : 


(9) (70) (71) Cred (3) Gi) 

[9] (70) (71) (re) ra) C5] 

(9) (ro) Cr] (rs) Or) E51] 

(9) [ro] (re) Ors) Ga] G1], 
folglich, wenn man auf die Argumente in den betreffenden Gleichungen 
diejenigen Substitutionen halber Perioden angewendet denkt, welche 














ile 


nd 


he 


lie 


en 
:he 
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durch den Index 7, charakterisirt werden, auch zwischen folgenden 
#- Quadraten: 


(ro) (9) Los] [%0%2) [ors] [7081] 
Lro} (9) (rors) Lore] [rors] [051] 
(ro) (9) [7071] (7075) (ro% 4] [7051] 
(ro) (9) [7072] [073] [7074] [7051] - 

Aus diesen vier Gleichungen in Verbindung mit Gl. (J) kann man 
nun irgend vier der 5 Gréssen [7)7,]-- - [77%], [%95,] eliminiren und 
erhalt dann schliesslich eine Gleichung, in welcher ausser einer solchen 
#-Function mit den Argumenten (v, ---,) nur noch solche mit ein- 
fachen Indices, und ausserdem #-Functionen mit Nullargumenten ent- 
halten sind, und aus der man also vermége der Ausdriicke (XVI) und 


(XII), (XID), (XIV) die Quotienten von der Form vel --+-+ und Cod 
als Functionen von x, --- 2, und der Constanten a, - - - a, darstellen 
kann. Hierbei bedeuten r,, 7, beliebige gerade, s, eine beliebige un- 
gerade Zahl der Reihe 0, 1,---8. Es bleibt also noch der Fall zu 
betrachten tibrig, dass beide Ziffern des zusammengesetzten Index un- 
gerade Zahlen sind, der betreffende Quotient also die Form hat Man. 

Nun muss eine homogene Linear-Relation zwischen den #-Quadraten : 


[51] [52] [9] (70) [rs] [re] 
bestehen, folglich auch — vermége der Substitution (s,) — zwischen: 
(9) [5,2] (5,] [7o5)] [715] (7281) 
und da diese Gleichung ausser [s,s] nur solche #- Functionen enthilt, 
wis sie bereits oben betrachtet worden sind, so ergiebt sich, dass man 


jetzt auch die Quotienten von der Form ie als Functionen von 
%y,** +, Gy++-+ ag darstellen kann. 
Setzt man 


(2 — ay) (@ —a,)--++ (@ — ay) (@ — a) = REZ) 
(2 — 2) (@ — 2%») (2 — 4) (2 — X%) = 92) 


und 
dR , 
= 3 = R'(a) 
d 
( aie) sie = (%), 


so ergeben sich auf diese Weise — wenn man die zweideutigen Wurzel- 
vorzeichen so wihlt, dass die Endausdriicke mit denjenigen iiberein- 
stimmen, wie sie spiiterhin in den Ableitungen der Functionen mit 
einfachem Index auftreten werden — Beziehungen von der Form: 


Mathematische Annalen XII. 30 
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erier-0d_ Vi Pao) sy VHD 
(XVI) Oi) aa — “> oe —a,)(x,—a ical 
V (- Ra, )E (a,) . . 





wo A und p die grésste in : resp. 5 © enthaltene ganze Zahl bezeich- 


nen und a, > a,» also a, positiv zu nehmen ist. 


Es handelt sich jetzt darum, den Beweis zu fiihren, dass der durch 
die Gleichungen (XVI) und (XVII) statuirte Zusammenhang zwischen 
den Variablen v,, v,, v3, Vv, und %,, 2, %,, x, wirklich ein derartiger 
ist, dass sich die Differentialien dv, ---dv, als hyperelliptische Dif- 
ferentialausdriicke in z,---2, darstellen, dass also Gleichungen be- 
stehen von der Form: 


dv, => Di Fav(2e, V R(x») d Xp. 


Zu diesem Behufe fiihren wir vier neue Variablen wu, - - - u, ein, 
welche wir durch hyperelliptische Differentialgleichungen von ganz be- 
stimmter Form definiren: alsdann wird sich zeigen lassen, dass sich 
jede der Gréssen dv, in der Form 


dv, = A,du, + Badu, + C,du, + Dadu, 


darstellen lisst, wo A,---D,; welche offenbar vermége der identischen 
Relation 


4 


dv. =$ = du, re ne “du, +° Det 2 dust 5 dt, 


nichts anderes sind als die partiellen Ableitungen von v, nach w,--- u,, 
sich als fest bestimmte Constanten ergeben. 
Ich setze 
' aP(z , 
(—a,)(e—a,) (e—a,)(e—a;) = P(e) (“®) = P’@), 
z—a 
a 
dann sollen u,---«, durch die folgenden Differentialgleichungen de- 
finirt werden: 
ee ee 
ys 4.—4 VR(@,) | 2 %2—% VR(a,) 
1 P(x) . dz, af P(x) . dx, 
+ 2 Ly—ay VRa)* %—a VR(a,) 
du. 2. Pied, 4% 41, Pe) dm 
“a= 24,—4; VR(@,) ' 2 %2—4% VR(a,) 











(XVIII) a _ Pl@s) _ das +i. P(a,) day, 

2 %—4 VR(a,) Ti— 3 VR (a,) 

du. ai - Pd. ._ de 41, P@) ,_dm 

43 = 2 2,—4, VR(a@,) ' 2 %—a, VR(a,) 

F 1 P(@) dex, 1 PP) , day 
+3 Xy— a; Veet? %,—4, VR(a,) 








du,= 


(XVIII) 


achtet, dass: 


dz, = 





so ergiebt sich: 


Om, 


Ou, 
Ox, 
OU, 


Oa, 


ous, 
Ox 


OU, 


(XIX) 


Ich bezeichne ferner 


und bilde zunichst 
Of, (v 


OU 


(XXa) 





_ Pa) dx 
a — a; ‘VR a 
, Plas) | _ aay 
iit VR. (2s) 


3 
2 


BS 


2 %— 
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P( Pla) | 





di, 


a; VR (a) 
Pe) . 


da, 


%— 4, VR(a,) 
Eliminirt man aus diesem iada dz,, dz,, da,, und be- 


(@4— 44) (3 — G4) (@_2— a) 2VR(a,) __ 


Aj3 4g; 43704 — 


(4 — Gz) (#3 — 
47 A374; (@—2,) (4%— 


om, 
OU, 


Ebenso: 
0 fo(¥1-* +4) ss 


O Us 


fo (0, --+04) 


Ou; 


O fo (%"° 


— 


Bg 5,47 (Ay — 





- 24) (@— 


X3) (#2, — XQ) 


(a4 1— 5) (7°;—4s) (a_—5) 2VR(x,) = 
@4) (@— 2s) (@ — 


2X.) 


— Wg) (@, — Xp) 
@;) (ag—a;)2V R(x) __ 
3 (;— 2) 


29 (451) VR (x) 





=**00) 2 


B,(4°- = 


om du, + 3 ‘du, +$ oa dus + 2 du, 
i 


Ou, 


__ 2a) \V Rix) 





ee (ay) (a — 2) wy (2) 


= 2p (as \V R(2,) 

P’ (ag) (a3 — 
(%,— a, 5) (@3— Gs) (a — a) 2V.R (2) Hy) 
Ay; Ay, 57 (® — 24) (a%- 








2) y' (a) 
2p (a5) VR (a) 





P' (Gs) (as — ©) (a4) 


2@ (a,)VR(@) _ 


~~ P’(a;)(@;—2) 9'(@) 
und analoge Ausdriicke fiir 7, 7,, 2,, so dass allgemein: 


P* (451) (4a9—1 — %q) p (_) 





—— jf tutus Ais 


43 4; 47 


gg Ag As, O35 
43 Ag, O37 


*A(%-- 


‘fa (4 °° 
wi V Areas sess | 
O45 435 O57 


me ——j/ M97 M47 Bez M79, 
47 Ag; 57 


Hh: 


und in ahnlicher Weise, wenn wiederum: 





5 (v ie 


%) for (4 


* 04) fog (M1 °° 
= %) fos (M4 °- 
04) for M -* 


30* 


a mit f/f (0, + - + 04) 
a { Vela) 
OU PR’ (do) 
Ble 1 a OVep (a) | Oxy hae bere + V0 (a) (4) Ox, 
Rr (ay) Orn, = Ow 
(a4) V (ao) > VR(e) 
VR" (a) - P’ (ay) (40—%q) (41 —%q) P (a) 


* 0%) 


* U4) 
+) 


* 04) 
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(2 — a) ( — ag) (@ — a) (@ — ag) (2 — as) = Qe) 
gesetzt wird, allgemein: 


Ofeq(Y1-*- 4) 8 Pa _ 
_— “8 0 My --V +a 1-4) P’ * HIE (oy =a) fg, (P14) 


wo das Vorzeichen von -+- (a 








beats — a.) so zu wahlen ist, dass diese 
Grésse — und damit, wie leicht ersichtlich, der ganze Ausdruck unter 
der Wurzel positiv wird. 

Es sollen jetzt diese Ausdriicke fiir die partiellen Ableitungen von 
fea (V, +++ 4) nach u, +--+, mit den entsprechenden Ableitungen nach 
v, +--+, verglichen werden. Um diese letzteren herzuleiten, entwickle 
ich eine Formel, vermége deren gewisse #-Producte, deren Argu- 
mente aus Summen und Differenzen zweier Systeme von Variablen be- 
stehen, sich durch Aggregate von #-Functionen mit den betreffenden 
einfachen Variablen ausdriicken. . 

Aus der allgemeinen Additionsformel (D, 1) — 8. 447 — folgt, 
wenn man w,=O0 setzt und ausserdem v, statt u,, wa statt v, schreibt: 


(K)  PyPyapFa(My + My, > ++ Vy + Wy) Fa(v, — Ww, +++ ¥, — W,) 
a 
=>) (- 1) "By (04 ++ 04) Pyap (Vy +++ Vy) Pyya (Wy +++ Wy) Buy p(w, +++ 04): 
Wahlt man jetzt 
9 = (1, 3,5, 7, 1,3,5,TJ =—=9 @€=—=9 a=—O0 BP=9 
und bezeichnet zur Abkiirzung 


B, (0, + W,,°--% + ,) mit P, 


&, (v, — W,,°°++ 0, — w,) mit Q, 
B, (v, + + + 4) mit p, 
&, (w, ++ + W,) mit q, 


%,(0---0) wie friiher mit d, 


so ergiebt sich: 


(XXT) 0-9- Py- Qy=P4 P99 %0 + Pr Por 11 %01 + PsPo3%s Gos + PsPos Is Vos 
+ PrP 0791 Gor 1H PisPo13913 013 HH Pas Pors V5 Vous 
+ Py1P 017917 F011 P35 Poss U3 Loss + Ps7Po37 U37 Yo37 
+ P57 Po57%51%057 +P 135P 013591350135 TP 1 37P 0137913790137 
+ P157Po157 915790157 + P57 P0357 V357 Yos57 
+ P1357P 2408 V1957 Qes0s - 


(Ich bemerke beiliufig, dass sich ganz analoge Relationen fiir die noch 
iibrigen P, mit einfachem geraden Index ergeben, wenn man in Gl. 


(K) mit Beibehaltung der itibrigen Bestimmungen a der Reihe nach 
die Werthe 2, 4, 6, 8 annehmen lisst, — Giebt man ferner a die 
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Werthe 1, 3, 5, 7, so erhalt man ahnliche Beziehungen fiir die P, 
mit ungeradem Index; nur darf in diesen Fiillen y nicht den Werth 9 
erhalten, weil sonst #,«g und somit die linke Seite verschwinden 
wirde. Man hat vielmehr dann fiir 4 irgend efnen geraden Index 
z. B. n = (1, 3, 5, 7, 0, 2, 4, 6) = 8 zu wihlen und man erhilt z. B. 
auf diese Weise fiir a —1 die Gleichung: 
8-18-P,- Qo=PoP1 Is Iis + Po Poros Io1s — P2Pi2P28P128 — PaPrsPisPrss 
PoP16 %68 168 — Po2Po12%028 Zo128 — Pos Pors Loss Qoras 
— Poo Po16Go0sIor6s + Poa P124 V218Qi24s 1 P26 P126 Vo6eP1268 
+ Py6P146%s68 Zi46s t+ Po24Po124 Yo2as 13567 + Po26Po126 %o268%3457 
+ PosePora6 10468 92357 — Po16 P1246 V2468 90357 
— Pors6 P3578 11357 9357 « ) 
Ich differenzire jetzt Gl. (XXI) nach w, (fiir a = 1, 2, 3, 4) und 
setze dann w, = w, = w, = w,=0. Dabei ist zu beachten, dass 
wenn F eine beliebige Function von @ Variablen darstellt 


OF (a: 1.°*-" Xp + Yo) OF (a 4Y1,°***XptYe) (Xr Y,) 
et i roan 








OYq 0 (©, +9) 04a 
ae. ah 
(t,Y,) 
mithin 
(ae see 4g OF a) 
Po ne ey = ere eee ~ Om, 


Ne+-Yg=0 
Es wird daher bei jener Differentiation die linke Seite der Gleichung 
(XXTI) die Form annehmen: 


0(Po Qs) OPo OQ es 
(* Ow, =0 — (G9, , a+) ) it, * O(% ts *, 


Op Op. 

= Pv Go, — 20 90, 
Cs 
= ie 


oder mit Anwendung der bereits friiher = Bezeichnungen: 
0(Po Qs») 2 eee 04) 
( OW, ). w,=0 = 


Auf der rechten Seite der Gl. (XXI) sind die | p von w, unabhingig; 
ferner miissen die Avedefiche von der Form 

a ae = Ia5w, +p Sw, 
fiir w, +--+ w,—=O0 verschwinden, sobald « und £ gleichzeitig Indices 
gerader oder Indices ungerader Theta’s sind (weil im ersten Falle 
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2% F 5 : 

en und at als erste Ableitungen gerader Function, im zweiten 
a a 

q,, und Vp fiir die Nullargumente verschwinden miissen. Ist « der 


Index einer geraden, # der einer ungeraden #- Function — oder um- 
gekehrt, so nehmen jene Ausdriicke die Form 


(« 4s) oa (q ate \ 
=n w,...w,=0 POw, w,+.. 40 
an, und miissen in Folge der fiir die hier betrachteten hyperelliptischen 
Theta’s geltenden Bedingungen auch diese noch verschwinden, sobald 
a resp. 6 einen Index aus der Reihe 

135, 137, 157, 357, 0246, 0248, 0268, 0468, 2468, 1357 


bezeichnet. Beachtet man schliesslich noch, dass 


A rs (P.) , 


7O,.--% =O 


wofiir wir wiederum wie friiher einfach @ schreiben kénnen, und dass 


Ge): 
OW, oe OU, --. =O ; 


wofiir wir zur Abkiirzung der Bezeichnung (a), einfiihren wollen, so 
a 


ergiebt sich in Folge der bezeichneten Differentiation aus Gl. (XX1) 
die folgende Relation: 


W,+-.w,—0 


(XXII) 0.9. Sor) 01 UY, A @r--DforO-+) 


+03 (3), Fy (O4-~)Fu (15>) HOB YF O1-+)fag(O4oe-)- HOUT), Fale) for(Pr-») 


und wenn man diese jetzt mit den unter (XX, a) gegebenen Aus- 
driicken vergleicht, so folgt: 


ane O1-(1 — ‘ 03-(3 ‘ 
afer) _ Os ty/ Satatn_ ,90im-~) _ Peay/aisdsster_, fo O1---) 
Ov, 0-9 Oy Ay 4 My, @),, Ou 0-9 ) Ag, Ag4 A545 0 Ue 
05-(5)7 ~~ ae a 
(5 ®q if G4, 4g, 457 : Ofer: ° pr O7- (My, VA 447 M37 Az Of (% eos) 


0-9 Ag, Ag, As Ass OU; 0-9 gz O47 Agz Azg OU, 
und weil 


Ofo(e---) __ Ofo(%::- ) , OM 4 Ofol er ) etn 4 Oho ‘) OMe 4 Ofolrs’~) ) Ou, 
dv 


0%, é ar Ov, OUs Ov, CU; Ov, ‘ "00, 


so ergiebt sich: 
— @1 -(i) 
oes iy ns y. Oy 5 45 47 : ( . Sees / Gy Oy5 yz Ong 
% Age Ay 4 Ay, Ay 0-9 Ay Ay2. Bj 4 Ay, M4, 9 


(XXIII) 
| - my ee P’ (4) | (eq 
Q(a,) 9 
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“ VE 08-(8),. Be Gatton 


Ags B34 B35 B35 oe. Atos A 
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Ags Ags As 1 Azg Ass 9 


a — 2. On 
Q (as) i 














OM _ y - hy 54 0 thine ore ue -—j— os rc ¥ eq 
ov 4,4 ah Ag; Ag, Ags, Asg Oss 9 
(xx J°% 2s 445 eg 05 as 45 ae 
Pw On 
Q(@;) 9 
. / Sur Gos Sus a ha =— i Oy; yz Os On 
00, } a a y7 497% 47%g747, 9 





4 _P'@). 
Q (a;) 7 


(NB. Wiirde man statt des bei der vorangehenden Rechnung als 
charakteristisch auftretenden Index 0 irgend einen der anderen ge- 
raden Indices 2, 4, 6, 8 gewihlt haben, so hiitte man in ganz ana- 
loger Weise erhalten: 


: — ? ——— 1A(1)’ 
io y - G43 Ay a 12(1),, a F 4345 O47 _ oq 
Ov, Ags Oy 4 A y5 Uys 2-9 V M1 Bio 4,04, 4:9 
16(1)) - 18(1 
eee y- 43 Ay, a (1) oe / yy 445447 : BC ea ete 
Ay Aye 4yyQy, — G- o Ay My QyqQy, 8-9 7 


Ausdriicke, welche, wie man sich leicht iiberzeugt, in Folge der Be- 
ziehungen (XII) u. (XIII) (8. 458, 459) sowohl unter einander als mit 
dem unter (XXIII) gegebenen identisch sind.) 

Ks sind hiermit die Coéfficienten des Systems 


(du, = A, dv, + B,dv, + F,dv, + Adu, 
(XXIV) | 


\du, = A,dv, + B,dv, + F,dv, + A,du, 
bestimmt und folglich auch diejenigen des reciproken Systems 


(dv, = A,du, + B,du, + C,du, + D,du, 


(XXV) | 





dv, = A,du, + B,du, + C,du, + D,du, 
d. h. es sind dv, --- dv, als hyperelliptische Differentiale der 
My rss Uy, V R(a;) gag V R(a,) 
dargestellt. — Die als Nenner der Coéfficienten A,---D, auftretende 
Functionaldeterminante 
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Cree D) ae eae a) | 


%--+%—0 0, +0-% == 0 


= 3 =A (1, 3, 5, 7). 





08, J) .- aa » 


Ory % .--%—0 Ov 0, .+0% = 0 


lasst sich durch ein Product gerader #-Functionen mit Nullargumenten 
darstellen, namlich 

A(1, 3, 5, 7) = at - 3,9, 3, 3,3, 3, 
und es existiren ahnliche Beziehungen fiir alle méglichen Determinanten 
von der Form A (s,, s,, 53, $,) — wenn s,---+s, irgend 4 Indices un- 
gerader #-Functionen bezeichnen. — 

Nachdem nun gezeigt, dass zwischen du, ---du, und dv,---dv, 
lineare homogene Relationen mit constanten Coefficienten bestehen, 
lassen sich diese Coefficienten auch noch in der von Herrn Weierstrass 
gegebenen Form, durch die sog. reellen Periodicitiitsmoduln der Func- 
tionen f,(v,---v,) ausdriicken. Man hat dann nur die Gleichungen 
(XXIV), nachdem man fiir du, --- du, die hyperelliptischen Differen- 
tialausdriicke (XVIII) eingesetzt hat, fiir entsprechende Werthsysteme 
von (v,---%,) und (a, +++ 2,) zu integriren — wobei hinsichtlich der 
Integrationswege und des Vorzeichens von / R(x) die Bestimmungen 
maassgebend sind, welche Herr Weierstrass in seiner Abhandlung 
itiber Abel’sche Functionen — Crelle’s Journal, Bd. 47, § 5 — 
gegeben hat. 


Man erhilt durch Integration der Gleichungen (XXIV) von dem 
Werthsystem 


(1, V2, V3, V4) = (0, 0, 0, O) (a, 42, Hy, X,) = (a, , a3, G5, G7) 
(welches wie unmittelbar ersichtlich den Bedingungen (XVI) geniigt) 
bis zu je einem der folgenden 4 Werthsysteme: 

(0; , Vp, V3, 4) = ($,0,0,0)  (@,, %, Zs, %y) = (Ay, Ag, As, Az) 
(0, 4, 9, 0) (41, 4, Gs, 47) 
(0, 0, 4, 9) (4, , G3, M, @;) 

(0, 0, 0, 4) (4,, @3, Gs, y) 






















Zur Theorie der hyperelliptischen Functionen. 


(welche wiederum die Beziehungen (XVI) befriedigen) — wenn 





42 
1 1 _ P(e) dw 
(XXVI) ae 
*25—1 


gesetzt wird, die vier Gleichungen 
Ka —_ $Aq Ka,2 — 4B, Kas — 40, Kas = 4A, 


und somit 


du, =2K,, dv, + 2K, dv, +2K,, dv, + 2K, dv, 


(XXVII) 





du, = 2K,, dv, + 2K, dv. + 2K,, dv, + 2K,, dy, 
woraus wiederum 


dv, = G,, du, + G,, du, + Gs, dus + Gy du, 


(XXVIII) 








dv, = G,, du, + G,, du, + Gy, du, + Gy, du, 
wenn G, die Quotienten der Determinante 
|2K,, 2K,,.2K,, 2K,, | 


; “s 


in deren sie bezeichnen. 
Die Vergleichung der Coefficienten in Gl. (XXVII) mit den vor- 
her gefundenen liefert Beziehungen von der Form 


OF, 1 (%"- = 
0, ..%—0 





/— P| _ 9 [aes 
(ED) 2K, — ) = ; am A 


te 


welche der aus der Theorie der elliptischen Functionen bekannten Re- 


lation 
1 


te Ei ee 
-” J Va—a)(i—xta?) Vn % 


entsprechen. 





Ferner ergiebt sich 








Atrrep Parinesnem. 





P’ (a) P ‘(a;) Pa; )P(a,) A(1, 3,5, 7) 


Vee Q (as) Q (as) (a7) — 





| 2K,,---2K, 
ain P*( (a) P’ (ag) P’(a;) P’(a,) (a;) _» B B OF F, 


PEACE ASAE ar 


=) = (a) P’ (a) P’(a;) P’(a,) x4. 92 
Qo) O(a2) Q(aa) Qa) O(a) : 


woraus 


. ali a O/Q (dy) «>= O (as) 
(XXX) %=2VM-D woM= Pa) Pa) 
und da sich in Folge der Beziehungen (XII) (XIII) (XIV) jede fiir die 
Nullwerthe der Argumente nicht verschwindende #-Function in die 
Form setzen Jaisst 
a = W p(ay, 4, +-*a,)- % — (wo @ eine rationale Function von a, --+ ay) 
so erhilt man auch fiir alle diese Theta’s Ausdriicke, welche demjenigen 
in Nr. (XXX) analog sind — entsprechend den drei Beziehungen, 
welche in der Theorie der elliptischen Functionen folgendermassen lauten : 


/2K 2xKk 2x, K 
=f yf a,— 2. 


Ferner kann man nun auch noch die #-Moduln durch die Periodicitits- 
moduln ausdriicken, indem man die Gleichungen (XXVIII) von dem 
Werthe-Systeme 


(%, Vg, V3, V4) = (0, 0, 0, 0) (24, X_, Lz, Ly) = (A, Ag, Gs, 7) 


bis zu je einem der folgenden vier — nach Nr. (XVI) wiederum ein- 
ander entsprechenden — Werthesysteme: 
(04 V5 V3y V4) 


—}r,, —}Tp4 »— 451, — hy, ) 
($044 — 40429 $02) —4 F299 $854 — FT 329hT 11 — 3742) 
($947 43) $7 29—48 0g) $032 —$T559$Ty2—$T 43) (@,43,44,47) 
(4043-44 4 $029 —$T 94) $T33—4 ¥g44T43— $744) (4,434; 14) 
integrirt, wobei wiederum hinsichtlich der Integrationswege und Wurzel- 
bestimmungen das oben Bemerkte gilt. Setzt man hierbei 


)(@ 4,%qy¥5yXy)—=(A19,Ay,0, 27) 
( 


4 Aq O: 5947) 





“2b —1 
XXxI ". p P(x) i dx _ “al 5 
( ) Js Z—Az,_1 VR(z) tia 
“26 —2 


so ergeben sich die Gleichungen : 
















Zur Theorie der hyperelliptischen Functionen. 


$T iq = iGia Bu + tGeq Ku + i Gsq Kau + iG Ku 

a $Ta1 + $t2= iGig Kis + t Gq Koz + tGq Ky.+ iG Ke 

— $tq2+ 4003 = 1 Gig Kis + i Gog Kus + 1 Giga Kos + iGig Kis 

— 4 To3 + 4 t4 ss iG Ku at 4 Gq Ku + tGisq Ku 4- tGig Ra 
woraus, wenn noch 

b 
r y= 
(XX XIT) K,, = K",, 
2: a a,b 
gesetzt wird, folgt: 
(XXXIIT) Tob = 21 Gia K'w fb 2tGaq K'w + 27 Gsq K'x% + 21 Gag K's 
ein Ausdruck, welcher in Folge der Identitaét 1, 1%), die bekannten 
Relationen zwischen den Periodicitiitsmoduln liefert. — 
Schliesslich kann man auch noch die oben gemachte Einschraukung, 

dass die #-Moduln simmtlich rein imaginir, also die Gréssen dp, ... Gs 
reell sein sollen, fallen lassen — in derselben Weise wie dies durch 


Herrn Weierstrass in seiner zweiten Abhandlung iiber A bel’sche 
Functionen (Crelle’s Journal, Bd. 52) geschehen ist. — 


Berlin, im Marz 1877. 





Note tiber ein Eliminationsproblem. 


Von H. Krey in Kiel. 


Fiir manche algebraisch-geometrische Untersuchungen ist-die Lésung 
folgender Aufgabe von Wichtigkeit: 

Die Zahl der Paare von getrennt liegenden Punkten 2, y einer 
gegebenen Curve f= 0 anzugeben, welche gleichzeitig zwei Corre- 


spondenzen g (X,, %, X33 Yy> Yor Ys) =O, M' (21, Zo, X33 Yr» Yo» Yg) =O 
geniigen. — 


Wenn / keine Singularitiiten besitzt, und die Correspondenzen . 


keine besonderen Eigenschaften haben, ergiebt sich durch Elimination 
etwa der x aus f(x) =0, p=0, gp =O sofort die fragliche Zahl 
n*(rs +-r's), wo r,r’ die Ordnungen von 9, g’ in 2, s,s° die Ord- 
nungen in den y bedeuten. 

Diese Zahl erfihrt eine Reduction, wenn eine der Correspondenzen, 
oder beide, die Eigenschaft der , Werthigkeit“ in xz = y haben, d. h. 
wenn von den a + y vermige my = 0 einem beliebigen y entsprechen- 
den Punkten « stets y in y fallen, und also auch y der B+ y zu 
einem beliebigen x gehérenden Punkte y in x liegen. In diesem Falle 
wiirde die Resultante aus f=—0, mp = 0, »’ = 0 identisch verschwin- 
den. Haben a’, f’, y’ dieselbe Bedeutung in Bezug auf die Correspon- 


denz gy =O, so gilt die von Brill (Math. Annalen Bd. VI) ange- 
gebene Zahl 


(1) (py) = «8 + Ba — 2pyy’, 
(wo, wie gewohnlich, p das Geschlecht von f bezeichnet) zuniichst mit 


der Einschrinkung, dass f keine singuliiren Punkte besitzt, und dass 
auf f keine festen ,,Ausnahmepunkte“ der Correspondenzen existiren, 


solche Punkte naimlich, durch welche sémmiliche Curven (x) = 0, 


» (y) = 0 (eventuell auch g' (2) =0,9 (y)) hindurchgehen. 

Gerade dieser Fall des Vorhandenseins von Ausnahmepunkten tritt 
jedoch bei den meisten Anwendungen der in Rede stehenden Corre- 
spondenzformel ein. Eine genauere Untersuchung desselben hat zu 
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Ueber ein Eliminationsproblem. 
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dem wichtigen Resultate gefiihrt,*) dass die Zahl (1) giiltig bleibt, so 
lange f keine weiteren Singularititen als Doppelpunkte (keine Riick- 
kehrpunkte) hat, wenn man nur unter a + y, B+ y die Anzahl der 
beweglichen vermége go =O zu y, bzw. zu x gehérenden Punkte ver- 
steht, wenn ferner siimmtliche Doppelpunkte von f fiir beide Corre- 
spondenzen zu den Ausnahmepunkten gehéren; dass dagegen die Re- 
duction — 2yy’.d anzubringen ist, wenn 0 der Doppelpunkte nicht 
simmtlichen Curven der vier die Correspondenzen vermittelnden Systeme 
gemeinschaftlich sind. — Selbstverstindlich sind hier nur die Paare 
von ,,freien‘* (d. h. nicht in Ausnahmepunkte, oder in singulire Punkte 
von f fallenden) Punkten z, y gemeint. 

Die Punkte y (oder x) dieser Paare lassen sich nicht als die freien 
Verschwindungspunkte einer ganzen Function der y (bzw. der 2) an- 
geben, sondern nur als die des Quotienten der linken Seiten zweier 
Curvengleichungen. Dies ist jedoch auf verschiedene Arten zu erreichen. 
Das im Folgenden auseinandergesetzte Eliminationsverfahren gestattet, 
die zum Beweise erforderlichen Abzihlungen in ziemlich einfacher 
Weise auszufiihren. Vorausgesetzt ist dabei zunichst, dass die Curven 
aller vier Systeme einfach durch die Ausnahmepunkte gehen, welche 
Bedingung auch darin ihren Ausdruck findet, dass simmtliche Coeffi- 


cienten der Gleichung (7) = 0 unendlich klein von der ersten Ord- 
nung werden, sobald y einem Ausnahmepunkte unendlich nahe riickt, 
und dass Aehnliches fiir die drei iibrigen Curvensysteme stattfinden soll. 

Unter den d+ 0 Doppelpunkten von f mégen d, ebenso wie 6 
eiufache Punkte von /, Ausnahmepunkte sein. Die mit y beweglichen, 
nicht in y selbst fallenden Schnittpunkte von g(z)=—0O mit f(x) =0 
seien v),....2%(a = nr — 6 —2d—y), die Coordinaten der Aus- 
nahmepunkte a, ...a@, b®,...b, Das Product 

p (@™, y)-... p (a, y) = L(y) 

eine symmetrische Function der a weiteren Schnittpunkte, welches be- 
reits explicit die y im Grade s’a enthilt, wird sich als rationale Func- 
tion der y allein darstellen lassen**). Bezeichnet man fiir den 
Augenblick die Coefficienten von p(x), p’(x) mit brn, bix,, bedeutet 
ferner op” (”) = Lin, X,'x,* x," eine ganz beliebige Function derselben 
Ordnung wie g(x), so bilde man zuerst das von den Coordinaten aller 
nr Schnittpunkte abhingende Product 


e=—nr 


R= | [{9'@°) +49" @)}, 
e=1 





*) Ausser den einschliigigen Arbeiten von Brill (Math. Ann. Bd. VI u. VII) 
vgl. noch Lindemann Vorl. v. Clebsch, Bd. 1, pag. 720 ff. 
**) Ueber reducirte Resultanten vgl. Brill, Math, Annalen Bd. IV. 
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d. h. die (nicht identisch verschwindende) Resultante aus 
f(z) =9, p@)=—0, oY (x) +49" (x) = 0. 
Wegen q (x(+)) = --- = g(x”) = 0, und mit Hilfe von 
f(y) =0 wird 


R = 2" 9" (a) --@" (a) p” (W)?--@" (yy {L FAL, + VL, +++}. 
Es ist also LZ proportional zu * 
' My) 
“a @” (a)... p(B )P-.. iy) 

wo M den Coefficienten von 4” “ in der Entwicklung von R bedeutet. 
Die freien Verschwindungspunkte dieses Quotienten, der offenbar von 
den ganz willkiirlichen };,, nicht abhiingen kann, werden zugleich 
Verschwindungspunkte von Z sein, und umgekehrt. In den b;,, er- 
reicht M den Grad a, in den b,,, den Grad nr’; somit wird die Viel- 
fachheit von L'(y) = 0 in jedem Ausnahmepunkte 

a+ nr, 
der Grad von L’ in den y; 

sa + snr’ — yr’. 

Durch jeden der d Doppelpunkte wird L’ nur yy’-fach hindurchgehen. 

Von Ausnahmepunkten und singuliren Punkten von f abgesehen, 
wird ein Factor von L(y) verschwinden 

1. fiir die Punkte y der gesuchten Punktepaare; 

2. fiir die Coincidenzpunkte der Correspondenz (x, y) = 0, und 
zwar hat in jedem derselben M(y) =O einen y’-werthigen 
Schnittpunkt mit f = 0; 

3. fiir diejenigen Punkte y, deren zugehérige Curve (x) = 0 
entweder f in einem Ausnahmepunkte a beriihrt, oder in einem 
Ausnahmepunkte b einen Zweig von f beriihrt. 

Hieraus ergiebt sich, welche Reductionen an der Zahl der freien 
Verschwindungspunkte von L(y) anzubringen sind. Diese Zahl kann 
kleiner werden als 

n(s'a + snr’ — yr’) — (a + nr) (6 + 2d) — 2yy'd. 

Wenn namlich der Punkt y unendlich nahe an einen Punkt 3 riickt, 
so kénnen von den zu y gehérenden Punkten zx, .. 2@ einige, h, 
sich ebenfalls dem Doppelpunkt 6 unendlich nihern, und zwar auf 
dem anderen Zweige des Doppelpunktes. Ein Theil der « + nr’ 
Zweige von M(y) =O beriihrt dann den einen oder anderen Zweig 
des Doppelpunktes von /, so dass hier 2(@ + mr’) + 2h Schnittpunkte 
absorbirt werden. 

Die Zahl der freien Coincidenzpunkte der Correspondenz 


(2) C=a+fp+2y.p. 
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Diese Formel darf hier vorausgesetzt werden; denn wenn man 
auch bei dem Beweise derselben fiir den einfacheren Fall, - dass 
keine Ausnahmepunkte vorhanden sind, von der Betrachtung zweier 
simultanen Correspondenzen auszugehen pflegt, so-ist doch der Nach- 
weis ihrer Allgemeingiiltigkeit von einer derartigen Betrachtung nicht 
abhiingig (vgl. z. B. Lindemann, 1. ¢. pag. 680). 

Die Bedingung P(y) = 0, welcher y geniigen muss, damit die zu 
y gehdrende Curve m(x) =O f in einem bestimmten der einfachen 
Ausnahmepunkte a beriihre, ist vom Grade s, nimlich 


CQ - 
Gs) 0, 


wenn man den Punkt z, =z, = 0 in a, die Gerade x, =O in die 
Tangente von f legt. Man darf nun » in der Form 
a P= LY, Dy + Ly YoP2 + LY; Pz + LY, 
oder 

P= LY, Vy + LyYob, + LoYoVs + (Loy, — 1 Yo) Vy 
voraussetzen, worin %,, %, ¥; einzeln den Bedingungen der Werthig- 
keit y werden zu geniigen haben, wihrend y, nur (y—1)werthig zu 
sein braucht, wo ferner 7,,..., die Ausnahmepunkte von » = 0, 
bis auf den einen Punkt x, =x, =O einzeln zu Ausnahmepunkten 
haben miissen. Die Curve 


PY) = 91 r)ea + Y2 2)ema — Y2 (Yi)ema = 9 
geht (y+ 1)fach durch a, einfach durch die iibrigen Ausnahme- 
punkte, was 
ns —6 —2d—y=68 

freie Punkte y giebt. Dieses ist auch von vornherein ersichtlich, da 
einem zu a benachbarten Punkte « immer noch £# véllig bestimmte 
freie Punkte entsprechen. 

Dagegen wird die Bedingung Q(y) = 0 dafiir, dass p(x) = 0 in 
einem bestimmten Doppelpunkt } einen Zweig von f beriihre, 


0 0 
Ear ee 
Von den hieraus sich ergebenden 26 Punkten y sind nur 26 — 2h 
frei. (h ist = y — 1 oder y, je nachdem in » das Glied mit y, fehlt 
oder nicht.) 
Mit Beriicksichtigung dieser Reductionen wird nun die Anzahl der 
Punkte y der gesuchten Punktepaare 


n(s'a + snr’ — yr’) — (a + nr’) (6 + 2d) — 2hd 

— 2yy’'d — y' (a+ B+ 2py) — 6B — 2dB + 2hd 
= n(sa + snr — yr’) —y («@ + B) — (64+ 2d) (@+ 8+ nr) 
— 27 (p + 9) 









H. Krey. Ueber ein Eliminationsproblem. 


=a (ns —o —2d—y) — B(o + 24+ 7) 
+ nr’ (ns — 6 — 2d — y) — 2yy' (p + 8) 
= af + pa’ — 2yy7 (p + 8). 
Es war nicht nothwendig, die Formel (2) vorauszusetzen. Dieselbe 
ergiebt sich auch aus dem Umstande, Cass die rechte Seite der 
Gleichung 


(py) =n (sa + snr — yr’) —- (a+ 6+ nr) (6+ 2d) —y¥'C 
bei Vertauschung von r,s,y mit 1’, s’, y’ ungeindert bleiben muss. 
Man erhilt so 





























C—a-—f@ C—a—f 


? 


Y Y 
d. h. dieser Quotient ist von der Natur der Correspondenz unabhingig. 
Bedeuten 
%, (2) = 0,...... , ve (xz) = 0 


irgend k =o + d- 2 linear unabhingige Curven der r", geniigend 
hohen Ordnung, so ist die Correspondenz 


v1 (a) w. (a) - - . W with 


“n 4 “en mr 
v, (@) th @) Ue @ 7 
Yi (y) Y(y)--.- ey) | 
fiir welche y = 1, a = 6B = nr — 6 — 2d — 1, geeignet, jenen Quo- 
tienten zu yee Die Gleichung der Coincidenzcurve ist 


— tn ‘ho ~ aout tin = 





Ox; 0Y: 02, OYs _— 
Can fp )_ 
+ gs, laerdn — dad Paty 


Fiir einen Punkt a sind, wie leicht nachzuweisen, die “ pro- 
portional den or. fiir einen Punkt 6 dagegen verschwinden die ~ 


On; 
und die ~“* werden proportional den .”/ —- Der gesuchte Quo- 
prop OX;0X, 8 


0x0 x, 
tient hat also den Werth 
n(n + 2r — 3) — 26 — 6d — 26 — 2 (nr — o — 2d — 1) = 2p. 

Das zur Ableitung der Formel fiir (py q’) dienende Beweisverfahren 
erleidet keine wesentliche Aenderung, wenn die Systemcurven mehrfach 
durch die Ausnahmepunkte hindurchgehen. Nur werden dann die 
Functionen M, P, Q in diesen Punkten in héherer Ordnung verschwin- 
den, als in dem behandelten einfacheren Falle. 


Mai 1877. 














Note tiber den Operationskreis des Logikcalculs. 
Von 


Ernst Scuréper in Karlsruhe. 


Bereits Leibniz hatte eingehende Bestrebungen gerichtet sowohl 
auf die Schépfung eines calculus philosophicus oder calc. ratiocinator, als 
auch auf die Griindung einer allgemeinen Zeichensprache, einer lingua 
characteristica universalis (sive realis), gewissermasseu eines Alphabets 
der menschlichen Begriffe — diese bestimmt, das Object oder reale 
Substrat zu bilden zu jener Disciplin, durch welche das Wesen der 
menschlichen Geistesoperationen blosgelegt, nach seiner Gesetzmissigkeit 
erfasst und in adiquatester Weise zum Ausdruck gebracht werden 
sollte. In Bezug auf das zweite Ziel — auf die Idee der Ausbildung 
einer allgemeinen Charakteristik — hatte Leibniz allerdings schon 
Cartesius, und andere, zu Vorgingern. 

Soferne nicht in den zahlreichen noch unedirten Manuscripten aus 
dem Nachlasse Leibniz’ens, die in dem Archive zu Hannover liegen, 
weiteres Material verborgen ist, das fiir die Frage vielleicht von Be- 
lang werden kénnte, méchten alle nur wiinschbaren historischen Belege 
und Nachweise aus friiherer Zeit iiber die erwaihnten zwiefiltigen Be- 
strebungen zu finden sein in den 62 ersten Seiten des III. Bandes von 
Adolf Trendelenburg’s ,,Historische Beitriige zur Philosophie 
(Berlin 1867)“, auf welche Herr Hermann Lotze die Giite hatte, 
mich aufmerksam zu machen. 

Von den genannten beiden Idealen hat nun wenigstens das erste 
in neuerer Zeit eine Verwirklichung gefunden durch den verdienst- 
vollen, auch auf anderen Gebieten durch seine mathematischen Leistungen 
riihmlichst bekannten Engliinder George Boole, durch welchen in 
der That eine Disciplin geschaffen ist, mittelst deren aus gegebenen 
Priimissen die Schlussfolgerungen in allen rein deductiven Richtungen 
auch mit erwiesener Vollstiindigkeit in rechnender Weise gezogen wer- 
den kénnen. 

Die Ergebnisse seiner einschligigen Forschungen hat derselbe aus- 
fiihrlich niedergelegt in der Schrift: ,,An investigation of the law’s of 
thought, on which are founded the mathematical theories of logic and 


Mathematische Annalen, XII. 31 
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Ernst Scuriper. 


probabilities, London 1854“ (424 Seiten). Ich bin erst anliisslich der 
in meinem ,,Lehrbuch der Arithmetik und Algebra fiir Lehrer und 
Studirende, Leipzig, 1873“ ausgefiihrten logischen Untersuchungen, von 
der Existenz dieses grundlegenden und, wie mir scheint, lange nicht 
gebiihrend beachteten Werkes in Kenntniss gesetzt worden. 

Obwohl in der That von der Aufgabe, die er sich darin gestellt, 
Boole selbst sagt, ,,that he never doubted that it was worthy of his best 
efforts ,“ hat doch dieses Feld seitdem nur eine spirliche Bearbeitung 
von seiten anderer Autoren gefunden, als welche meines Wissens nur 
Cayley, A. J. Ellis und vornehmlich Robert Grassmann®*) an- 
gefiihrt werden kénnen. 

Das Studium des Boole’schen Werkes liess mich nun den Grund 
dieses Brachliegens wenigstens theilweise erblicken in gewissen Unvoll- 
kommenheiten, an welchen noch die Boole’sche Methode leidet, und 
veranlasste mich zu der Verdéffentlichung einer soeben bei Teubner 
erschienenen Schrift, betitelt: ,,. Der Operationskreis des Logik- 
kalkuls“, in welcher, wie ich glaube, die Begriindung und Technik 
des Caleuls nun zur thunlichsten Vollendung gebracht. ist. Auf den 
Inhalt dieser Schrift das mathematische Publicum aufmerksam zu 
machen, ist der eine Hauptzweck der gegenwirtigen Note. 

Im Vergleich mit dem Umfang des Boole’schen Werkes, dessen 
Kenntniss in meiner Schrift nicht vorausgesetzt wird, stelle ich auf 
dem so sehr viel kleineren Raum von nur 37 Seiten alle wesentlichen 
Methoden, den ganzen Kern des Logikealculs dar, und diirften die 
darin gemachten Fortschritte wesentlich in Folgendem zu erblicken sein. 

1) Die Methode findet sich gereinigt von allen der Sache eigent- 
lich fremden Beimengungen; durchaus beseitigt sind naimlich die bei 
Boole noch eine grosse Rolle spielenden algebraischen Zahlen, welche 
in der That im Gebiet des Logikcalculs eine verniinftige Deutung nicht 
zulassen. In meiner Schrift wird lediglich mit den der Sache durchaus 
adaquaten ,,Classensymbolen“ gerechnet, zu welchen iibrigens die 0 und 
1 auch noch gehéren. Die Disciplin wird so zu einer véllig elemen- 
taren gestaltet, die — im Gegensatz zum Boole’schen Lehrgebiude, 
welches die Kenntniss der Algebra bis einschliesslich der Gleichungen 
ersten Grades mit mehreren Unbekannten voraussetzen musste — nun 
keinerlei mathematischer Vorkenntnisse mehr bedarf. Damit ist eine 
nicht unwesentliche Vereinfachung des bei Boole noch ziemlich com- 
plicirten Rechenapparates verbunden. Wegen der vielen fiir alle 
Mathematikverstindigen geliufigen Kunstausdriicke, die in beiden Dis- 
ciplinen gleichmiissig Verwendung finden und die nochmals zu erkliren 


*) Betreffs der genaueren Angaben vergl. meine weiter unten angefiihrte 
Schrift. 
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weitliufig gewesen wire, habe ich allerdings ein einigermassen mathe- 
matisch gebildetes Publicum in meiner Schrift vorausgesetzt. 

In der geschilderten Richtung hat schon Robert, resp. haben die 
Gebriider Grassmann, die tibrigens Boole nicht zu kennen schienen, 
ganz den richtigen Weg betreten. Dieselben sind jedoch darauf nicht weit 
genug fortgeschritten, naimlich jedenfalls nicht so weit gegangen um die 
allgemeine Aufgabe, die Boole sich stellt, lésen und den beschwerlichen 
arithmetisch-logischen Rechenapparat desselben ganz ersetzen zu kénnen. 

2) Es wird in meiner Schrift ein vollkommener Dualismus zwischen 
den’ Operationen der ersten Stufe (Addition und Subtraction) und denen 
der zweiten (Multiplication und Division) nachgewiesen, zufolge dessen 
das ganze Gebiiude eine Symmetrie erhilt, die der Arithmetik abgeht. 
Um hierob eines speciell hervorzuheben, so liefern die logische Addition 
und Multiplication das merkwiirdige Beispiel zweier commutativen und 
associativen Operationen, die sich gegenseitig distributiv zu einander 
verhalten , fiir die niimlich nicht nur: 


(b+ c).a=(b.a)+ (c.a), sondern auch (b.c)-++-a=—(b-+ a).(e+ a) 
ganz allgemein ist*). 

3) Neben diesen beiden Operationen (-+- und -), die auch Collection 
und Determination anderwiirts heissen, ist es eine dritte, die Negation, 
deren Heranziehung als zur Liésung der allgemeinsten Aufgabe des 
Logikealeuls ausreichend nachgewiesen wird. 

In Bezug auf diese letztere mag als besonders niitzlich erwahnt 
sein der von mir aufgestellte Satz: dass die Negation eines nach 
mehreren Argumenten entwickelten Functionsausdruckes gefunden wird 
durch Negiren seiner siimmtlichen Coefficienten, wogegen die schénen 
Siitze vom Negiren von Product und Summe wohl zuerst von Grass- 
mann aufgestellt worden sind. 


*) Auch auf dem Gebiet der Substitutionen gelingt es leicht, dergleichen 
gegenseitig distributive Operationen zu entdecken, denen aber dann die, Commu- 
tativitit und Associativitit abgeht. Definirt man hier als ,,symbolisches“ Product 
resp. Summe: 

) a.b=a*ba*, a+b=al bla’, 

wobei eben diese mit dem Malzeichen angedeutete Multiplication als eine sym- 
bolische schon hinliinglich in Gegensatz tritt zu der ,,eigentlichen“‘ Multiplication 


, der Substitutionen, welche durch blosses Nebeneinanderstellen der Factoren aus- 
: gedriickt bleibt, so gilt das Distributionsgesetz der Arithmetik: 
a.(b+¢)=(a.b)+(a.0), 


indem beide Seiten dieser Gleichung denselben Ausdruck a* Uf? ef bP a~* vor- 
stellen, und die Beziehung wird gegenseitig, d.h. es tritt auch noch die Geltung 
von a-+ (b.c) = (a+ b).(a + ¢) hinzu, bei der Annahme y = 1. 

Es ist zu verwundern, dass auf dem sonst so weit ausgebauten Felde der ' 
Substitutionentheorie distributive Beziehungen bislang noch gar nicht in Betracht 
gezogen wurden, 


ed 


31* 
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4) Zum Ueberfluss wird schliesslich eine exacte Theorie der beiden 
inversen QOperationen Subtraction oder Exception und Division oder 
Abstraction aufgestellt, und damit das vordem besonders iiber der 
letzteren schwebende Dunkel aufgehellt. 

Von diesen beiden durch die des Negirens im Grunde entbehrlich 
gemachten inversen Operationen wird die Negation als ein gemein- 
samer Specialfall nachgewiesen und gezeigt, dass die Negation von 


a darstellbar sei durch 
0 


1—a=--. 
a . 
Nebenbei erweist sich die, diese Aequivalenz constatirende Glei- 
chung zugleich als die einzige Gleichung des Logikcaleuls, welche zu 
sich selbst dual ist, woferne niimlich abgesehen wird von Gleichungen 
wie diese: 
i +a-0:0:8); 1—-> oe 
a i—a 
ete., die durch wiederholte Anwendung der vorigen auf sich selbst 
entstehen. 
Die Rechnungsregeln fallen hier, wie man sieht, nur theilweise 
mit denen der Arithmetik zusammen. 
In Bezug auf das Weitere, so namentlich beziiglich der Anwen- 
dungen des Calculs, mége auf meine Schrift selbst verwiesen sein. 
Zum Schlusse sei tibrigens bemerkt, dass es auch metrische Opera- 
tionen giebt, welche mit den logischen gewisse Analogien nothwendig 
darbieten. Wie niimlich z. B. in einer Schrift von Otto Boeddicker*) 
zu sehen ist, liisst sich die Grésse A(-) B des Gebietes, welches zwei 
begrenzten riumlichen oder Fliichengebieten A und B gemeinsam ist, 
ausdriicken durch mehrfache theils iiber die letzteren Gebiete selbst, 
theils iiber deren Begrenzungen erstreckte Integrale , und darnach wiirde 
auch die Masszahl A (-+-) B des Gebietes, zu welchem beide sich gegen- 
seitig ergiinzen, nach dem Schema: 
A(+)B=A+B—A(-)B 
sich leicht zusammensetzen lassen. — 
Auf diesen Umstand, sowie auf das in der Anmerkung oben iiber 
die Substitutionen Gesagte, vorliiufig aufmerksam zu machen, galt mir 
als der andere Zweck dieser Note. 


Karlsruhe, 7. Juli 1877. 


*) Erweiterung der Gauss’schen Theorie der Verschlingungen mit Anwen- 
dungen in der Elektrodynamik, Stuttgart 1876. 


























Ueber die Haupttangentencurven der windschiefen Flachen. 


Von A. Voss in Darmstadt. 


Bei der Untersuchung von windschiefen Flichen kann es, wie 
bereits bei einer anderen Gelegenheit hervorgehoben wurde, vortheil- 
haft sein, die sechs Liniencoordinaten x; der Erzeugenden der Fiche 
als Functionen g; eines Parameters 4 aufzufassen, zwischen denen die 
quadratische Identitaét Sp?—0 besteht *). Insbesondere erlangt dadurch 
die Darstellung der rationulen Flichen eine Bequemlichkeit, wie sie wohl 
durch keine andere Coordinatenbestimmung erreicht werden diirfte. 

In der folgenden Lésung des Problems der Haupttangentencurven 
der windschiefen Fliichen ist von dieser Darstellung Gebrauch gemacht 
obwohl die auf einem von Herrn Lie zuerst ausgesprochenen Satze 
beruhende Methode zur Bildung der erforderlichen Differentialgleichung, 
durch welche die oo? Haupttangenten in oc! developpabele Flichen zu- 
sammengefasst werden, ohne Weiteres verwendbar bleibt auch fiir ganz 
beliebige Linien-Flaichen, welche durch den Schnitt dreier Complexe 
z. B. erzeugt werden, Wir haben nur desshalb die Parameterdarstel- 
lung vorgezogen, weil in jenem allgemeineren Falle die wirkliche In- 
tegration noch die Ausfiihrung jener Elimination héherer homogener 
Differentiale néthig macht, welche in der genannten Arbeit er- 
ledigt ist. **) > 

Auch ist in § 2. jene Differentialgleichung in einer solchen Form 
gegeben, dass die siimmtlichen Coéfficienten derselben eine von jener 
Parameterdarstellung unabhiingige invariante Form besitzen. Besonders 
betrachtet ist dann der Fall rationaler Linienflaichen, die einem linearen 
Complexe angehéren. Die Bestimmung der Haupttangentencurven lasst 
sich hier auf eine einzige Quadratur zuriickfiihren***), welche auf hyper- 


*) Vgl, hier und im Folgenden iiberhaupt meine Arbeit: Zur Theorie der 
windschiefen Flichen, Math. Ann, VIII, p. 54— 135, namentl. p. 101—135. 

**) Es ist mir seitdem gelungen, jene Eliminationen noch soweit durch- 
zufiihren, dass unter anderem auch die damals nicht véllig begriindete Angabe 
iiber die Anzahl der fiinfpunktigen Tangenten der Fliche bestiitigt werden kann, 
Auch Herrn Schubert’s Principien (Schubert, Beitriige zur abzihlenden 
Geometrie, diese Annualen X, 1) lassen sich ohne besondere Schwierigkeit auf den 
Fall einer beliebigen windschiefen Fliche anwenden, wie ich dies auch Herrn §, 
bereits vor einem Jahre mitgetheilt habe. 

***) Dies ist auch schon von Herrn Clebsch bemerkt worden. Crelle 68, 
p. 161, 
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elliptische Integrale fiihrt. Von Interesse erscheint dabei namentlich der 
Fall, wo jene Integrale entweder rein algebraisch oder rein logarithmisch 
werden. Ich bin dabei um so lieber auf eine etwas genauere Betrach- 
tung des hyperelliptischen Integrales eingegangen, als die einschligigen 
Arbeiten des Herrn Kinigsberger iiber Reduction hyperelliptischer 
Integrale, in Verbindung mit einer von Herrn Liouville herriihren- 
den Methode, hier eine ziemlich anschauliche geometrische Interpre- 
tation gestatteten. — Zum Schlusse sind noch die Modificationen er- 
értert, welche durch das Verschwinden der invarianten Coéfficienten 
der Differentialgleichung entstehen. 


§ 1. 
Bildung der Differentialgleichung. 


Jede Erzeugende x der Flaiche bestimmt mit ihren drei consecu- 
tiven ein Biischel linearer Complexe; unter diesen befinden sich im All- 
gemeinen zwei specielle, deren Axen die beiden vierpunktigen Tangenten 
der Fliiche bilden, welche zu jener Erzeugenden gehéren. Bezeichnen 
wir die Coordinaten jener Geraden durch y,, y,’, so ist die Gleichung 
des genannten Biischels: 

(1) %, — 87, =O. 

Nun ist nach Herrn Lie’s Bemerkung*) eine windschiefe Fliiche, die 
einem linearen Complexe angehért, durch eine algebraische Haupt- 
tangentencurve ausgezeichnet, die jener ausschneidet. Jeder Complex 
des Biischels (1) wird daher zwei auf einander folgende Tangenten y, 
und y + dy einer solchen Curve bestimmen (genau genommen ein Paar 
soleher). Geht man zu der niichsten Erzeugenden iiber, so iindern 
sich y und y”. Aber auch w iindert sich, wenn man denjenigen Com- 
plex im consecutiven Biischel betrachtet, welcher die begonnene Haupt- 
tangentencurve weiter ausschneidet. 

Indem man ausdriickt, dass der Complex: 

(2) (y' + 97), — (& + du) (7 + dr"), =0 
mit 

Ye — BY, =90 
das Element y-+-dy gemein hat, entsteht eine Differentialgleichung fiir 
, welche die Lisung des genannten Problems vermittelt, weil die Auf- 
gabe siimmtliche Haupttangentencurven zu bestimmen, nach Integration 
der Gleichung fiir w auf eine blosse Elimination hinaus kommt. **) 

*) Math. Annalen V, p. 179. 

**) Es darf hier vielleicht noch darauf hingewiesen werden, dass eine ihnliche 
Methode zur Au/fstellung der Differentialgleichung der Kriimmungslinien auf 
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Wir werden die Bildung jener Differentialgleichung genauer er- 
értern. .Wenn die Erzeugenden der Flaiche in der Form: 


(3) ride. 
gegeben sind, wo die my, Functionen von 4 sind, fiir welche 


(4) >? Zsa 0, 


so sind die beiden Geraden y’, y” gegeben durch die Gleichungen: 

. dg;  &9; dg; 

(5) > 19 = 0 >, adi = ar =0 Dar = 0. 
2 ay = 8 


Die Discriminante des Systemes (5) bezeichnen wir durch A, 
| dg; ay, ag, 
So: <—  e at 
PAY YD; di ar diz >? dis 
Sot DE) SIS SSF 
ara gZ\a > vd ae di aie 
te, Sinan Sey Siete, 
> Pae 2a a an sd ad a 


| 
Pd 
) . Bg; 49; Ug; op; By; (V9 | 
ari ae a des di? dis >( a). 
Die Haupttangente y, welche dem Complexe (1) angebdrt, ist be- 
stimmt durch die pce ye 


>19,=9 Sue 


(6) A= 


ay; , ” 
‘=O S yar = 0 ry — wry” =0 


SV 


und ihre Coordinaten y, lassen sich in der Form: 


(7) y,=7, +r, +25*) 


darstellen; wo: 


idi 


dg dep ‘ow 
T= (9 Gr ae VY @)> 
d. h. die 6reihige Determinante der eingeklammerten Groéssen bedeutet. 
Dabei ist: 


windschiefen Flichen fiihrt, Je drei consecutive Erzeugende bestimmen ein Hyper- 
boloid, dessen Kriimmungslinien die Kriimmungslinien der Fliche osculiren. Da die 
Kriimmungslinien durch die von dem Parameter w abhingige Schaar confocaler 
Flichen ausgeschnitten werden, so erhilt man auf analoge Weise eine Differential- 
gleichung fiir «1, welche die der Kriimmungslinien ist. Vgl. ausserdem die niichst- 
folgende Anmerkung. 

*) Die Gleichungen (7) sind die des ganzen Systems der Developpabelen 
Fliichen der Hawpttangenten. Da auch die y’, y” im Folgenden explicit darge- 
stellt werden, so ist die Elimination, von der oben geredet wurde, als vdllig 
erledigt zw betrachten. 
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Dae) = — 4 (Bry 


z 
= 








wo A’ die Unterdeterminante nach SS ey in A (6) oder: ( 
[ 
d 

(8) a =—|[>(4))'». y 
Zugleich mag > y; durch [ bezeichnet werden. Die Bedingung : 
>y = 0 liefert dann: r 
eA'T = 2u, ( 
oder: 
P x fs Qu ] 

(9) m =) aT: 


Ferner hat man aus den Gleichungen: 
Duet dy) [ri + 87) — (@ + au) (2 + 877] = 0 


Yy — by” =0 
Yay — UVay = 0 


(10) >u.87; —# > 877 — dur,” =0, 


und nach (7) und wegen > 7; dy; =0 > by, == () ist: 


vy =T 
Sem ‘ee ee dg dp ae - 
(11) DVe7,=0 i 87, + % (oF ar yy” oy’) 
2 7 nS ” 
D> .87; eg >? Sy," + % (99 Ge 7787’): 


Aber auch die in (11) vorkommenden Determinanten lassen sich ein- 
facher ausdriicken. Man hat zuniichst 


‘ dp Pp Be ov w\ _ py/aa 
(12) (oa a avy )—ty=A 
Multiplicirt man die letztere Determinante mit den beiden in (11) auf- 
tretenden, so ergiebt sich: 


do @p +. wy. , By; 
( aa dw? ? sy)= 6 =>? Y; dis 
dg do EQ; 
(42 ae? Y by") =— pax” ais” 


Beriicksichtigt man noch die Gleichungen: 


, &Y, Oo; 

v% = +8 ar a 

” 9; n OD; 
Ser" Geta Dw ae 0, 


*) Math. Ann. VIII, p. 111. 
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so nimmt (10) die Form an: 


” v a i 1, UD 
(13) w2(y/" 8y;—y; O7; )-pday/ et >(7, ae —#Y, n)- rdu=0. 


Diese Differentialgleichung fiir w ist ihrer Form nach dieselbe, auf 
welche auch Herr Clebsch *) gefiihrt wurde, als er die Haupttangenten- 
curven der windschiefen lichen vermége einer Abbildung der letzteren 
auf die Ebene untersuchte. Sie ist ohne Weiteres integrabel, sobald 
man ein particuliires Integral derselben kennt. **) Aber man kann die 
Gleichung (15) in eine sehr bemerkenswerthe neue Form bringen, in 
welcher der hauptsiichlichste Vortheil der hier gewihlten Darstellung 
liegen diirfte, zu deren Herleitung wir nunmehr tibergehen. 





§ 2. 
Weitere Ausfihrung. 


Die véllige Darstellung von (13) verlangt die Bildung der Dif- 
ferentiale von y’, y” sowie dieser Gréssen selbst. Nun sind y’, y” 
Lésungen des Systemes (5) und als solche zunichst von sehr compli- 
cirter Form, wenn man die iiblichen Methoden zur Auflésung desselben 
verwendet, ***) 

Um diese zu vermeiden, bezeichnen wir die Coordinaten des linearen 
Complexes, welcher die Erzeugende x und ihre vier consecutiven ent- 
halt, durch g;; dann ist: 


*) Clebsch, Ueber die Haupttangentencurven der windschiefen Flaichen, 
Crelle 68. p, 151. 


**) Die Differentialgleichung ist von der Form 


ly - 
1+ fy + ey +e=0- 
Ist y, ein particulires vn derselben, und setzt man Y = Yo +B, 80 ist: 
_ i 
+7 (o+2uf)+f= 0- 


Irgend drei silanes der letzteren iii Ht,» Ue, U3, befriedigen die ldentitat: 


+> a anew WO @, + a.-+ a, = 


Daher hat man atenate padi zwischen je 4 Integralen der urspriinglichen 
Gleichung : 





da 


my a as ™ — 
re —w* Me —-_ re ated a + a+ a,=0, 
in welcher man leicht den Ausdruck fiir den bekannten geometrischen Satz er- 
kennt, dass alle Erzeugenden der Fliche von je vier Haupttangentencurven pro- 
jectivisch geschnitten werden. 


***) Math. Ann. VIII, p. 106. 
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nm 0 Sai 0 Salk 0 Sekt —0 Sale 0 
>= 0 Sag =0 Da. a =O a =O D8 ae =9; 


dg dg d*y dtp 
Pah di? di? di®) PPO 
portional zu setzen, und 22? wird im Allgemeinen von Null verschie- 
den sein. Setzt man ferner: 


(1) Q (9 dp #p dy , e), 


di di? dis ~ 






also sind die ¢; den Unterdeterminanten von ( 


so ist: 
dQ 
(2) Vi 4 + v de,’ 
also wegen Pw = 0 und D2 (a, )= 4s? 
1 
3 v= “f —— © 
©) — Y-A 
Demnach ist: 
IQ 
4 i = 4; — — 
( ) ? + pee de; 
pe see dQ 
Vi — V—A de, 
und: 
[ =—2 >) 2 
¢ ap; > ee dp d*g dg d‘g * 
(5) a ay di di? di® dit ‘| 
>); i. SNS 1 dg &@gp Bo d‘g P 
% awe += Pai di das dit 
und: 
dp op Bp ap \? an 2 
(6) (» di di? di8 dit 2) =4 > * . 


wo A” die den Determinanten A, A’ analog gebildete fiinfreihige 
Determinante. 
Wir haben jetzt noch dy;, dy;" zu bilden. Da nach (4) 


“a . 1 dQ aQ » 1 
OY: heh =< tate ed er 
dy 7 i , AQ dQ 3 1 


V-B& 4 de, V—Q’ 
so hat man: 


"dy, — dy,’ = y s(@2\ NydQ__7- 
>i Ov: Vi dy," V— =| >) 5(i,) Ze o2,| 


Da ferner: 
dQ dp @p d'‘g dy gp do 
’ (a) = (9 Oa da® di! 20) a+ (» ai ait av e) 


so ergiebt sich endlich: 





_— 





re 
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a ee Sites 4 dg @y ad’ 
(4) >i Ovi — Vi 97: “eo or at a %*): 

Um hier noch die Differentiale von z zu entfernen, bilde man das 
Product der Determinanten: 


dg #@y Bp dg Up pd‘ | 
ai dit ae 7%) md (9 Tae ae aa 2) 


welches wegen: 


da >, 8 + Side, SF — 
gleich d 1a >’ -~ 2; ist. Setzt man die 2; geradezu gleich den 


“é das 
ersten Unterdeterminanten der obigen Determinante, so ist 
dg@odod'g )_ _ Ree 
(9 ai dv av dii®)= >! oon 
und 
. , ae dg @y Bg dg dg wee 
2 a —(° Gi ae av ait a) = 
Demnach hat man: 
4 
aii 29 ne Se 
(8) ~~, as ‘ dat __ (i+p) 
r 2V—A 
27, 87; — 499; , A” 
_ . roo — = 2di~—Az 


und hieraus fiir die Differentialgleichung I, 13: 


(9) du = da [Qu 2 YB +(+H)Ve 


Die Form dieser Gleichung ist dadurch merkwiirdig, dass die in 
derselben auftretenden F'unctionen A, A’, A”, A” stimmtlich invariante 
Bedeutung fiir die F'léche haben. A=O lefert die Erzeugenden, welche 
von der Curve vierpunktiger Beriihrung beriihrt werden, A’ =0 be- 
stimmt die singuliren Erzeugenden, A” = 0 diejenigen, welche zu fiinf- 
punktig beriihrenden Tangenten gehiren, endlich A” =O solche, fiir 
welche ein linearer Complex existirt, welcher diese selbst und thre fiinf 
consecutiven enthiilt. *) 

Die Gleichung (9) wird ohne Weiteres integrabel **), wenn A’ =0, 


yaa"). 


*) Vgl. meine Arbeit Math. Ann. VIII. a. a. O. 
**) Die Gleichung wiirde auch integrabel sein, wenn zwischen den Invarianten 


die Bezeichnung: 
ANS A! 
const =(5) an” 


stattfiinde. Da aber fiir algebraische Functionen n'*T Ordnung g,; diese Gleichung 
schon vom Grade 4 (9 — 33) ist, wihrend im Ganzen nur 6 (n-+ 1) homogene 
durch 2m + 1 Bedingungen (9,20) beschriinkte Coefficienten in den g; vor- 
kommen, so ist dieser Fall als ein ganz specieller zu betrachten. 
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d. h. wenn die Fliiche einem linearen Complexe angehdrt. Die z sind 
dann Constanten a, und man kann setzen: 


dp @q dq d'p 
(»“ gp yp 


7 da di? di® dit . 
a’ = — 
ya’ a 
so dass die Gleichung (9) wird: 
dp #y Hy d'y 
(10) du cl re: (? di di? das dit is aie “, 
Vui+e y da ; 


in welcher die Irrationalitiét einzig durch YX’ bedingt ist. 
Wir betrachten insbesondere den Fall, wo die g; rationale ganze 
Functionen nv” Ordnung sind. Man kann dann statt der Determinante 


dg &@o dp d'o e ‘ . “— e : : i 
(9 di di? di® dit a) eine solche substituiren, in welcher nur vierte 


Differentialquotienten vorkommen, ebenso kommen dann in A nur 
dritte vor, ete.*) 

Ks werden alsdann a ——| >(ii) |} A, A’, ganze Funetionen 
von den Graden 6(n — 2), 8 (n — 3), 5 (n — 4). Die Integration nach 
uw fihrt auf einen Logarithmus, die nach 4 im Allgemeinen auf hyper- 
elliptische Integrale erster, zweiter und dritter Gattung. 

Die Haupttangentencurven werden daher logarithmisch-algebraisch, 
wenn jene Integrale sich auf logarithmisch-algebraische Functionen 
reduciren lassen. Herr Kénigsberger hat neuerdings fiir diese Re- 
duction die erforderlichen Kriterien angegeben. **) 

Indem wir davon absehen, die Kénigsberger’schen Kriterien 
in ihrer ganzen Allgemeinheit fiir den vorliegenden Fall geometrisch 
zu interpretiren, wollen wir uns darauf beschriinken, die Frage genauer 
zu erdrtern, wann die Haupttangentencurven algebraisch werden. Es ist 
dazu erforderlich, dass die hyperelliptischen Integrale auf rein logarith- 
mische F'unctionen fiihren. 


. rf dg\? ; 
Es findet das zuniichst statt, wenn das Polynom 2 (5°) zwet 


Wurzelfactoren gerader Multiplicitat besitzt und zugleich der Nenner A 
in (10) nach Aufhebung etwaiger gemeinsamer Factoren nur einfache 
Wurzelfactoren hat. ***) In diesem Falle handelt es sich niimlich nur 


*) Math, Ann. VIII, p. 102—106. 

**) Vgl. hier und im Folgenden Kénigsberger, Reihenentwickelung der 
hyperell, Integrale, Math. Ann. LX, p. 487; Reduction hyperelliptischer Integrale 
auf algebraisch-logarithmische Functionen, daselbst XI, p. 119. 

***) Damit das Integral einer rationalen Function F’z nur auf logarithmische 
Glieder fiihre, ist nothwendig, dass der Nenner von F keine vielfachen Factoren 
besitzt. Denn setzt man: 








n 
d 





nd 


ell 


ch 
‘1 


er 
le 


he 





noch um die Integration einer rationalen ficht gebrochenen Function, 
die iiberall nur erster Ordnung unendlich wird. 
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Es mége nun weiter 2 (42) sich in die Factoren 
H,? Bejn—2—1 


zerlegen lassen, wo die Indices die Grade der Functionen bedeuten; 


B enthilt dann nur einfache Factoren, so dass /B irreducibel ist. 
Setzt man entsprechend: 


A’ — Cs(n—4) A as Ds (n—3) ’ 
so ist das hyperelliptische Integral in (10) 





8 p2 
(11) J Fy Fama Sono gg. 
Dg (n—3) VB, (n—2—r) 
Man kann dasselbe durch eine Substitution von der Form*): 
aa ot be 
y+dz 


auf ein solches reduciren, in welchem das Radical von ungerader Ord- 
nung 2p + 1 ist, wo: 
2p +1—2(n —r—3)+1, p=n—r—i. 
Dadurch erhalten Ziihler und Nenner den Factor 
(y + 82)" *, 
so dass keine wesentliche Aenderung eintritt, und an Stelle des 


Integrales : 
a Fz dz 
9 : = — 
(12) ad VR@ 





eintritt, in welechem F eine rationale Function vom Grade n — 6 — r 
mit dem Nenner D = A ist, R(z) ein ganzes Polynom vom Grade 
2p + 1 mit lauter einfachen Factoren. **) 


fro a= > 4, log zh 


wo p;, q; rationale Functionen von z, welche zu einander prim sind, so liefert 


die Differentiation: : : 
F:= > 4 Pi — Pits ; 
P 4%; 


wo rechter Hand nur einfache Wurzelfactoren vorkommen kinnen. Das Gleiche 
muss also bei Fz stattfinden. Dieser einfache Satz scheint anderswo noch nicht 
bemerkt zu sein. 

*) Hermite, Cours d’analyse, p. 15. 

**) Man hitte tibrigens von vornherein voraussetzen kénnen, dass dem Werthe 





1=~ eine singuliire Erzeugende entspricht, womit 2(5! 2? vom Grade 2n—5 wird. 
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Nach Herrn Kénigsberger hat man nun folgende Reduction des 
hyperelliptischen Differentials *) : 


Fzdz iS VRz a2 "Sp 2°P— r+ qe 
——* = | aaa: nate 
VR(z) ae @—4) Vis + 2°  VRz 


s—2p—1 2p—(s+1) : 
+ a Tr, rat i [feV Rela 
s=p : 
Dabei ist: 
r pn ~—n r r 
s@) 
i == \ (k;) ae, ke 
a s=1 
fe= S(h2)— fe 
a 


und die zg; sind die N Werthe, fiir welche der Nenner von F' ver- 
schwindet. 

Insbesondere verschwinden alle k;, U’, f,2, wenn die Ordnung des 
Verschwindens von D iiberall gleich eins ist, ausserdem alle hk’, weun 
F iicht gebrochen ist, alle 1}, wenn der Grad von F(z) kleiner als p, 
und endlich auch f,(2), wenn jener Grad kleiner als 2p ist. 

Diese Kriterien sind im Allgemeinen nicht mehr giiltig, wenn fiir 
einen Verzweigungspunkt von /R(z) auch zugleich F(z) unendlich 
wird. Nun zerfallen die Verzweigungspunkte von ) B in zwei Classen, 
je nachdem sie zugleich Wurzeln von H =O sind oder nicht. Wir 


weisen daher zuniichst nach, dass D und / R(z) oder was dasselbe ist, 
dass A und B fiir Verzweigungspunkté der zweiten Classe nie gleich- 
zeitig verschwinden kinnen. 

Setzt man zur Abkiirzung: 


1/@o\?_ > | By La 2, CN d9 ap . 
> (a) —h Soa f >a) ie 2, —— © hr 
. 1 (a ydp ip Ip dp » 
> (a ). =f > ai dls dvdu — 1 
so ist: 


. 1 op: ort “9 2 
A=f2|fifet+ 5 f|—2hh[file— zhh | +fe[ffit fe]. 
Verschwindet also A mit f, = 0, so muss auch /, gleich Null sein. 
Aber ff, = — 3 yo =A kann nur verschwinden, wenn /, eine viel- 


*) Kénigsberger, Math. Ann, IX, 492 











f 
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fache Wurzel besitzt, d. h. nicht fiir die Verzweigungspunkte zweiter 
Classe. 

Man kann noch bemerken, dass wenn H im Grade s, d. h. f,; im 
Grade 2s verschwindet, auch A gleich Null ist. Denn /, verschwindet 
dann im Grade 2s — 1, und die 6 Terme von A haben im Allgemeinen 
den nimlichen Wurzelfactor im Grade: 

6s — 2, 8s —4, 6s —1, 6s — 2, 6s, 4s 
d.h. A verschwindet im Allgemeinen im 4s'*" Grade, wenn nicht auch 
f; = 90, so dass F(z) fiir soleche Werthe von der s‘** Ordnung unend- 
lich wird. Verschwindet also H einfach, so wird F(z) wieder von der 
ersten Ordnung unendlich. — Wiirde aber jene Wurzel von H = 0 zu- 
gleich Verzweigungspunkt von /B sein, so wiirde F(z) auch noch von 
der ersten Ordnung unendlich sein. 

Dagegen wird C im allgemeinen mit H noch nicht verschwinden*) 
und ebenso wird im Allgemeinen A =O weder H=0O noch C=O 
nach sich ziehen. 

Soll nun das hyperelliptische Integral sich auf rein logarithmische 
Glieder reduciren, so muss nach einem bekannten Abel’schen Satze 
die Identitit stattfinden: 


‘F(2)dr => ] —- ai +B. Bi VR (2) : ] - t 
in VRie) A; og Soe Bi VR) -> A; og Y; 
Ks ist dann: 


49 y /Di. v; 
it (13) i (2) —_ V R@) > A YW; ° 
ch Man kann aber zeigen, wie dies Herr Liouville gelegentlich 
n, einer anderen Untersuchung ausgefiihrt hat,**) dass der Ausdruck: 


Ss 


Y; 
VRE) & 
"" sich auf die Form: 

PM'— MP 
NP 

bringen lisst, in welcher simmtliche Zeichen P, M, N ganze Polynome, 
P’, M’ ihre entsprechenden Derivirten bedeuten, N prim zu P ist und 
ohne Rest in den Zihler aufgeht, so dass der Nenner desselben nur 
einfache Wurzelfactoren besitzt. Demnach ist der Ausdruck rechts in 
(13) gleich dem Quotienten zweier ganzer Polynome 


F(@) =" 


n. wo V nur einfache Wurzelfactoren hat. Es kann also in dem Falle, 


*) C3 wird fiir f, = 0 fp =0 gleich — D(pd'g)? f,°. \ 


**) Liouville sur les transcendantes elliptiques de premitre et de seconde 
espéce. Journ, de I’Ecole polytechnique Cahier XXIII, p. 65. 
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wo das hyperelliptische Integral auf algebraisch logarithmische Functionen 
sich reducirt, der logarithmische Theil nur dann verschwinden, wenn die 
Wurzelfactoren des Nenners von F(z) stimmtlich einfach sind, d. h. F 
nur in der ersten Ordnung unendlich wird. 

Wir untersuchen jetzt, inwieweit diese Bedingung hinreichend 
ist. In der That verschwinden schon alle f;z, 1/, k7, soweit sie nicht 
zu Verzweigungspunkten von /B gehdren. Aber das Verschwinden 
der I’, d. h. der J,” ist nach Herrn Kénigsberger nothwendig*), 
Wir nehmen daher an, dass wenn Verzweigungspunkte erster Classe 
vorhanden sind, dieselben keinen Einfluss haben, oder was im Interesse 
der geometrischen Auffassung besonders einfach ist, dass sie nicht 
vorhanden sind. 

Dann verschwinden die f;z,17,k7 tiberhaupt. Auch /,2 verschwin- 
det, denn der Grad von F(z) ist ersichtlich kleiner als 2p, weil die 


Bedingung: 


































n—6—r< 2n—2r—6 


auf » > r fiihrt, was selbstverstiindlich stattfindet. 
Zweitens verschwinden auch die 1”, weil: 


n—6—r<n—r—3. 


Nur die k,” werden im Allgemeinen nicht fortfallen. Sie liefern dann 
die weiteren Bedingungen, welche von Herrn Kénigsberger expli- 
cite angegeben sind**). 

Man kann daher, von ganz speciellen Fallen abgesehen, sagen: 

Wenn auf einer rationalen Linienfliiche, die einem linearen Com- 
plexe angehirt, singuldére Erzeugende von hiherer ungerader Multipli- 
citét als der ersten nicht vorhanden sind, wenn die von gerader hichstens 
doppelt und so zdhlen, dass fiir sie & nur hichstens im vierten Grade 
verschwindet, wenn ferner die weiteren Erzeugenden, fiir welche die beiden 
vierpunktigen Tangenten der Fliche zusammenfallen, iiberall einfach 
stihlen, wenn endlich jene Kinigsberger’schen Gleichungen erfiillt sind, 
so sind siimmtliche Haupttangentencurven algebraisch. 

Wir heben noch einen besonders einfachen [all hervor. Auch die 
k,’ werden verschwinden, wenn F(z) aicht gebrochen ist; d. h. wenn: 

n—6—r<0,r>n—6 

ist. Der Fall » — 2 =r ist schon oben besprochen. Fiir die Linien- 
flichen vierter und fiinfter Ordnung reducirt sich also unter den obigen 
Voraussetzungen das Integral ‘\ auf eine Summe von Integralen dritter 
Gattung. Im Allgemeinen wird dies aber nur dann stattfinden, wenn 
unter den singuliren Erzeugenden sich nicht mindestens n — 5 doppelt 


*) Math, Ann. XI, p. 135, 
**) Math. Ann. XI. p. 135, 








an 





\e 
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ziihlende befinden. Dann reduciren sich die Kénigsberger’schen 
Gleichungen aber auf:*) 


> midio = 0 ¢=—1,2...p 


> m;; oi = 0 
wenn noch: 


rk 

> Ur = Mm; 

f=! 
gesetzt wird, oder, da die Determinante der d; nicht verschwindet, 
auf: 

m; = 0 tan]... p. 

Die vorigen Betrachtungen gelten insbesondere, wenn r = n — 3, d. h. 
wenn nur zwei einfach ziihlende singulire Erzeugende, alle iibrigen in 
gerader Multiplicitiit 2 vorhanden sind. In diesem Falle lasst sich 
aber das Integral § direct betrachten. Ist nimlich tiberhaupt r—=n—3 
und sind die Wurzelfactoren des Nenners der (acht gebrochenen) 
Function F(z) simmtlich einfach, so zerfaillt § durch Partialbruchzer- 
legung ohne Weiteres in eine Summe logarithmischer Glieder, 

Die algebraische Haupttangentencurve der Fliche**) ist zugleich vom 
Geschlechte Null, wenn r = n — 3. 

Man hat daher folgenden Satz: 

Wenn auf einer rationalen Linienfliche nt’ Ordnung, die einem 
linearen Complexe angehirt, 4(n — 3) getrennte Erzeugende vorhanden 
sind, die von der Curve vierpunktiger Beriihrung beriihrt werden, wenn 
ferner m — 3 doppelte singulire Erzeugende vorhanden sind, welche 
zugleich fiir diese Curve in dem oben beschriebenen Sinne vierfach zihlen, 
so sind alle Haupttangentencurven algebraisch. 

Das letstere findet auch dann statt, wenn nur doppelte singulire 
Erzeugende dieser Art vorhanden sind, und wenn ausserdem noch 
4(n — 4) getrennte Erzeugende von der Curve vierpunktiger Beriihrung 
beriihrt werden. ***) 

Die vorhergehenden Betrachtungen finden zunichst auf alle ratio- 

*) Kénigsberger a. a. O. 

**) Vgl. meine Arbeit Math. Ann. VIII, p. 107, Die algebraische Haupt- 
tangentencurve entsteht in (10) fiir » =-— 1, d. h. wenn man der Integrations- 
constanten einen unendlich grossen Werth ertheilt. 

**t) Der Satz ist im Interesse eines geometrisch anschaulichen Resultates in 
einer specielleren Form ausgesprochen, als die vorigen Betrachtungen verlangen. 
Nothwendig ist nur, dass der irreducibele Nenner von F' in einfache Factoren 


zerfallt. 
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nalen Linienflichen vierter Ordnung Anwendung, da diese immer 
einem linearen Complexe angehéren.*) (Die nicht rationalen Filichen 
dieser Art enthalten tiberdies nur algebraische Haupttangentencurven.) 
Die Integration wird hier durch den Umstand noch besonders einfach, 
dass die Determinante A” eine Constante ist,**) doch unterlassen wir, 
dieses Beispiel im Speciellen hier weiter auszufiihren, da die Gruppirung 
simmtlicher Fille eine Reihe von zwar an sich sehr einfachen aber 
doch umfangreichen Rechnungen erfordern wiirde. 


§ 3. 
Specielle Falle. 


Die Umformungen des § 2. werden ungiiltig fiir den Fall, dass 
die Flache einem speciellen linearen Complexe angehért, d. h. dass 
2z* verschwindet. Es erhellt unmittelbar, dass iiberhaupt nur in dem 
Falle, wo die zg; Constanten proportional sind, iiberall 22? = 0 sein 
kann. Ebenso verlieren die bisher benutzten Gleichungen ihre, Be- 
deutung, wenn A = 0 sein sollte. Wir werden diese Fille daher noch 
gesondert zu betrachten haben. 

Gehért die Flache tiberhaupt einem linearen Complexe an, so 
muss die sechsreihige Determinante: 


do do Mo do Hy 
di di® di? dat did 
verschwinden. Ihre fiinfreihigen Unterdeterminanten sind dann Con- 
stanten proportional, den Coefficienten jenes linearen Complexes. Der- 
selbe ist ein specieller, wenn auch die Determinante A” verschwindet. 
Bezeichnet man eine Reihe von Unterdeterminanten der letzteren durch: 
ky, ky, ks, ky, k 
so lisst sich zeigen, dass die Coordinaten: 
dq; dg; dy; dg; 
we Aen ky Qi i ky ai + ks daz + ky a + k; dit 
gerade denen des genannten Complexes proportional sein miissen. Man 
hat daher die Identitit: 


5? 


dq; a; dy; ay; 
(1) Ma; = k, 9 + k, an ks az t k, ais + ks ait 


*) Math. Ann. VIII. p. 134. Ein hiermit verwandter Satz ist, wie ich jetzt 
bemerke, wohl schon etwas friiher als von mir, von Herrn Tognoli ausgesprochen 
worden. Vgl. Alcune considerazione sulla geometria delle superficie e curve 
gobbe di genere zero. Battaglini, Giornale XI, 181. 

**) Hierin liegt zugleich die Berechtigung, C als im Allgemeinen mit H nicht 
verschwindend vorauszusetzen, ausgedriickt. Uebrigens kann man sich an den 
im niichsten § fiir A”, A’ gegebenen Werthen iiberzeugen, dass C auch dann 
noch nicht verschwindet, wenn r = m — 3 u. 8. w. ist. 






















Ueber Hauptt 


wo 


k, =A 


und 
ds =) 
@) Sari = S(vi G2) 
In diesem Kalle kann man y; = a; setzen. Die Differentialgleichung 
I, 10 wird dann: 
we Da dy,” + duda;y;" 


(3) — yi, + ida v2 *, 7, VA’ = 0, 
(u 2a;7; ) 
oder, wenn wLa;yi = 2 wre wird: 
(4) ial mu yB. 
a 


Auch hier wird durch den Nenner A” keine Irrationalitat eingefiihrt, 
weil A selbst als Quadrat eines rationalen Ausdruckes dargestellé wer- 
den kann.*) Sollen die Haupttangentencurven algebraisch werden, so 
muss demnach die Integration nach 4 rechterhand lediglich auf alge- 
braische Functionen fihren.**) Aus den Gleichungen (4) und § II, 10 
ergiebt sich der allgemeinere Satz: 

_Auf den rationalen Regelfliichen, welche einem linearen allgemeinen 
oder speciellen Complex angehiren, lassen sich die Haupttangentencurven 
immer durch Gleichungen bestimmen, welche nur logarithmische und 
algebraische Functionen enthalten, sobald nicht mehr als zwei singulire 
Erzeugende von ungerader Multiplicitét vorhanden sind.***) 

Wenn die rationale Flache vierter Ordnung durch die Gleichungen: 


oa = a+bA+ 644+ 045 + ¢4t=—g; 
dargestellt ist, in denen die Coefficienten a, b, c, d, e den Gleichungen: 
(a?) = 0 (0) = 0 @) =0 @) =0, 
(ab) = 0 (ac) = 0 (de) = 0 (ce) = 0, 
(ad)+ (bc) =0 (be) + (ed) =0, 
2(ae) + (c2) + 2(bd) = 0F) 


*) Vgl. Math. Ann. VII. p. 107. 

**) Auch hierfiir hat Herr Kénigsberger die erforderlichen Kriterien an- 
gegeben, doch ergeben sich, da der Nenner von F’im Allgemeinen in der dritten 
Ordnung tiberall verschwindet, nicht ohne Weiteres geometrisch anschauliche 
Kennzeichen. 

***) Eine gewohnliche singulire Erzeugende wird von n—3 anderen Erzeugen- 
den getroffen, wihrend eine doppelte nur von n—4 anderen geachnitten wird. Eine 
Gerade, welche in der singuliiren Tangentialebene durch den singuliren Punkt 
geht, osculirt im ersteren Falle, beriihrt dagegen vierpunktig, wenn die singu- 
lire Erzeugende’ doppelt ist. 
+) Zur Abkiirzung ist a,b; = (ab) gesetzt. 
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geniigen miissen, so wird dieselbe einem speciellen linearen Complexe 
angehéren, wenn das Product: 


(bd) [(bd) (ae) — (ad) (be)] [2 (ad) (be) + (c*) ae] 


verschwindet. *) 

Die Coordinaten desselben sind: 
(6) = k,a; + h,b; + kc; + kd; + k, 
wo: 


k, = (ed)’, k, = (ae)(ed), k, = (ad) (be) — (bd) (ae), k, = (ae)(be), 
k, == (be) (ed) 
Ferner ist: : 
(7) A’ = — 48 [2(ad) + [4 (ae) + (bd)] A + 2be) arp 
_ | 0 OO O (ad) (ae) at | 
| 0 0 (bc) (bd) (be) —4a3 | 
QO (be) (e) (ed) (ce) 62? | 


| 


(ad) (db) (ed) 0 O —4a | 

(ae) (be) O O O 1 | 
iat —4a36a2—4a 1 0 | 

(9) — A= [k, — 4k,A + 6k, a? — 4k, 45 + k, a4]? = P?. 

Endlich sind die Coordinaten der vierpunktig beriihrenden Tangente 

y” dargestellt durch: 

(y" a) =A, (y"b) och 44°, (yc) 62’, (yd) = — 4A, (ye) = | 

(y’*) = 0. 


> y's — P, 
(9) > (x on aay 


und die Gleichung (4) wird: 


dx = *daVA’ 
(10) f an V2 24 J ae 


Die vorigen Methoden sind ginzlich unanwendbar, wenn die vier- 
reihige Determinante A verschwindet. Aber man kann zeigen, dass in 
diesem Falle die Flache immer zwei unendlich nahe Leitgeraden und 
demgemiiss lauter algebraische Haupttangentencurven besitzt, welche durch 
blosse Elimination bestimmt werden kinnen.**) 


a oe 


wonach : 





*) Vgl. Math. Ann, VIII. 127—130. 
**) In meiner Arbeit (Math. Ann. VIII, p. 91) ist die Invariante A fiir den 
allgemeinsten Fall einer windschiefen Fliche dargestellt, aber ich hatte damals 
die Bedeutung von A = 0 noch nicht vollstiindig erkannt. 
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Bezeichnen wir durch k,,k,,k;,k, Zahlen, welche den Unter- 
determinanten von A proportional sind, so gelten die folgenden Iden- 
tititen : 


7 ay, Py 
ky >? + ky Pi ai + ks pm diz so ky > 9: a3 =9 
dq; dg; dg; 9; dg; 9; 
2. Abe +h; an ae th ‘Dat a? 
a Pi 1d p;d* yp; ad yp; d* p;d°y; 
eo av th 2a ae t's D(z) +h Zan ae =° 


Bp, dg; dap, dy; dp;\? 
k dat aa + ae ar ths atk) -S, 


Kine Gerade, welche 4 consecutive Erzeugende schneidet, hat daher 
zu Coordinaten: 


Pe d'g; 
Yi = by Gi + hy § tt ks ae +h ais * 


. , de; , sia “ : 
Um zu zeigen, dass auch Dy; q = = 0 ist, differentiire man die Iden- 


titiiten (11), multiplicire die so entstandenen 4 Gleichungen mit den k,, 
ky, ks, ky und addire sie, so entsteht: 


2, Sy =o 
Wofern k, also nicht auch Null ist*), folgt Ly; o ‘—0, d. h. die 
Gerade y trifft fiinf consecutive Erzeugende. Folglich sind die y Con- 
stanten proportional, so dass: 





ag; dg; 
(13) Nai = kg thy ge thy Ge the ge 
‘Die Gerade a ist eine Leitgerade der Flaiche. Andererseits ist 
aber A = 0 die Bedingung fiir die Coincidenz der beiden vierpunktigen-. 
Tangenten , die zu einer Erzeugenden gehéren, und wir zeigen jetzt, 
dass die Fiche noch einem zweiten linearen Complexe angehért, der 
mit @ in Involution liegt. 
Sei naimlich y ein linearer Complex, welcher die vier consecutiven 
Erzeugenden enthalt, also: 


Sonn Sntmo DaSemo Snssmc 


so ist nach (13) > nai = (). 
Betrachtet man einen der analogen Complexe y + dy, welcher sich 
auf das benachbarte System von vier consecutiven Erzeugenden bezieht, 


so ist: 
9; 
Du 8% = 0 > (8 a agp +7 a) nh 


*) k, ist gleich A’, kg=0 wiirde also die Fliiche als Developpabele charakterisiren. 
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Die Determinante: 


dg #y do 
(a YP? ai ae ¥?) 


muss also verschwinden. Aber das Quadrat derselben ist gleich 


Hieraus folgt, weil A’ und Dy;? nicht verschwinden: 


Saito 


d. h. jeder lineare Complex, welcher vier consecutive Erzeugende ent- 
halt, enthalt auch noch eine fiinfte: d, h. die y sind ebenfalls Con- 
stanten proportional. 

In der That kann man auch leicht noch zeigen, dass die sdimmt- 
lichen Unterdeterminanten nach 9 der Determinante: 


j dg @o dq d‘p 
(14) G a ne] 





di di? di} dit 
verschwinden. Denn nach (13) ist: 
aN a9; e Pi BH; a 9; 
(15) qq uh, aL + key - az t+ ks ade +k, ar 


dk, , 4%idky , CR dk, | PRidky 
to tn ata at ae A 


dg &o a 
(» qi dt an? e) 

verschwindet aber identisch, weil sie gleich (ag) /— A ist. Aus ihr 
entsteht die Determinante (14), wenn man an Stelle der a; ihre Werthe 
aus (15) eintriigt. Wir kommen also auch hier zu dem Schlusse, dass 
ein Biischel linearer Complexe existirt, welche fiinf consecutive Er- 
zeugende enthalten. Jenes Biischel wiirde, wenn nur die Determinante 
(14) verschwindet, zwei getrennte Directricen haben, da aber im vor- 
liegenden Falle auch A selbst verschwindet, miissen dieselben zusam- 
menfallen; d. h. die Fliche enthiilt zwei unendlich nahe Leitgerade. 





Die Determinante: 


Darmstadt im Juni 1877. 

















Weitere Untersuchungen tiber des Ikosaeder. 


Von Feurx Kiem in Miinchen. 


In dem Aufsatze: ,, Veber bindre Formen mit linearen Trans- 
formationen in sich selbst,“ den ich im neunten Bande dieser Annalen 
p. 183— 208 verdffentlicht habe, bin ich zu einem merkwiirdigen Zu- 
sammenhange gefiihrt worden, der zwischen dem Ikosaeder und der 
Theorie der Gleichungen fiinften Grades besteht. Indem ich die letztere 
benutzte, gelang es mir, die Gleichung zwoélften Grades, welche in 
dem dort erliiuterten Sinne ein Ikosaeder vorstellt, in quadratische 
Factoren zu spalten und also zu lésen. Bemerkenswerth musste schon 
damals die Leichtigkeit erscheinen, mit der es gelang, gewisse in der 
Theorie der Gleichungen fiinften Grades auftretende Resolventen 
sechsten und fiinften Grades abzuleiten und in ihrem Zusammenhange 
zu erkennen. Aber ich bin erst durch Gordan, mit dem ich diese 
Gegenstiinde ausfiihrlich besprach, veranlasst worden, die Frage um- 
zukehren und zu versuchen, geradezu die Theorie der Gleichungen fiinf- 
ten Grades aus der Betrachtung des Ikosaeders abzuleiten. In der That 
gelang es mir — im steten Verkehre mit Gordan — nicht nur simmt- 
liche algebraische Sitze und Resultate, welche Kronecker*) und 
Brioschi*™) in dieser Hinsicht — zum Theil ohne Beweis — publicirt 
haben, aus einer Quelle naturgemiiss abzuleiten, sondern ihnen auch 
neue, und, wie ich glaube, wesentliche Beitrige hinzuzufiigen. Ich 


*) Die hier in Betracht kommenden Mittheilungen von Kronecker sind: 
Extrait d’une lettre 4 Mr. Hermite, Comptes Rendus 1858, 6. Juni, und: Ueber 
die Gleichungen fiinften Grades, Monatsberichte der Berliner Akademie, 1861, ab- 
gedruckt in Borchardt’s Journal Bd. 59, 

**) Brioschi’s hierher gehérige Arbeiten sind folgende: Sulle equazioni del 
moltiplicatore per la transformazione delle funzioni ellitiche (Annali di Tortolini, 
I, 1858, p. 175); Sulla risoluzione dell’ Equazioni di quinto grado (Ebenda p. 256, 
326); Sul metodo di Kronecker per la risoluzione delle equazioni di quinto 
grado (Atti del Istituto Lombardo, I, 1858, p. 275); Sur diverses équations analogues 
aux équations modulaires dans la théorie des fonctions elliptiques (Comptes Ren- 
dus, 1858, 2. p. 337); Sulla risolvente di Malfatti per le equazioni del quinto 
grado (Annali di Tartolini, V, 1863, p. 233); Sopra alcune nuove relazioni modulari 
(Atti della R. Accademia di Napoli, vol. III, 1866); La soluzione pii generale 
delle equazioni del quinto grado (Annali di Matematica, ser. II, t. I, p. 222, 1867); 
Sur Véquation du cinquitme degré (Comptes Rendus, 1875, 1.); Sopra una 
classe di forme binarie (Annali di Matematica. ser. II, t. VIII, p. 24. (1876)). 
Brioschi wird binnen kurzem in diesen Annalen eine zusammenfassende Dar- 
stellung seiner Untersuchungen geben. 
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verdffentlichte hieriiber nach einander drei Noten in den Erlanger 
Berichten*) (Weitere Untersuchungen iiber das Ikosaeder I, II, III, 
November 1876, Januar und Juli 1877), die ich in der gegenwiirtigen 
Abhandlung in umgearbeiteter Form reproducire. Ich habe dabei 
vorab alles das ausgeschlossen, was auf die Definition der in Betracht 
kommenden fundamentalen Irrationalitiiten durch elliptische Functionen 
Bezug hat**) und darum Hermite’s Lésung der Gleichungen fiinften 
Grades***) im Folgenden nur beiliufig erwihnt. Mich zwang dazu 
die Fiille des Stoffes und der Wunsch, dem Zusammenhange mit den 
elliptischen Functionen noch eine eingehendere Untersuchung zu wid- 
men. So besteht das Folgende aus drei Abschnitten. In dem ersten 
desselben erlautere ich verschiedene Eigenschaften der Ikosaedergleichung, 
die mir von Interesse scheinen. In dem zweiten und dritten Abschnitte 
schliesse ich daran zwei Anwendungen. Die erste bezieht sich auf ein 
Problem, welches im Wesentlichen identisch ist mit der Liésung der- 
jenigen Gleichungen sechsten Grades, die ich, einem Vorschlage 
Brioschi’s folgend, als Jacobi’sche Gleichungen bezeichne. Die 
zweite beschiftigt sich mit den Gleichungen fiinften Grades; es gelingt 
mir, diejenigen Gleichungen fiinften Grades, bei denen die Summe der 
Wurzeln und die Summe der Wurzelquadrate verschwinden, explicite 
mit Hilfe einer Ikosaedergleichung zu lésen, und dadurch einen neuen 
Weg zur Lésung der allgemeinen Gleichung fiinften Grades zu finden. 

Mit Riicksicht auf diesen letzten Abschnitt muss ich gleich hier 
ein Citat zufiigen auf eine Note, welche Gordan nenerdings in den 
Erlanger Berichten ver6ffentlichte (Juli 1877. Ueber die Auflésung 
der Gleichungen fiinften Grades) und die ausgefiihrt demniichst in 
diesen Annalen erscheinen soll. Einmal hat Gordan einen Theil der 
Resultate, welche ich in dem genannten Abschnitte zur Darstellung bringe, 
seinerseits gefunden und in geschicktere Form gebracht, andererseits die- 
selben in eigenartiger Weise mit der Invariantentheorie gewisser doppelt- 
binaérer Formen verkniipft. Ohne hier naher darauf einzugehen will ich 
doch das allgemeine Princip bezeichnen, welches sich durch diese ver- 
schiedenartigen Arbeiten immer deutlicher herausstellt und das fiir die 
Theorie der algebraischen Gleichungen von weitreichender Bedeutung zu 
werden scheint, ein Princip, zu dem ich von anderer Seite kommend be- 
reits im vierten Bande dieser Annalen gefiihrt worden bin (p. 346—358, 





*) Vergl. auch eine Mittheilung von Brioschi an die Accademia dei 
Lincei, December 1876. 

**) Vergl. indess eirie Notiz von mir in den Rendiconti des Istituto 
Lombardo vom April 1877, 

***) Sur la résolution de l’équation du cinquiéme degré; Comptes Rendus 
1858, 1. Man vergl. zumal noch die zweite hierher gehirige Arbeit Hermite’s: 
Sur l’équation du cinquitme degré; Comptes Rendus 1866. 
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Ueber eine geometrische Reprisentation der Resolventen algebraischer 
Gleichungen). Beim Ikosaeder sind die 60 Vertauschungen der Wurzeln, 
welche die Galois’sche Gruppe ausmachen, dargestellt durch 60 lineare 
Substitutionen, denen eine beliebige der Wurzeln unterworfen wird. 
In Folge dessen stehen beim Ikosaeder die Theorie der Resolventen 
und die Theorie der Invarianten in der allerinnigsten Beziehung, und 
man kann jede derselben férdern, indem man von der anderen Ge- 
brauch macht. Aehnliche Vortheile stellen sich, wie man zeigen kann, 
jedesmal ein, wenn die Vertauschungen der Galois’schen Gruppe ersetat 
sind durch lineare Substitutionen einer gewissen Zahl Verdnderlicher. 

Diese Art, die Invariantentheorie zu verwerthen, ist verschieden 
von der sonst versuchten, statt der Coefficienten einer Gleichung n'e 
Grades von vornelerein die Invarianten der entsprechenden biniren 
Form n'* Ordnung einzufiihren. In der That scheint das letztere Ver- 
fahren im Allgemeinen nicht zweckmiissig. Die Gleichungen fiinften 
Grades z. B., wie sie im dritten Abschnitte der Untersuchung zu Grunde 
gelegt werden, sind in diesem Sinne von den allgemeinen Gleichungen 
fiinften Grades nicht verschieden, und doch gestaltet sich ihre Auf- 
lésung wesentlich leichter als die der allgemeinen. 


Abschnitt I. 
Die Ikosaedergleichung. 


§ 1. 


Das Fundamentalproblem. 


Unter einem Ikosaeder schlechthin verstehe ich, wie friiher, eine 
gewisse biniire Form zwélfter Ordnung f(y, ,). Das volle System 
ihrer Covarianten besteht aus der Hesse’schen H und der Functional- 
determinante (f, H) = 7’, deren Quadrat sich linear aus f° und H® zu- 
samniensetzt. Als Fundamentalproblem mag dann das folgende hin- 
gestellt sein: Es sind die numerischen Werthe gegeben, welche f, H, T 
fiir gewisse Werthe von ,, y. annehmen; man soll y,, 4, berechnen. 
Diess ist die allgemeinste Formulirung, an deren Stelle ich fast durch- 
giingig, wenn nicht das Gegentheil bemerkt wird, eine viel speciellere 
setze. Bei derselben ist {(y,, 4.) in einer kanonischen Form gegeben, 
also z. B. in derjenigen, welche Schwarz in der 6fter zu citirenden 
Arbeit*) benutzt und die ich ebenfalls in meinem friiheren Aufsatze 


verwandte: 
f= 94 M2 (my + 11.9,> 4° — 2"). 


*) Ueber diejenigen Fille, in welchen die Gaussische hypergeometrische 
Reihe eine algebraische Form ihres vierten Elementes darstellt. Borchardt’s 
Journal, Bd, 75, p. 292—335. 
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Man hat dann fiir H, T: 
12° — — (n, $n) + 228 (1,'%n2!® — yng") — 494'%n," 

12 P= (9, 92°) +522 (9,79 2° — 1,2) — 10005 (9,79 9"°--,'" 2”) 
mit der Relation: 

(1) T? = 12/5 — 12!H?. 

Es handelt sich wieder darum, wenn die Zahlenwerthe von f, H, T 
gegeben sind (in Uebereinstimmung selbstverstindlich mit der Bedingung 
(1)), 4, wnd my, zu bestimmen. Ich werde weiterhin zeigen (§ 5.), 


wie sich die allgemeinere Fragestellung auf diese speciellere zuriick- 
fiihren lasst. 


Als Ikosaedergleichung (im weiteren oder specielleren Sinne) be- 
zeichne ich dann diejenige Gleichung sechzigsten Grades, von der das 
Verhiltniss yn = abhiingt. Geht man von der kanonischen -Darstel- 

2 
lung aus, so lautet sie einfach 


HE (ny, n2) Cc 
i” (m2) Const. 
f? (m5 Ne) rats 


oder, wie ich gewohnlich schreibe: 


9g Bim m2) __ 
@) = f° (m1 2) » 
Dabei nenne ich X den Parameter der Ikosaedergleichung. — In dem 


allgemeineren Falle hat man linker Hand nur einen invarianten Factor 
zuzusetzen, um Homogeneitit in den Coefficienten herzustellen. Ver- 
steht man unter B die in meiner friiheren Arbeit (p. 198) definirte 
Invariante, so hat man: 

5 — 5- 144- H®(nj,, ne) ee 

@a) “TB Pinsn) 

Man sieht: der Unterschied zwischen dem Fundamentalproblent und 
der Ikosaedergleichung ist dieser: bei dem ersteren handelt es sich um 
eine Frage aus der biniren Formentheorie, bei der letzteren um eine 
Gleichung mit einer Unbekanntene Es ist vortheilhaft, zwischen diesen 
Fragestellungen zu wechseln. Die Ikosaedergleichung gewihrt im All- 
gemeinen zur ersten Orientirung die bessere Uebersicht; aber gewisse 
tiefer liegende Fragen lassen sich nur mit Hilfe der binaren Auffassung 
erledigen. Ganz ihnlich ist es bei den Untersuchungen iiber lineare 
Differentialgleichungen zweiter Ordnung mit algebraischen Integralen, 


die ich neuerdings in diesen Annalen verdffentlichte (XI, p. 115, 


XII, p. 167). 
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§ 2. 
Die zur Ikosaedergleichung gehérigen linearen Substitutionen. 
Die Haupteigenschaft der Ikosaedergleichung (2) resp. (2a) ist die, 

dass alle 60 Wurzeln y =" sich aus einer beliebigen Wurzel durch 

Ne 


lineare Substitutionen ableiten lassen, welche von X unabhiingig sind. 
Um_ dieses System linearer Substitutionen im Falle der kanonischen 
Form aufzustellen, beachte man, dass die Wurzeln von f = 0: 


2% - + 2H 
0,00, (e + e)e’, (& + [== cos F + a sin FI 
durch die Substitutionen in der Weise unter einander vertauscht wer- 
den miissen, dass die zusammengehérigen Wurzeln 
0 und co 
(e + é*) &” und (a + é) & 


zusammengehorig bleiben. Auf diese Weise findet man die 60 Sub- 
stitutionen 





( (a) n= én, 
(b) 1 =— 4 
7 ( y=(, 12 3,4 
(3) (c) n = et (e+ &)n +2 sis : 
n —e" (e+ ") 
gp tae 
(¢) cihiinind (e+ e)n+e"’ 


die ich kurz als die 60 Ikosaedersubstitutionen bezeichne*). Kine der- 
selben (yi =) hat die Periode 1; 15 haben die Periode 2, namlich 
die (b), und diejenigen (c), und (d), bei denen w =v; 20 haben die 
Periode 3: diejenigen (c), fiir welche » —wv-- 2, und die (d), bei 
denen w=v-+1; die 24 iibrigen endlich haben die Periode 5; es 
sind die (a), bei dinii v =1,2,3,4, die (c), bei denen p—v-+ 1 
und die (d), bei denen u = v re 2. Man controlirt diese Angabe zweck- 
miissig durch Berechnung der bei den einzelnen Substitutionen un- 
gotadert bleibenden Werthe von 7. 

Legt man f, H, 7 in nicht kanonischer Form zu Grunde, so treten 
an Stelle der Substitutionen (3) in leicht verstiindlicher Weise solche, 
die sich darstellen lassen, wenn man in (3) statt 7’ und 7 bez. schreibt 

an +B an+B 
ym +8? yn+e? 
wo «:B:y:0 geeignet zu wahlen sind. 


*) Vergl. die Darstellung bei Gordan, diese Annalen XII, p. 45, 46. 
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§ 3. 
Die Gruppe der 120 binairen Substitutionen. 


Schreibt man in (3) statt 7 a , Statt a, und sondert Zihler 
i2 2 


und Nenner in der Art, dass die entstehenden biniiren Substitutionen 
die Determinante + 1 haben, so entstehen folgende Formeln, in denen 
das Vorzeichen nothwendig willkiirlich ist, so dass sie eine Gruppe von 
120 bindren linearen Substitutionen vorstellen. Es werden »,', 9, bez. 
gleich: 

+e'm, +8 * ih 

Fe*m, te *m 
4 “ aE » > v 

4) leper tne? m) 48 2(, FF m—letee? 7 


— e — 3 ? mi od & — 3:3 ? 


“ 


pile Fmmletedetn) 4 Meroe tute) 





e? — = ? Bi ef — 5° 
Aus der Gruppe von 60 Substitutionen der einen Veriinderlichen 4 wird 
also eine doppelt so zahlreiche Gruppe biniirer Substitutionen. Durch 
dieselben gehen iibrigens, wie man von vorneherein einsehen kann, 
f, H, T auch dem Vorzeichen nach in sich iiber. 

Verzichtet man darauf, dass die Substitutionsderminante = + 1 
sein soll, sondern setzt sie nur (damit die Gruppe iiberhaupt aus einer 
endlichen Anzahl von Substitutionen bestehe) einer Hinheitswurzel 


gleich: V 1, so wird die Gesammtzahl der Substitutionen 120 n, indem 


n; und », mit einer beliebigen Potenz von V 1 simultan behaftet wer- 
den kénnen. Es ist dies eine sehr selbstverstindliche Bemerkung, die 
ich hier nur anfiihre, um das Verhalten der weiterhin zu gebrauchen- 
den hypergeometrischea Reihen zu erkliren. Bei ihnen ist » = 6, ,’ 
und 7, kénnen immer simultan um zwolfte Einheitswurzeln geindert 
werden. Dabei bleibt f ungeindert, aber nicht H und 7, sondern erst 
H? und T?. | 

Die Schlussbemerkung des vorigen Paragraphen findet natiirlich 
auch hier Anwendung; man hat nur noch die Bedingung ad — By = 1 
zuzufiigen. 


§ 4. 
Charakterisirung der [kosaedergleichung. 


Nach den Untersuchungen, welche ich im neunten Annalenbande 
ausfiihrte und die Gordan neuerdings auf dem Wege der Rechnung 













Se ~~ -m_ eA = 
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bestiitigte *) (Bd. XL. p. 23—46), giebt es nur dreierlei Gruppen linearer 
Substitutionen einer Veriinderlichen, welche 60 Substitutionen umfassen. 
Die eine derselben ist die Ikosaedergruppe, wie sie durch (3) in kano- 
nischer Form dargestellt ist. Die zweite gehdrt dem Kreistheilungs- 
typus an und kann in kanonischer Form geschrieben werden: 


1, &N, OPN, +++++-- an, 
wo & = COs = + isin 5? die dritte dem Doppelpyramidentypus; sie 


kann, 6 = cos « + isin % gesetzt, in kanonischer Form folgender- 
massen dargestellt werden: 

n, Bn, 6% n, 

1 6 pr 

n? 7” n* 


Unter diesen dreierlei Gruppen ist die Ikosaedergruppe durch mannig- 
fache Kennzeichen zu charakterisiren. Das einfachste und von mir 
spiiter verwandte ist dieses: Die Ikosaedergruppe enthilt im Gegen- 
satze zu den beiden anderen keine Substitution, deren Periode grisser 
ais 5 ist. 

In Folge dessen kann man den allgemeinen Satz aussprechen: 
Wenn eine Grisse » durch eine Gleichung 60°" Grades von gegebenen 
Grissen a, b, c, --- in der Weise abhdngt, dass sich jeder Werth von 
n aus einem beliebigen der 60 Werthe durch lineare Substitution mit 
numerischen Coéfficienten ergiebt, wenn ferner keine dieser Substitutionen 
eine Periode > 5 besitet, so hdngt yn von einer Ikosaedergleichung ab: 


—5-144 H%(n) _ (a,b, ¢,---)*™), 


— TBF§(n) 
wo die Coéfficienten von f, H numerisch sind. 
Kiihrt man dann statt » durch geeignete lineare Substitution ein 
neues 9 ein, so erhalt man in kanonischer Form: 
3 
1728 Fi = O(a, bhi dss 08 
Der hiermit ausgesprochene Satz wird weiterhin die allerwesent- 
lichste Rolle spielen. In den Fallen, in denen er zur Anwendung kommt, 
ist die Wahl eines kanonischen y durch die Bedingungen der Aufgabe 
jedesmal von vorneherein erméglicht, so dass eine Reduction der all- 
gemeineren Ikosaedergleichung auf die kanonische, wie sie nun 
gelehrt werden soll, nicht noch nothwendig ist. Aber die folgende 
Auseinandersetzung muss hier ihre Stelle finden, damit der Zusammen- 





*) Vergl. auch Camille Jordan in den Comptes Rendus. 1877. 


i oa pa ne H* (m5 12) 
*) W a hreibe ich kiinftig — tatt —--""_—= - 
) Wenn ‘ so schre tinftig 7*(n) 8 Pn, te) 
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hang deutlich sei, welcher zwischen der Darstellung in meiner vorigen 

































Arbeit (Annalen IX) und der nun eingehaltenen besteht. ge 
im 
§ 5. ka 
oT 
Die allgemeine [kosaedergleichung ist mit zwei kanonischen aquivalent. de 
Um die allgemeinere Ikosaedergleichung (die ich durch Indices su 
bez. Accente auszeichnen will): 
—5-144- HA(m', 2) x 
©) 7-B-fP(n's m2) + 
auf die kanonische 
79Q H(ns, ne) m 
2 -_=—= 
(6) — f° (ny Ne) * Si 
zuriickzufiihren, muss man, wie bereits bemerkt, statt = eine geeignete : 
‘ e 2 
lineare Combination <u ee, als neue Unbekannte einfiihren. Die Be- G 
vf 2 
stimmung von a, 8, y, 0 verlangt, wie ich jetzt zeigen werde, eben dD 
wieder die Auflésung einer kanonischen Ikosaedergleichung. ei 
Um nimlich die Substitution zu finden, welche (5) in (6) iiber- u 
fiihrt, hat man nur diejenigen drei Werthe a, b, c von zu suchen, Pp 
welche drei beliebig angenommenen Werthen a’, b’, c’ von x vermége W 
der Substitution entsprechen. Nun ist aber die linke Seite von (5) — v 
wenn der Ausdruck gestattet ist — eine absolute Covariante, die sich e 
bei linearer Substitution nicht aindert. Daher hat man zur Bestimmung n 
von a, b, ¢ die Gleichungen: g 
, , 
oo H3(a) 5-144 Ha’) ynoq H5(b) 5-144 H,3(0’) 
ee I A a ORIG ads dB 
= f(a) TBS @) ? ie f°(d) TBO) ? 
H%(c) _ 5 144 HSC’) | : 
1128 Fe — — “TB FSC) 
Diese drei Gleichungen sind ,kanonische“ Ikosaedergleichungen. Es . 
geniigt, eine derselben zu lésen, da man die drei Werthe a’, b’, c’ 1 


consecutiv nehmen kann und sich dann aus den Wurzeln der einen 
Gleichung die zugehérigen Warzeln der beiden anderen Gleichungen 
rational ergeben. . 

Die allgemeinere Ikosaedergleichung wird also dadurch gelist, dass 
man nach einander zwei kanonische Ikosaedergleichungen erledigt. 

Einen besonderen Fall nun der allgemeineren Gleichungen, der 
wieder mit den kanonischen Gleichungen auf derselben Stufe steht, 
hatte ich im neunten Annalenbande betrachtet. Es ist der Fall X = ov, 
wo also die Gleichung 


Sa ee 


fi (m1, 2’) = 0 


zur Lisung vorgelegt ist. Da die specielle Gleichung 
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( (m+ %) = 9 
gelést ist (siehe oben § 2.), so verlangt das damals gestellte Problem 
im Sinne der hier gebrauchten Ausdrucksweise nur die Lésung einer 
kanonischen Ikosaedergleichung. Hierin ist die Uebereinstimmung be- 
griindet, welche zwischen den weiterhin abzuleitenden Eigenschaften 


der (kanonischen) Ikosaedergleichung und den damals gewonnenen Re- 
sultaten besteht. 
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§ 6. 
Gruppe der Ikosaedergleichung. Conforme Abbildung. 


Man kann jede Function der Wurzeln der Ikosaedergleichung ver- 
mége der Formeln (3) als Function einer einzelnen Wurzel darstellen. 
Substituirt man nun fiir diese eine Wurzel eben wieder vermége der 
Formeln (3) der Reihe nach jede andere und ifndert sich dabei der 
Werth der Function nicht, so ist sie offenbar rational. Daher: Die 
Galois’sche Gruppe der Ikosaedergleichung besteht aus 60 Permutationen. 
Man erhiilt dieselbe, wenn man die 60 Wurzeln als Functionen von 
einer unter ihnen auffasst und auf diese eine die Substitutionen (3) an- 
wendet. Die Structur dieser Gruppe lasst sich, wie ich auch Annalen IX, 
p. 208 angab, am besten foigendermassen charakterisiren. Es giebt, 
wie weiterhin noch ausfiihrlich zu erliutern ist, fiinfwerthige Functionen 
von 4, welche bei jeder der 60 Substitutionen (3) eine Permutation 
erfahren. Nun lisst sich aus den 120 Vertauschungen von fiinf Dingen 
nur eine Gruppe von 60 zusammensetzen, das ist die Gesammtheit der 
geraden Vertauschungen. Ihr also entspricht die hier vorliegende 
Gruppe der Ikosaedergleichung. 

Aeusserst anschaulich werden die Beziehungen zwischen den Wur- 
zeln durch die conforme Abbildung, welche Schwarz l. c. angiebt. 
Durch die Symmetrie-Ebenen des Ikosaeders wird die 4-Kugel in 120 
abwechselnd congruente und symmetrische Dreiecke mit den Ecken- 


=a ux 7% 
winkeln =, =, 


das Bild der positiven, die 60 Dreiecke der anderen Art das Bild der 


negativen Halbebene X. Die Ecken = 4 — ; entsprechen X = 0, oo, 1.*) 
Die 60 Wurzeln einer Ikosaedergleichung sind immer durch 60 homo- 
loge Punkte zusammengehériger Dreiecke vorgestellt. Die Permuta- 
tionen der Wurzeln, welche die Galois’sche Gruppe bilden, werden 
durch die 60 Drehungen erzeugt, welche das Ikosaeder mit sich zur 
Deckung bringen. 


= zerlegt. Die 60 Dreiecke der einen Art sind dann 





*) Beiliufig sei bemerkt: Aus dieser Abbildung gehen Siitze wie folgende 
hervor: Fir jedes X kann man die 60 Wurzeln n von vorneherein separiren, fiir 
reelles X sind immer. 4 und nur 4 Wurzeln 7» reell, 
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§ 7. 
Lisung der Ikosaedergleichung resp. unseres Fundamentalproblem’s 
durch hypergeometrische Reihen. *) 
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Der citirten Abhandlung von Schwarz kann man ferner unmittel- 
bar entnehmen, dass sich die Ikosaedergleichung resp. unser Funda- U 
mentalproblem durch hypergeometrische Reihen lésen lisst. **) Dies ¢ 
lasst sich auf verschiedenartige Weise bewerkstelligen (vgl. § 9.), am i 
¢ 
I 


einfachsten in der Weise, dass man » = — gleich setzt dem Quotienten 
2 


zweier geeigneter Particularlésungen der hypergeometrischen Differen- 
tialgleichung : 
— Vy , 7y-@+b+I)X dy a-B 

Pe ts Bae ts SO 
wo X den Parameter der Ikosaedergleichung selbst bedeutet und die 
Ausdriicke (1 — y)*, (a — B)*, (vy — a — B)? in irgend einer Reihen- 
i812 
97 25? 4° 
selbst mit 4,, 9, bezeichnen; sie sind zuniichst, wie selbstverstind- 
lich, nur bis auf einen gemeinsamen constanten Factor bestimmt. 
Ferner wihle ich: 


folge gleich zu setzen sind Ich: will diese Particularlésungen 


1 1 1 
l—y=>,a—p=—,7y—a—f=, 
und also: 
- 11 1 2 
(7) oa? b=u=—-—_, : hee 
Dann folgt durch Differentiation der Gleichung: 


1728 #20) _. x 
f*(n) 


fir 7 = Z , und durch Anwendung des bekannten Satzes: 
2 


" Ne a No ur =— C ps am A a a th 
das einfache Resultat: 
1 


n 
(8) eet Vein’ =~ ? f(n) 
und also 

f (n> %2) =e, 
wo @ einen constanten Factor bedeutet. ***) 


*) Die Entwickelungen der § 7., 8., 9. stehen mit den iibrigen Betrachtungen 
des Textes nur in losem Zusammenhange. In § 10. nehme ich die algebraische 
Untersuchung wieder anf. 

**) Die gleiche Bemerkung macht Brioschi, Annali di Matematica, II, 8,1. ¢. 
***) Vergl. Annalen XII. p. 178. 
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Handelt es sich jetzt um Auflésung des in § 1. aufgestellten Fun- 


damentalproblems, so verfahre man folgendermassen. Man berechne 
zunichst die Grosse 


H*(n) 

X = 1728 Fm)? 
und dann aus ihr die sogleich noch naher zu bezeichnenden hyper- 
geometrischen y,, 7,, wobei man @ so wahlen muss, dass es gleich 
ist der zwélften Wurzel aus dem vorgegebenen Werthe von f. Hier- 
durch sind »,, 4, bis auf zwélfte Einheitswurzeln bestimmt; diese 
letzteren gewinnt man, soweit sie tiberhaupt bestimmbar sind (namlich 
bis auf’s Vorzeichen) durch Vergleich der vorgegebenen Werthe von 
H und 7. 

In den Formeln, die ich nun aufstellen werde, ist @ der Ein- 
fachheit wegen gleich 1 gesetzt; man hat also die mitzutheilenden 
Werthe von y, ,y. im einzelnen Falle mit V f("1> 2) zu multipliciren. 
Aus den Formeln (8) geht hervor, dass »,, 4,, wenn sich X in der 
complexen Ebene bewegt, ein System von 720 biniren linearen Sub- 
stitutionen erfahren, wie es § 3. zu Schluss angegeben wurde. 


8 8, 


Bestimmung der Particularlésungen »,, 1, . 


Da sich alle in Betracht kommenden Werthe von y,, 4, aus einem 
Werthepaare durch die 120 biniiren 
Ikosaedersubstitutionen (4) ergeben, 
so geniigt es, ein Paar 7,, y, zu 
berechnen, und ich benutze die soeben 
genannte conforme Abbildung zur 
Berechnung dieses Paares. Um den 
Unendlichkeitspunkt der -Kugel 
schaaren sich fiinf der oben bezeich- 
neten 60 Dreiecke, welche die Bilder 
der positiven Halbebene X sind; 
sie sind in der Figur, welche die 
Umgebung des Punktes 7 oo sche- 
matisch darstellen soll, schraffirt. 


Die Richtung des geradlinigen Pfeiles soll die Richtung des durch 
den Punkt 7 = oo in dem Sinne — oo, 0, + oo hindurchgehenden 
Meridians der reellen Zahlen bedeuten. So wiihle ich als Bild der 
positiven Halbebene X dasjenige schraffirte Dreieck, welches mit dem 
Buchstaben 4, bezeichnet ist (und spiiter als Bild der negativen Halb- 
ebene X das mit dem gleichen Buchstaben bezeichnete, anliegende, 
33 
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nicht schraffirte Dreieck). Die beiden durch H’ und 7” bezeichneten 
Ecken dieses Dreiecks sind Wurzeln der quadratischen in H, 7 ent- 
haltenen Factoren :*) 


2-244 1-0 


und 

ey? + (1+ 75) — & =0 
und zwar sind sie diejenigen Wurzeln, welche dem positiven Vorzeichen 
der auftretenden Quadratwurzel entsprechen. Man findet so: 


re © 2 © we BS + (a= as isin >) 
Ny =1—ae—are 1 + 2 cos 5; = 2,9563 a—=cos---isin = 


Ne =e ((e?+ 2) —i(e — &4)) = 2 23 (cos ** —sin**)— — 3, 5201 --- 3. 


Lasst man jetzt X in positivem Sinne den Unendlichkeitspunkt (der 
X-Ebene) umkreisen, so bewegt sich 9, im Sinne des in der Figur bei- 
gesetzten (gekriimmten) Pfeiles und. verwandelt sich in 9,. Dies aber 


kommt einer positiven Drehung der 4- Kugel durch ** um den Durch- 


messer 0 — co gleich, d. h. 
Der Functionszweig », hat die Eigenschaft, wenn X den Unend- 

lichkeitspunkt in positivem Sinne umkreist, den Factor « zu erhalten. 

Nun giebt es aber von constanten Factoren abgesehen nur zwei 
Integrale der hypergeometrischen Differentialgleichung, welche bei Um- 
kreisung des Punktes X = oo in Multipla ihrer selbst iibgehen; es 
sind im vorliegenden Falle (unter x, 4 die constanten Factoren ver- 
standen): 


= 


eo » ‘. om ui i 
amsa—x-F(-%, 8 $, ote 


il 
er il 41 6 1 
B=i(i—X) °-FG, & => ix) 
oder, in anderer Darstellung: 


1 
60 1 19 4 1 
A, = *, X -F(—{, 60? 56? ? 


il 
~ 60 11 31 6 1 
B= i,X °F, > o> x): 
Setzen wir wieder y, = a? so muss bei richtiger Wahl der x, 4 bez. 
2 


%,, 4, das y, mit A und A,, das y, mit B und B, iibereinstimmen, 


weil m fiir X = oo selbst oo wird. Die Constanten x, A berechnen 
2 





*) Vergl. Aunalen IX. p. 205, 206. 














nun éinfiihre, dass f(y,, 7.) gleich Eins sein soll. So findet man*) 
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sich aus den Werthen von 4, bez. 4, und der Forderung, die ich 


bis auf zwolfte saecperrtesett 


i n, = 1,13229 (1 — X)®. F(—Z, 3, =, ~») 


41 6 1 
M2 = 0,25495 (1—X) . FG, 60’ 6’ ix); 
oder, was auf dasselbe hinauskommt: 


19 
n, = (1,13074 — 0,05926 3) x”, Pew ae 


(10) 
No = (0,21382 + 0,13885%) X w -F(E, 5 E> x 

Von diesen Darstellungen convergirt die erste fiir alle Werthe von X, 
fiir welche der absolute Betrag | 1 — X|> 1, die zweite fiir diejenigen, 
deren absoluter Betrag | X|>1. Die sechzigsten Wurzeln sind so zu 
nehmen, dass die Amplitude zwischen 0 und 3 Grad liegt. 

Um fir die hierdurch noch ausgeschlossenen X ebenfalls eine 
Formel zu haben, benutze ich in bekannter Weise andere Integrale 
der hypergeometrischen Differentialgleichung**). Ist: 


11 ie ae 
F, tune 3? . 


1 
aah FG - i. lectins x); 
so kommt 
_ { 9, = (0,09072 + 1,731167) F, + ( 1,02130 — 1,768952) F, 
ie ny = (3,32355 — 5,11783%) F, + (— 3,01928 + 5,22954i) F,, 
und diese Darstellung convergirt fiir alle bislang ausgeschlossene X, 
diejenigen nimlich, bei denen gleichzeitig | X|<1 und |1 — X|<1. 

Die Formeln (9), (10), (11) definiren die gewiinschten n,, y, fiir 
jedes X der positiven Halbebene. 

Um auch Formeln fiir die negative Halbebene zu haben, welche 
dem oben bezeichneten nicht schraffirten Dreiecke entsprechen, hat 
man (9) unverandert beizubehalten und in (10) und (11) das ¢ der con- 
stanten Factoren in — 7 zu verwandeln. 


*) Bei diesen Rechnungen sowie bei vielen der im Folgenden ausgefiihrten 
hat mich Hr. stud. Gierster in dankenswerther Weise unterstiitzt. Die zahlen- 
theoretische Definition der angegebenen Coefficienten werde ich bei der nichsten 
Gelegenheit zufiigen. 

**) Die conforme Abbildung zeigt immer unzweideutig, welche Werthe den 
vieldeutigen Wurzelzeichen beizulegen sind. Hierauf ist in den Darstellungen, 
welche ich kenne, nicht geniigend Riicksicht genommen. 
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§ 9. 
Anderweitige Liésungen der [kosaedergleichung. 


Neben die hier entwickelte Lésung der Ikosaedergleichung stellen 
sich unbegrenzt viele andere von abnlichem Charakter. Schreibt man 
namlich in ete 

5 q 
1728 Fa) = xX 

statt X eine rationale Function einer neuen Verinderlichen 2: 

H* (n) 
f° {n) 
so kann 9 wieder (und noch auf unbegrenzt viele Weisen) dargestellt 
werden als Quotient zweier Particularlésungen einer linearen Differen- 
tialgleichung, bei der x die unabhiangige Variable ist und die Coeffi- 
eienten rational in x sind. Man kann dann R(x) insbesondere so 
wihlen, dass die Differentialgleichung selbst wieder eine hypergeo- 
metrische wird; derartige Werthe von R(x) sind von Brioschi (diese 
Aunalen Bd. XI, p. 410) und von mir (Bd. XII, p. 174) angegeben. 
Ich will hier nur den einen Werth von R(x) herausgreifen, der dem 
Falle XIII der von Sch warz*) gegebenen Tabelle entspricht, insofern 
ich bei einer spiteren Gelegenheit von diesen Formeln Gebrauch 
machen mochte: 


1728 = R(z), 


1 (@+142+41) 
R(z) = 08 Sie (i— ay 


Fiir die entsprechende hypergeometrische Differentialgleichung hat man 
(1-— y)?, (« — B)*, (vy — a — B) in irgend einer Anordnung gleich 


zu setzen coe ea 
25? 25’ 25, 10 


4 1 
also etwa y = 52 &™ i 6 == 


" 


Setzt man wieder 7 = und nimmt n, als Particularlésungen 
H * Ni> Ne g 


dieser Differentialgleichung , so kommt: 

: 1 1 i i 

= 2” (1 — ax)” n one pat ™ (1 — x)" 
1=¢0 Vin) » t= @ Vin) 

und man hat also, fiir @ = 1, die Lésungen der folgenden Aufgabe 
vor sich, die ein besonderer Fall des Fundamentalproblems des § 1. ist: 

f(%1, M2) = «(1 — 2), 
(12) H(n,, 2) = 2? + l4z+1, 

T(ny, No) = 2° .— 332? — 33a + 1. 


Ich unterlasse es hier, die Particularlésungen 4, , y, explicite anzugeben. 


*) p. 323 der citirten Arbeit, 
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§ 10. 
Resolventen niederen Grades. 


Wenn man auf eine ganze homogene Function gerader Ordnung 
von 4, 4, (und solche will ich allein betrachten) die 120 biniren 
Ikosaedersubstitutionen (4) anwendet, so nimmt sie im Allgemeinen 
60 Werthe an; sie kann, selbstverstindlicherweise, im besonderen 
Falle weniger Werthe erhalten, deren Zahl ein Theiler von 60 ist. 


Dann stellt sie, gleich Null gesetzt, eine solche Punktgruppe auf 
der y-Kugel dar, welche durch einige der 60 Drehungen, die das Iko- 
saeder mit sich zur Deckung bringen, ungeiindert bleibt. Umgekehrt, 
indem man die einfachsten solchen Punktgruppen aufsucht, gewinnt 
man die niedrigsten Functionen der gemeinten Art, welche als Wurzeln 
von Resolventen der Ikosaedergleichung verwandt werden kénnen. 


Aus den 60 Drehungen, welche das Ikosaeder mit sich zur Deckung 
bringen, lassen sich Untergruppen von 2, 3, 5, 4, 6, 10, 12 Substi- 
tutionen bilden, von denen die drei ersten dem Kreistheilungstypus, 
die folgenden drei dem Doppelpyramidentypus, die letzte dem Tetraeder- 
typus angehért. Entsprechend erhailt man Resolventen vom Grade 30, 
20, 12, 15, 10, 6, 5. Da es meine vorziigliche Absicht ist, vom 
Ikosaeder aus zu den Untersuchungen iiber die Gleichungen fiinften 


Grades und iiber die Jacobi’schen Gleichungen sechsten Grades zu 
gelangen, so werde ich mich auf die Herleitung einer Resolvente vom — 
sechsten Grade und verschiedener Resolventen fiinften Grades be- 
schrinken, 


§ 11. 
Eine Resolvente vom sechsten Grade. 


Kine Resolvente vom sechsten Grade gewinnt man am einfachsten, 
wenn man beachtet, dass die Wurzelpunkte von f= 0 in 6 Paare 
gegeniiberstehender zerfallen. Sei g (,, 4.) == 0 ein solches Punkte- 
paar. Durch eine lineare Substitution von der Determinante + 1, 
welche » =O ungeindert lisst, geht bekanntlich + m in + oder 
—g iiber, je nachdem bei der Substitution die Wurzeln von g = 0 
einzeln ungeindert bleiben oder unter einander vertauscht werden. 
Nun giebt es unter den Drehungen, die das Ikosaeder mit sich zur 
Deckung bringen, allerdings solche, welche gegeniiberstehende Eck- 
punkte des Ikosaeders vertauschen. Daher ist g (y,, 42) [mit bestimm- 
ter Determinante genommen] zwilfwerthige, gp? sechswerthige Function. 

Ich will p(m,, 4.) mit der Determinante + 5 annehmen. Dann 
hat man, bei willkiirlich angenommenem Vorzeichen und auch sonst 
gebrauchlicher Indexbezeichnung (vergl. Annalen IX, p. 205): 
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(13) {% = 5+, %, 3 
ie e—*n,” + 1% — et’y,?, (y=0O, 1, 2, 3, 4) 
und . 
Pa, Po Pi Pr Ps Py = VI +f. 


Setzt man jetzt = q?, also z, — ¢,,”, 2, = 9,", so erhilt man 
die Gleichung, der ¢ geniigt, unmittelbar aus der Bemerkung: dass 
die symmetrischen Functionen der sechs q* jedenfalls ganze Functionen 
von f, H, T sind. Daher kommt: 


> =0, St =0, >= xf, >is! = 0, > =A, 


wo «x, 4 Zahlenfactoren bedeuten, die man durch ein einzelnes Glied 
bestimmt. Auf diese Weise findet man: 


(14) 2 — 10f28+ 144Hz2+4 5f?=—0. 


Die Discriminante dieser Gleichung: 


[ [2 -— oY 


hat eine sehr bemerkenswerthe Eigenschaft. Es ist 


pi? — Pe = (Gi + x) (Pi — Hx) 


und es stellt, wie ich friiher bemerkte (Annalen IX, p. 205) sowohl 
9 +o: =O als mo; — oy =O eins der 15 Punktepaare von 7’ vor. 
Daher ist die Discriminante bis auf einen Zahlenfactor gleich T*. Ist 
also die vorstehende Gleichung sechsten Grades, d.h. ist einfach f und 
H gegeben, so ist die Quadratwurzel aus der Discriminante rational 
bekannt; ist aber, wie beim Fundamentalprobleme in § 1. vorausgesetzt 
wird, von vornherein auch 7 gegeben, so kennt man sogar die vierte 
Wurzel. 


§ 12. 
Die Jacobi’schen Gleichungen sechsten Grades. 
Bekanntlich hat Jacobi*) als EKigenschaft der Multiplicatorglei- 
chungen vom (m+ 1)" Grade, die bei Transformation n‘** Ordnung 


der elliptischen Functionen auftreten (n Primzahl), angegeben, dass 


sich die aus den (m-+ 1) Wurzeln gezogenen Quadratwurzeln aus 
n 





1 ° ° . 
3 Grdssen A, - - - A,_, in folgender Weise zusammensetzen lassen: 
2 









*) Crelle’s Journal Bd. 3, p. 308, 
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gen fet are 


V% ron Ay+ A,+ A,+---+An—1 
2 
So sy) 
V4 = A+ éeA,+ #A,+>---8 , *An-1 
2 
™ ye 
V2—= Ay + eA, eM") Ane ‘An-1 


2 
22a 


2a aad 
(« = cos =* + i sin ae 
und es sind diese Gleichungen von Kronecker und Brioschi fiir n—5 
allgemein untersucht worden*). 

Die principielle Bedeutung dieser Gleichungen — ganz unabbingig 
von ihrem Zusammenhange mit den elliptischen Functionen — lasst 
sich unter den allgemeinen Gesichtspunkt der Kinleitung subsumiren. 
Die Vertauschungen der Grissen Y/z, welche die Galois’sche Gruppe der 
Jacobi'schen Gleichung ausmachen, sind durch lineare Substitutionen. der 
Grissen Ay +++ An—1 vorgestellt. Denn bestimmt man fiir eine vorgelegte 

2 


Jaccbi’sche Gleichung alle Systeme von Grossen A,, A,, ---, welche 
den zulissigen Anordnungen der Wurzeln entsprechen, so geht das 
einzelne System dieser Gréssen aus einem beliebigen zu Grunde gelegten 
durch homogene lineare Substitution mit numerischen Coefficienten 
hervor. Ich werde diess weiter unten (Abschn. II, § 8.) fir die 
Jacobi’schen Gleichungen vom sechsten Grade noch naher ausfiihren 
und dadurch zeigen, wesshalb zwischen ihnen und den Ikosaederpro- 
blemen der engste Zusammenhang bestehen muss. Hier begniige ich 
mich, diesen Zusammenhang in dem zunichst vorliegenden Falle ein- 
fach aufzuweisen. 

Fiir die Jacobi’schen Gleichungen sechsten Grades hat man die 
Definitionsgleichungen : 


(15) Via =V5- Ay, Vt = A, + # A, + &-"A, 
(« = cos "* + jsin?*, “»—=0, 1, 2,3,4) 


und findet durch Ausrechnung: 
(16) (¢—A)®—4A(e— A)'+ 10 B(g— A)* — C(2—A)+5B?—AC=0 
wo A, B, C die folgenden Ausdriicke bedeuten: 





*) Vergl. die Citate der Einleitung sowie die Auseinandersetzungen des zwei- 
ten Abschnittes, 
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A=A,’+A, A, ; 
B=84,'A, A, —2A,? A,’ A,’ + A, A,>— Ay (A,°+ A,°) 
C=320A,°A,? A,?— 160A,' A,>A,>-+ 20A,?A,' A,*+64,°A,° 
—4A,(A,>+ A,°)(32 Ay'— 20 A,?.A, A, +5.4A,?A,*)+A,'°+A," 
Setzt man nun insbesondere A = 0, wodurch man specielle Gleichun- 


gen erhalt, die Kronecker seiner Lésung der Gleichungen finften 
Grades zu Grunde legte, so kommt einfach: 


(18) 2+ 10B2 —Cz+ 5B? =0. 
Diese Gleichung aber wird mit der Gleichung (14) des vorigen Para- 
graphen identisch, sobald man setzt: 
B=—f, = — 144H. 
In der That stimmen auch die Definitionsgleichungen des vorigen 


Paragraphen fiir /z mit den hier angewandten iiberein; man hat nur 
zu setzen: 


(17) 


A=, A,=+%,”, 4,.=— 0° 
und befriedigt dadurch zugleich in allgemeinster Weise die Bedingung 
A=. 

Wird die Gleichung (18) gegeben und zugleich die vierte Wurzel 
aus ihrer Discriminante adjungirt, so hat man die Zahlwerthe von 
f, H, T. Alle Entwickelungen also, die hier an das Fundamental- 
problem des § 1. angekniipft werden, kénnen auch so dargestellt wer- 
den, dass die specielle Jacobische Gleichung sechsten Grades: den 
Ausgangspunkt bildet. Doch scheint das weniger naturgemiiss. 


§ 13. 
Die Resolventen finften Grades. Einleitung. 


Dass die Jacobi’schen Gleichungen sechsten Grades*) nach Ad- 
junction der vierten Wurzel ihrer Discriminante sehr einfache Resol- 
venten fiinften Grades besitzen, bei denen die Summe der Wurzeln wnd 
die Summe der Wurzelcuben gleich Null ist, hat Brioschi zuerst 
gefunden. Seine hauptsiichlichen Formeln, die ich spiiter benutze, 
sind diese**). Setzt man: 


1 "ry 
(19) bos ys (2, — #») (@r41 — %r—1) (2x42 — %~2)) 
(eine Formel, die auf mannigfache Weise umgeschrieben werden kann), 
so driicken sich die y, folgendermassen durch die A,, A,, A, aus: 


*) Richtiger wohl: die Gleichungen zwélften Grades, von der die Vz abhingen 
**) Die Zahlencoefficieuten sind im Texte so mitgetheilt, wie sie Joubert. 
spiter berechnet hat (Comptes Rendus 1867, 1, p. 1237.) 












(2 


(2 
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(20) y =e P, + &P, + & P, + &P,, 
wo 
P, = — A, (44,? — 4, A,), 
(21) P= (+ 24,4,’ — A,’), 
P, = (— 24,4,’ + A,’), 


P, = + A, (44)? — A, A)), 
und geniigen der Gleichung fiinften Grades: 
(22) y+ 10By3 +5 (9B? — AB)y—/T=0, 
wo TT die Discriminante der Jacobi’schen Gleichung und 
(23) V1T—=— 1728 B°+ 720 ACB — 804°C°B-+ 6445 B? — AC)? + C° 


ist. 
Wenn A =O, so wird die Gleichung (22): 
(24) y + 10By? + 45 Bey — 1 =0 
und, fir B=—f, C= — 144H: 
VT = 1728/> — 1443 H3 = 1447”, 


Um jetzt vom Ikosaeder aus zu dieser Resolvente fiinften Grades und 
anderen desselben Grades zu gelangen, die spiiter wichtig werden, 
stelle ich folgende Betrachtungen an. 


§ 14, 
Die Resolventen fiinften Grades. Geometrische Orientirung. 


Die Existenz der Resolventen fiinften Grades beruht auf dem 
Umstande, dass sich aus den 60 Drehungen des Ikosaeders Unter- 
gruppen von. 12 bilden lassen, und diese Untergruppen gehiéren, wie 
oben bemerkt, dem Tetraedertypus an. Es bleiben also bei solchen 12 
Drehungen, geometrisch zu reden, ungeiindert: zwei reguliire Tetraeder, 
t, und t,, welche zusammen die Ecken eines Wiirfels W bilden, dann 
ein Oktaeder ¢, und tibrigens Aggregate von je 12 zusammengehdrigen 
Punkten. In unserem Falle ist der Wiirfel W unter den Ecken von 
H, das Oktaeder ¢ unter den Ecken von 7' zu suchen. Die Ecken 
von f bilden eine Gruppe von zusammengehorigen 12 Punkten, ebenso 


die ” » Wahrend die ; in zwei solche Gruppen zerfallen. 


Betrachten wir jetzt die entsprechenden ganzen Functionen von 
N;,» MN, und ersetzen die 12 Drehungen durch die entsprechenden 24 
biniiren Ikosaedersubstitutionen von der Determinante + 1. Man findet 
dann, dass nicht t, (y,, 42), T.(%;, 2) in sich tibergefiihrt werden, 
sondern erst ihre dritten Potenzen. Unmittelbar ungeiindert bleibt 
dagegen ¢(m,, 9.) (die Functionaldeterminante von t, und t,) sowie 
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das Product t, - t, = W(n,, 4.) (welches sich zugleich als Hesse’sche 
von ¢ auffassen lisst). Ungeiindert bleiben ferner alle Functionen 12‘ 
Grades , welche gleich Null gesetzt zusammengehérige Punkte vorstellen, 
insbesondere also f*). Alle derartige Functionen kann man in der 
Form xé + Af anschreiben. 

Die einfachsten Functionen also, welche man als Wurzeln der 
Resolventen fiinften Grades wiihlen kann, sind ¢(y,, 9.) und W (m,, y,), 
und mit ihnen mégen wir uns zuniichst beschiftigen. Wiinschen wir 
spiter Functionen nullter Ordnung von y,, 7, d. h. Functionen von 


n, 80 ist die nichstliegende & und durch sie driicken sich alle an- 
deren rational aus (Annalen XII, p. 168, 169). 

Ich will hier noch die 12 linearen Substitutionen zusammenstellen, 
welche im Sinne der sogleich einzufiihrenden Bezeichnung das Oktaeder 
t, resp. den Wiirfel W, ungeiindert lassen. Es sind diese 
1) Die Identitaét 7/ = » 

2) Drei Substitutionen von der Periode 2: 


1 (ete)n ti —Ht(e+*) 


1 a? get)? OFM nt1? 











3) Acht Substitutionen von 


ar Periode 3: 













6 ee (e+ e)n +8 ry(etet)n+e 
(25) g= 8 a6 EH & #y — (ete? 
— Oe eetrlate, 

'p Taaat 3 n — (+24) 
(e+ 8) 4+ &’ (e+ &) n + &? 

aaa gM ak 

(ee) n+” eFeoate, 


Diese Formeln mégen dazu dienen, um einige Angaben, die ich spiiter 
ohne Beweis mache, zu controliren. 


§ 15. 
Die Resolvente der ¢,. 


Man berechnet fiir die fiinf Oktaeder ¢(,, y,), die ich jetzt als 
ty, t,, t, t, ¢, bezeichnen will, die folgenden Werthe (Annalen IX, 
p- 206): 
(26) 4—=—e" gy? gat €"(my° — 2myna) + "(m2 + 2m1>me)— 8*”-5, 49,” 
Die symmetrischen Functionen der ¢, sind ganze Functionen von /, H, 7. 
Zavorderst kommt 


tot, tatat, = 127, 


*) Diese Angaben stimmen iiberein mit den Formeln, die Annalen XII, p. 178 
unter III mitgetheilt sind. 








un 
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und dann hat man, unter x, A Zahlenfactoren verstanden, den Ansatz: 
st=0, DH— xf, SH=—0, SH—if 

und findet so die Gleichung: 

(27) &— 10®f+ 45¢f? —12T7=0. 

Dies ist eine Gleichung fiinften Grades, welche durch die Relationen 

charakterisirt ist: 

St—0, SHh—0, 0TH — (Te)? 

: Sie ist der specielle Fall, der sich aus der Brioschi’schen Re- 
solvente (22) ergiebt, wenn man A =O setzt. Zugleich gehen dann 
die Formeln (20), (21) in (26) tiber, nachdem fiir A,, A,, A, bez. 
gesetzt ist 4,9, + 9.2, — y,°. Vielleicht hat die Bemerkung Interesse, 

) dass die Discriminante von (27) eine sechste Potenz ist. Denn man 

, findet sie durch Ausrechnung bis auf einen Zahlenfactor gleich: 


(T? — 12f%)? — 12° H*. 
Also stellt t; —t, = 0 ein Aggregat von drei zu H gehdrigen Punkte- 
paaren dar, was man durch unmittelbare Ueberlegung bestitigt. 


§ 16. 
Die Resolvente der W,. 


Berechnet man W, als Hesse’sche Form von ¢,, so findet man 
bis auf einen Zahlenfactor, den ich durchgiingig unterdriicke: 
(28) Wy==(e", —e” yo)(—my7 + Ty? N2*) + (2% + &%M2)(— Tyna? — 12’). 
Man findet: 
ZW=0, 2W?=0, TW? = — 120f?, DW = 2880/fH, 
2W*>=5W, WwW, W.W,W,=—5- 124H?. 
Also kommt: 
(29) W*+ 40f?- W?— 720fH- W + 124‘H? =0, 
eine Gleichung, die durch die Relationen 
ZW=0, 2W?=0, ZW*-TwW'>=—6(2W') 
charakterisirt ist. 
Ich notire noch die Beziehung 


‘ 12°H 
(30) C= te —3f. 


v 





§ 17. 
Eine allgemeinere Resolvente fiinften Grades. 


Die Ueberlegungen, welche ich im dritten Abschnitte des Folgen- 
den auseinandersetze, liessen es mir wiinschenswerth erscheinen, eine 
allgemeinere Resolvente fiinften Grades zu besitzen, welche nur den 
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Bedingungen 2y = 0, Ly? =O geniigt (unter y die Wurzel verstan- 
den). Ich bin dazu auf folgendem Wege gelangt. Eine Combination 
von f und ¢,, welche den genannten Bedingungen geniigt, ist diese, 
wie man leicht controlirt: 

(31) 6, = 24f? — 7ft,? + t,'. 


Nun ergiebt sich dieselbe durch Ausrechnung gleich: 


("gy — 8” yq)(—46 9,99 +1173 y, y.8+-391 9, y,'°+-207 9, °n,"*—9,”) 
+ (ey + €* 2)(4,79 4- 207 g,* 2° —391 4,9 yy" 4-11 739, F92°+-46 9,72”). 


Sie hat also dieselbe Form 


(ey, — 2g.) R + (ey, +e'"N,)S, 
welche auch W, besitzt. Da umgekehrt aus dieser Form folgt, dass 
die Summe der Wurzeln und die Summe der Wurzelquadrate ver- 
schwindet, so erhdlt man eine allgemeinere Function der gesuchten 
Eigenschaft, indem man W, und 6, mit einem Parameter zusammen- 
fiigt. Ich setze also homogen machend: 

afW. us 

29 oa v vs 
(32) gs qt t f? )» 
wo A, uw beliebige Constante sind. Dann ergiebt sich eine Gleichung 
fiinften Grades, die folgendermassen lautet: 


(33) y + 5Ay? + 5By +7 =0, 
wo A, B, f die Ausdriicke bezeichnen**) : 


*) Ich bemerkte im Gespriiche mit Gordan, der seinerseits auf ganz an- 
derem Wege zu eben diesen Ausdriicken gefiihrt worden war (vergl. seine in der 
Einleitung citirte, in den Erlanger Berichten (Juli 1877) erschienene Note), dass 
sich unter ihnen insbesondere noch folgende einfache befinden: 


t,-W,-T t,(¢,2? —7f)T 
mr. 
In der That ist 
t, W,-T 6fW, 126, 
wi. = H oo aie 
t,(t,2—7f)-T fw, 26, 
en OD ae mats: pt 
f3 H f? 
wo 
H 
X = 1728 . 
f° 
; 1 i aA o'B arr 
**) Bestimmt man — aus den Gleichungen a = 0 oder an = 0, ai = 0, 


und triigt die Werthe in (32) ein, so erhilt man bis anf Factoren eben die beiden 


in der voranstehenden Note genannten Functionen ¢, W, und ¢, (¢,?—7/f) - 
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A= 129(82 _ 124% 4 62 m?— (2 — X)n'), 


B= 9-198(—*M TSM e _ 94 y2u24 8 (2X —1) Au®—(OX—4)u'), 


(34) 


— 123 eam ews 10. 129(1 4+ ~) 43 u? — 10-122- A258 
4-45-12? X Aut —72(12 “291X424 X25) 





Ich habe in denselben statt 1728 * wieder X geschrieben. Macht 


A ° ’ 
man durch Wahl von ; A =0, so hat man die Jerrard sche Form. 


§ 18. 
Rationale Transformationen einer Ikosaedergleichung in eine zweite. 


Ein Problem, welches um so interessanter ist, weil es eine sehr 
einfache Lésung gestattet, ist die Frage nach der rationalen Umformung 
einer Ikosaedergleichung in eine zweite. Ich suche solche rationale 
Functionen £ von 4, welche selbst wieder einer Ikosaedergleichung ge- 
niigen. Wendet man auf 4 die 60 Substitutionen (3) an, so muss also 
auch € diese Substitutionen erfahren. Aber es ist nicht néthig, dass 
€ im Einzelnen dieselbe Substitution wie y erleidet; nur die Periode 
der Substitution muss beiderseits die gleiche sein. Die Reihe der hier 
vorliegenden Mdglichkeiten reducirt sich inzwischen bedeutend. Lassen 
wir nimlich etwa » in éy itibergehen. So wird unter den 60 Aus- 
driicken , welche aus € durch die Ikosaedersubstitutionen (3) entstehen, 
jedenfalls einer sein, der auch in ein Multiplum seiner selbst iibergeht, 
und zwar muss der zutretende Factor, da die Periode der Substitution 
5 ist, eine fiinfte Kinheitswurzel sein. Diesen einen Ausdruck nennen 
wir dann € und operiren mit ihm. Die zutretende fiinfte EKinheitswurzel 
kann noch « oder «, «*, ¢4 sein. Aber den dritten und vierten Fall 
fiihrt man sofort auf den zweiten und ersten zuriick, indem man € 


durch — + ersetzt (welches auch einer der 60 Ausdriicke ist). Es 


bleiben also nur noch zwei Faille : 
1) € dindert sich durch dieselben Substitutionen wie 4; 
2) man erhilt die Substitutionen, welche § erleidet, wenn man in 
derjenigen, die y erftihrt, € in & verwandelt. 
Im ersteren Falle setze ich 


eis oy ais FAs 92(m, Ne) 
Se 9: (m1, 12)’ 
wo die m ganze homogene Functionen vom Grade » sein mégen. Ich 
schreibe dann: 


£91 + Sg, = 0 
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und entwickele die linke Seite in bekannter Weise (Clebsch, Theorie 
der binfiren Formen p. 15, Gordan, Math. Annalen Bd. III, p. 360) 
nach Polaren: 


(4 + & F-) + Gm —bom) O=9, 


wo P, Q zwei sential von ¥,, 4% vom Grade n+ 1, »— 1 sind. 
Indem man jetzt €— 7 setzt, erschliesst man, dass P, Q solche 
Functionen von y,, 4, sind, welche sich bei den Lkosaedersubstitutionen 
reproduciren, d, h. es sind ganze Functionen von /, H, 7. Umgekehrt, 
wenn man fiir P, Q ganze Functionen von f, H, 7 setzt, welche um 


zwei EKinheiten im Grade differiren, so hat 4 die gewiinschte Kigen- 


be 
schaft.. Diess also ist die allgemeine Lisung des Problems im ersten 
Falle*). 

Man kann ihr noch eine viel einfachere Form geben, wenn man 
bemerkt, dass es geniigt, nur einen Parameter in die Transformations- 
formel aufzunehmen, da die Ikosaedergleichung selbst nur einen Para- 
meter besitzt. Man setze also etwa: 


P=fH, Q=AT. 


(-f on —2 in) tam 
( pit £1) + im 


und diese Formel begreift fiir sian Werthe von A in der That 
alle anderen unter sich. 

Was den zweiten Fall unseres Problems betrifft, so wird er durch 
Betrachtung der fiinfwerthigen Functionen des vorigen Paragraphen 


erledigt. Sei 


So wird 


(35) f= 


(29, — #9.) B+ (ey, + 847y,) 8 
die allgemeinste dort definirte Function, so ist einfach 


*) Die einfachsten in Betracht kommenden Functionen sind diese: 


of 0H ar 
t= — One mes _ One eee ONe 

a or’ 

om on on 


Man zeigt leicht: Wenn sich . auf der 7 Kugel iiber eins der 120 Dreiecke (§ 6.) 
2 


mit den Winkeln ; . = ; bewegt, so bewegen sich die drei Werthe von ¢ 


iiber die wer “ere von denselben Kreisbigen begrenzten Dreiecke, welche 


7 a =z 42% «= 2a 42x 
die Winkel 2 = :e°’ @? bez. 7° 6’ @° bez. 


4 . 
7’ 3’ besitzen, 












—_— a a 206 eee tee. aoe OW 









“ie 


0) 


id. 
he 
en 
rt, 
m 


en 


an 
iS- 


at 


en 











Ueber das Ikosaeder. 


R 

c—4 

die allgemeinste hier aufzustellende Transformationsformel. Der Beweis 
ergiebt sich am einfachsten aus den Entwickelungen des dritten Ab- 


schnittes, auf die ich hier verweisen muss (§ 4 Schluss). 


Abschnitt Il. 
Das Ikosaeder und eine quadratische Form. 


Dieser zweite Abschnitt bringt eine Theorie der allgemeinen 
Jacobi’schen Gleichungen vom sechsten Grade (vergl. § 12. des Vor- 
hergehenden). Aber ich gehe dabei zuniachst wieder aus von einem 
Probleme, welches man beim Ikosaeder stellen kann und zeige erst 
hinterher die Beziehung zu den Jacobi’schen Gleichungen. Man kann 
das Fundamentalproblem des vorigen Abschnittes (§ 1.) so hinstellen: 
Es ist ein Ikosaeder f(x,x,) in kanonischer Form gegeben und es sind 
die Zahlwerthe gegeben, welche die simultanen Invarianten des Iko- 
saeders und einer unbekannten linearen Form 


No%y — 1, %% 

besitzen, man soll die Coefficienten 4,, 9, der letzteren bestimmen. 

Kine Verallgemeinerung dieser Aufgabe ergiebt sich sofort, wenn 
man an Stelle der linearen Form eine von héherem Grade treten lasst. 
Ich besehriinke mich hier auf die Betrachtung des Falles einer quadra- 
tischen Form, deren Untersuchung, wie man sofort sieht, dadurch be- 
sonders erleichtert wird, dass die Covarianten f, H, 7 des Ikosaeders 
alle eine gerade Ordnung besitzen. 


§ 1. 
Das simultane System eines [kosaeders und einer quadratischen Form. 


Es sollen f, H, 7 in der immer festgehaltenen kanonischen Form 
vorausgesetzt sein, aber, um Verwechselungen zu vermeiden, mit den 
Variabeln x,, 2, geschrieben werden. Der quadratischen Form ertheile 
ich, damit spiiter in der Bezeichnung Uebereinstimmung herrscht mit 
der bei den Jacobi’schen Gleichungen iiblichen, die Gestalt: 


q= A,x,? + 2 Aya, x, — A,x,”. 
Man hat dann als Invarianten zunichst die Determinante: 
(1) A= A,’ + A,A,, 
dann weiter die Ueberschiebungen 


(f, @)i2> (H, q') 00 » (T, q'»)s0 
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die ich mit B’, C’, D bezeichnen will und die ausgerechnet folgende 
Werthe darbieten : 


1 


21 B=16 A,°— 120 A,‘ A, A, +90 A,? A,? A,? 
+214, (A,>+A,°)—54,° 4,*, 
11-17-144C’== — 512 A,"’+ 11520 A,° A, A, —40320 A, A,? A,? 
+ 33600 A,‘A,* A, — 6300 A,? A,* A,4+ 126 A,°A,° 
+A,(A,>+A,')(2464.4,4—16280.A,?A, A,+1980 4,?A,’) 
(2) —187(A,'°+ A,"), 
12 D=(A,5—A,°) (— 1024 A,"° +3840 A,' A, A, 
— 3840 A,° A,? A,?+ 1200 A,' A,°A,° 
— 100A,?A,*A,'+ A,’ A,*) 
+ Ay(A,"—A,"*) (352 A,* — 160 A,” A, A,+ 104,’ A,’) 
+ (A,'—.A,"5), 





Mit diesen Formen ist das System der Invarianten bereits abge- 
schlossen, wie man nach Analogie aihnlicher Beweise folgendermassen 
zeigt. Wenn A =O, also die quadratische Form das Quadrat einer 
linearen ist: 

d= (%%,— %%)’; 

so gehen B’, C’, D einfach iiber in f(y,, 9.), H(y,, m2), T ("45 Me) 
und andere simultane Invarianten giebt es dann nicht (Annalen Bd. IX, 
p- 200). Im allgemeinen Falle bestehen daher die gesuchten Inva- 
rianten aus B, C’, D resp. aus Gliedern, welche aus ihnen zusammen- 
gesetzt sind, plus Gliedern, welche den Factor A enthalten. Diese 
Glieder miissen, nach Abtrennung des Factors A, fiir sich Invarianten- 
charakter besitzen, fiir sie gilt also dasselbe Gesetz u. s. w. 

Zwischen diesen vier Formen A, B, C’, D besteht dann noch 
eine Relation entsprechend der friiheren Bedingung: 


T? == 12 f> — 124 H; 
ich werde erst weiter unten diese Relation angeben (§ 4. Glch. (10)). 


Das neue Problem aber, welches ich aufstelle, ist dieses: Es sind, 
in Uebereinstimmung mit dieser Relation, die Zahlenwerthe gegeben, 
welche A, B, C’, D fiir eine unbekannte quadratische Form A,x,° 
+ 2A,2,2, — A,x,” annehmen; man soll die Coefficienten A,, Ay, Ay 
bestimmen. 


Dies Problem hat 60 Lésungen resp. Lésungssysteme. Denn zu- 


nichst ergeben zwar die Gleichungen: A, B’, C’ = gegebenen Con- 
stanten 2-6 - 10 = 120 Lésungen, aber von diesen unterscheiden 


sich, da A, B, C’ gerade Functionen von A,, A,, A, sind, je zwei 
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le immer nur durch die Vorzeichen der A,, A,, A,, und D, welches 
eine ungerade Function ist, entscheidet, welche Vorzeichencombination 
zu nehmen ist. 
§ 2. 
| Ableitung aller Lésungen aus einer derselben. 
,?) Wenn wir eine quadratische Form kennen: 


q = Ax? + 2A)", — A,2,”, 


welche dem gestellten Probleme geniigt, so ergeben sich die 59 an- 
deren, indem man auf z,, x, die 120 biniiren Ikosaedersubstitutionen 
(4) des vorigen Abschnittes anwendet. Denn da es sich um simultane 











2) Invarianten von q und f handelt, f(”,, 7.) aber durch diese Substitu- 
tionen in sich tibergeht und die Substitutionsdeterminante + 1 ist, so 
werden die simultanen Invarianten der transformirten quadratischen 
1e- Form und des urspriinglichen Ikosaeders die vorgeschriebenen Werthe 
a behalten haben. In der That entstehen durch die 120 Substitutionen 
es aus der einen quadratischen Form auch nur 60, da sich immer zwei 
Substitutionen nur durch gleichzeitige Vorzeicheniinderung beider Va- 
riablen #,, x, unterscheiden. Ich will diese 60 Formen mit 
io) Aj'x,? + 2A) %,",— A,’ x,? 
X, bezeichnen. So findet man fiir die A,’, A,’, A, folgende Tabelle: 
a 
n- A’ 
8e , 
2 er, 
—é*A, 
—K 
. ((c-pet et? Ay +2 Ay + (e-+28)e-"A,) 
. a2 he 3 e-"A, + 2A, + (ef etyet A ») 
nd, : ia a a ek 
en, A, 
1 PES) BENIVS Meenas A 
A, Ay 
2 okt 
z\- (3) ite ms = (8 4, +a, 2 e—* Ay) 
on- 
len +3 a "A idee 
vel 
Mathematische Annalen. Pa kieee Si Bee ae Th ee - 
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, 
A, 


et” A, 
— et? A, 


—_ e 9 
Fe (eee A, +24, + (e+ ete" Ay) 


+f ((e +8)e-" A, + 2A, + (22+ &)et?A,) 
(Yb =e+e'— 2-8). 


Man hat also hier an Stelle der seither betrachteten Gruppe von 
120 bindren Substitutionen eine Gruppe von 60 terniiren. Die Deter- 
minante der einzelnen Substitution ist wiederum = + 1. 

Es ist leicht zu sehen, dass diese Gruppe von Substitutionen zu- 
gleich die Galois’sche Gruppe des neuen Problems ist. In der That, 
die rational bekannten Gréssen A, B’, C’, D werden durch diese 
60 Substitutionen in sich verwandelt und umgekehrt lisst sich zeigen, 
dass jede ganze Function von A,, A,, A,, welche durch diese Sub- 
stitutionen in sich verwandelt wird, eine ganze Function von A, BP, 
C’, D ist [sie hat also, wenn ungerade, nothwendig D zum Factor]. 
— Der Beweis ist derselbe, der soeben beim Nachweise der Vollstiin- 
digkeit des Systems der Invarianten gebraucht wurde. Wenn A = 0, 
so ist die Behauptung richtig, wie ich Annalen Bd. IX, p. 194 ff. 
nachwies. Also bestehen die gesuchten Ausdriicke aus ganzen Fune- 
tionen von PB’, C’, D, plus Gliedern, welche A zum Factor haben. 
Diese Glieder behandelt man nach Abtrennung des Kactors ebenso ete. 
Also auch hier decken sich die rational bekannten Functionen mit den 
Invarianten. 





§ 3. 
Verschiedene Arten der geometrischen Veranschaulichung. 


Eine geometrische Veranschaulichung des neuen Problems erhiilt 
man sofort, wenn man die Wurzelwerthe der quadratischen Form als 


Punkte auf der (<:)-Kugel deutet, und diese Interpretation leistet 
2 


nach Seite der vollen Anschaulichkeit Alles, was man wiinschen kann. 
Inzwischen werde ich fortan des kiirzeren Ausdrucks wegen zumeist 
Gebrauch machen von der geliufigeren Deutung, welche die Verhiilt- 
nisse A, : A,: A, als trimetrische Coordinaten eines Punktes in der Ebene 
betrachtet. Dieser Punkt wird durch die 60 terniiren Substitutionen 
der vorigen Paragraphen, welche jetzt die Bedeutung von 60 Collinea- 
tionen gewinnen, auf 60 Weisen versetzt, und unser Problem verlangt 
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vor allen Dingen, die so entstehenden 60 Punkte zu bestimmen, her- 
nach, die absoluten Werthe ihrer Coordinaten anzugeben. Die Curven 
A=0, B =0, C’=0, D =O gehen bei den Collineationen in sich 
tiber, ebenso z. B. die Curven B—AA'=0, C’—pwA>=0, als 
deren vollstiindiger Schnitt jedes System von 60 zusammengehérigen 
Punkten dargestellt werden kann. 


Neben diese Interpretation in der Ebene stellt sich noch eine an- 
dere im Raume, die ich wenigstens anfiihren will, wenn ich sie auch 
nicht weiter benutze. Unter z, y, 2 rechtwinkelige Raumcoordinaten 
verstanden, setze ich: 


A,=2, Aj,=axt+iy, A,—2r—ty. 
So wird A= A,?+ A,A,=—2?+y?+ 2, und die 60 gesuchten 


quadratischen Formen werden vorgestellt durch 60 auf der Kugel vom 
Radius YA befindliche Raumpunkte. Die terniiren Substitutionen (3) 
erhalten jetzt, in a, y, 2 geschrieben, reelle Coefficienten, und da sie 
x + y*? + 2 in sich tiberfiihren, iibrigens die Determinante 1 besitzen, 
so gewinnen sie die Bedeutung von 60 reellen Drehungen um den 
Anfangspunkt. Es sind keine anderen als die 60 Drehungen, welche 

ein der Kugel eingeschriebenes Ikosaeder mit sich zur Deckung bringen. 
; Dies ist also ein ganz clementarer Weg, um den Zusammenhang zwi- 
; schen den Jacobi’schen Gleichungen und dem Ikosaeder zu erkennen. 


, Verbindet man den Punkt A,, A,, A, mit dem Anfangspunkte 
durch eine gerade Linie und betrachtet sie als Vertreterin der Ver- 
' hiltnissgréssen A,:A,:A,, so hat man eine letzte Interpretation, die 
sich von der Interpretation in der Ebene nur dadurch unterscheidet, 
" dass als Trager des terniren Gebietes der Kugelmittelpunkt mit den 
durch ihn hindurchgehenden Strahlen gedacht ist*). Ich werde weiter- 
hin zeigen, dass die von uns in der Ebene zu studirenden Figuren auf 
das Genaueste zusammenhiingen mit der ebenen Abbildung der von 
Clebsch so genannten Diagonalfliche dritter Ordnung (Annalen Bd. IV, 
p. 331). Clebsch spricht bei diesen Untersuchungen insbesondere 


t * von einem merkwiirdigen durch die 6 undamentalpunkte der Abbil- 
ls dung gebildeten Sechsecke, welches die Eigenschaft besitzt, zehnfach 
‘ Brianchon’sch zu sein. Betrachten wir statt der Ebene den vom 


Mittelpunkte des Ikosaeders ausgehenden Strahlenbiindel, so erkennen 
wir, dass dieses Sechseck eine sehr bekannte Configuration ist. Die 
sechs durch die Ecken des Ikosaeders hindurchlaufenden Durchmesser 


t- sind sein Gegenbdild. Denn in der That schneiden sich die fiinfzehn 
ue 

n 

1- *) Leider sind bei dieser Interpretation die Kegel A=0, B=0, C=0 
rt durchaus imaginiir. 


34* 
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durch zwei derselben hindurchgelegten Ebenen*) zehnmal zu drei in 
einer geraden Linie, niimlich lings der zehn Durchmesser, welche die 
Ecken des zugehérigen Pentagondodekaeders enthalten. 


§ 4. 
Orientirung in der Bildebene A, : A, : A,. 


Wenn die quadratische Form 
q = A,x,? + 2 Aya, x, — A,x,’, 
wie zunichst angenommen sei, das Quadrat einer linearen wird: 


q = (2%, — 1%)", 
so riickt der Punkt A, : A,: A, der Ebene auf den Kegelschnitt A = 0, 
und dessen Punkte also reprisentiren die Gréssensysteme ,:,. Ins- 
besondere also befinden sich auf A = Gruppen von bez. 12, 20, 30 
ausgezeichneten Punkten, entsprechend f(y,, 7.) = 0, H(m,, 4.) = 0, 
T (M15 %) = 9. Wichtig zumal ist die Beziehung eines Punktes 
A,:A,: A, der Ebene zu den beiden Beriihrungspunkten der von 
ihm an den Kegelschnitt A gelegten Tangenten. Diese Beriihrungs- 


punkte erhalten, wie man sofort zeigt, als Werthe von as die Wurzeln 
i2 
der quadratischen Gleichung 
q(9) = A, m,? + 2Aqm, 7. — Ay,” = 0. 


Fragen wir nach der Lage derjenigen Punkte der Ebene, welche 
der Zerlegung von f, H, 7 in quadratische Factoren entsprechen. So 
haben wir zuniichst sechs Punkte mit den Coordinaten 


7 


’ So age S 
Vs 

(4) r O 0 
1 
; e-’ et . 


entsprechend der Zerlegung von f. Sie bilden das soeben erwihnte 
zehnfach Brianchon’sche Sechseck und sollen als die Fundamental- 








punkte der Ebene bezeichnet werden. — Wir haben ferner, entspre- 
chend der Zerlegung von H, zehn zusammengehorige Punkte: 
Ay A, A, 
38+V5 
A Jains _ —Y +¥ 
~ 
(5) ' é é 


*) Diese Ebenen zusammen bilden den Kegel D = 0. 
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und fiinfzehn zusammengehérige Punkte, welche den Factoren von T 


entsprechen : 
Ay Ys 





(6) Bd Vs g-? et” 
0 at as 


Die fiinfzehn Verbindungslinien der sechs Fundamentalpunkte (4) schnei- 
den sich zu je drei in den Punkten (5), zu je zwei in den Punkten (6); 
sie sind iiberdies die Polaren der Punkte (6) in Bezug auf den 
Kegelschnitt A =O. Ihre Schnittpunkte mit A bilden die 30 Punkte 
T (n ’ 1») = 0. 

Man entnimmt diese Angaben in bekannter Weise der Figur des 
Ikosaeders; tibrigens mag man sie durch die Gleichungen der fiinfzehn 
geraden Linien: 


(1+/5) A, + eA, + "A, =0, 

eA, + 2e-"A, =0 
controliren. Diese fiinfzehn Geraden zusammengenommen stellen eine 
Curve fiinfzehnter Ordnung vor, welche bei den 60 terniiren linearen 
Substitutionen (3) ungeindert bleibt. Daher folgt aus § 2.: 
Das Aggregat der 15 Geraden ist dargestellt durch D =O. 


(7) 


Fiir die Curven B’ = 0, C’ = 0 ergeben sich nicht gleich einfache 
Interpretationen. Ich will dieselben mit Hiilfe von A =O in der 
Weise modificiren, dass sie in den sechs Fundamentalpunkten méglichst 
hohe vielfache Punkte ,erhalten. Zu dem Zwecke hat man nur dafiir 
zu sorgen, dass einer dieser Punkte, z. B. 

A,=0, A,=0 


vielfacher Punkt wird, dann werden es die anderen Fundamentalpunkte 
von selbst, wegen der Eigenschaft der in Betracht kommenden Aus- 
driicke, bei den 60 terniren Substitutionen ungeandert zu bleiben. Das 
heisst also: wir miissen vermége A = A,? + A, A, die Ausdriicke DB’, 
C" so modificiren, dass méglichst die héchsten Potenzen von Ay heraus- 
fallen. Auf diese Weise gewinnt man zwei Ausdriicke, die B und C 
heissen sollen: 


B=— B+ 43 
= 84,'A,A, — 24A,?A,? A,” + A,>-A,° — Ay(A,?+A,’) , 
eh li yy 160 1024 
C 1440’ — <7 AeB + 2 AS 
= 320 A,°A,?.A,? — 160.A,!A,3.4,3+ 20.A,? A,1A,!+6A,>.A,° 
— 4 A,(A,°+-A,5) (32.4,4—20.A,2A,A,+5.4,24,2)-+ A, !°4A,", 
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Die Curve B = 0 hat in den Fundamentalpunkten Doppelpunkte, 
ist tibrigens vom Geschlechte 4. Die Curve C= 0 zehnter. Ordnung 
hat in den Fundamentalpunkten Spitzenpaare, d. h. vierfache Punkte; 
ihr Geschlecht ist Null. Uebrigens sind jetzt B und C eben die Aus- 
driicke sechster resp. zehnter Ordnung geworden, welche wir oben (I, § 12.) 
bei den allgemeinen J acobi’schen Gleichungen so bezeichneten. Dadurch 
also sind B, CU in neuer Weise definirt: als gewisse simultane Inva- 
rianten des in kanonischer Form gegebenen Ikosaeders und einer zu- 
tretenden quadratischen Form*), Aber auch die Discriminante der 
Jacobi’schen Gleichung findet ihre volle Deutung: die vierte Wurzel 
aus der Discriminante ist bis auf einen Zahlenfactor gleich D: 

OF 26a 


(9) Vm =12D. 


In der That findet man in Uebereinstimmung mit Gleichung (23) 
(Abschn. I.): 


(10) 144.D? = — 1728B° + 7204 CB — 80.42C2B 
+ 64.43(5 BY — AC)?-+4.€3, 


was zugleich die Relation zwischen den Invarianten A, B, C, D, 
resp. A, BY, C’, D ist, welche noch aufzustellen war (Abschn. II., § 1.). 


§ 5. 
Die allgemeinen Jacobi’schen Gleichungen vom sechsten Grade. 


Aus den letzten Bemerkungen geht hervor, dass sich unser neues 
Problem mit den allgemeinen Jacobi’schen Gleichungen sechsten 
Grades deckt, sobald man bei der letzteren die vierte Wurzel aus der 
Discriminante adjungirt**). In der That berechnet sich die Jaco bi’sche 
Gleichung als Resolvente unseres Problems nunmehr folgendermassen 
einfach. Die sechs Wurzeln der Jacobi’schen Gleichung: 


s, = 5 A,?, 


2, =(A,+ 2A, + &-*A,)? 


*) Eine andere Art, diese Ausdriicke zu definiren, erhilt man, weun man sie 
als terndre Formen auffasst. Ich will hier nur ohne Beweis angeben: Betrachtet 
man C als Grundform, so lassen sich A, B, D als Covarianten derselben dar- 
stellen und zwar bilden sie das volle System der Covarianten. 


**) Wenn man eine Jacobi’sche Gleichung sechsten Grades nach Kronecker- 
Brioschi als Resolvente einer Gleichung fiinften Grades aufstellt, so ist diese 
Adjunction von vornherein geleistet. Ich finde dies in dem citirten Kronecker’- 
schen Aufsatze (Borchardt’s Journ. Bd. 59) nicht explicite angegeben und doch 
beruhen, wie mir scheint, verschiedene Aussagen nur auf diesem Umstande und 
gelten nicht fiir Jacobi’sche Gleichungen sechsten Grades schlechthin. 
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stellen, gleich Null gesetzt, doppeltzihlend die 6 Polaren dar, welche 
die 6 Fundamentalpunkte in Bezug auf den Kegelschnitt A besitzen. 
Es ist einfacher, statt ihrer die Aggregate 


fa—A, %—A 


zu betrachten. Sie reprisentiren, gleich Null gesetzt, diejenigen sechs 
Kegelschnitte, welche durch 5 der 6 Fundamentalpunkte hindurch- 
gehen. In Folge dessen hat man namlich folgenden Ansatz. Die in 
Betracht kommenden symmetrischen Functionen der (¢—A) sind [als 
gerade Functionen der A,, A,, A,] ganze Functionen von A, B, C, 
die, gleich Null gesetzt, Curven vorstellen, welche in den Fundamental-_ 
punkten vielfache Punkte von bekannter Multiplicitaét besitzen. Es ist 
daher unter x, 4, --- numerische Factoren verstanden: 


=(4;— A) = «A, 
2 (#4 — A) (#&—A) = 0, 
2 (¢;— A) (@— A) (2, —A) = AB, ete. 


Denn z B, 2(2;— A) (2,—A) repriisentirt, gleich Null gesetzt, eine 
Curve vierter Ordnung, welche durch jeden Fundamentalpunkt einfach 
hindurehgeht. Eine solche Curve liisst sich aber aus A, B, C nicht 
zusammensetzen, also ist der Ausdruck identisch Null. — So kommt 
schliesslich die Jacobi’sche Gleichung in bekannter Form: 


(12) (¢—.A)’—4.A (e— A) + 10 B(e—A)®— C(e— A) + 6 B?— AC)=0, 


wo nur die Zahlencoefficienten durch Vergleich einzelner Glieder haben 
bestimmt werden miissen. 


§ 6. 
Berechnung gewisser Ausdriicke. 


Weiterhin bedarf ich gewisser Ausdriicke, die ich gleich hier, unter 
Benutzung des geometrischen Bildes, berechnen will. 

Die erste Aufgabe sei: das Aggregat der 12, 20, 30 geradlinigen 
Tangenten, welche A =O in den Punkten f (n,, 42) =9, H(m,, 92) = 9, 
T'(\; 2) = 0 beriihren, als ganze Functionen von A, B, C darzu- 
stellen. 

1) Die 12 Tangenten in den Punkten f. Kin Paar zusammen- 
gehériger Tangenten heisst A, A, = 0, oder, wenn wir die Wurzeln 2 
der Jacobi’schen Gleichung benutzen, z,--5A=0. Daher erhilt 
man den gesuchten Ausdruck (bis auf einen unbestimmt bleibenden 
Zahlenfactor), wenn man in die linke Seite der Jacobi’schen Glei- 
chung z= 5 A eintrigt. Auf diese Weise kommt: 


(13) L= B— AC + 128 A®B. 
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2) Die 20 Tangenten in den Punkten H. Kinen Punkt, der sich auf 
einer dieser Tangenten bewegt, kann man folgendermassen darstellen*): 


A, = (#—é) (4+(6+3/5)), 
A, = (&*—#) (Aa—4/5), 
A, = (e?— #5) (Ab —4//5), 


[a+y—*+%, a——1]. 
So wird fiir 4° — 2°-5-uwu: 
A= — 300, 
B= 2'°55 (u? + 104— 2), 
C = 2'9.3 . 5! (5a? —2-3-5 pm? — 2). 
Nun eliminire man pw zwischen * und - - So gewinnt man, 
abgesehen von Zahlenfactoren, den Ausdruck: 
(14) M=C?+ 2%.75 AB + 2°. 35 A? BC 
+ a A‘ B? — 2". 13 A5C — 27.5 AT B + 20 400, 
3) Die 30 Tangenten in den Punkten T. Man setze 
Ay =i~l+2i-4, 
A,= Y1+2i-4+y-—5, 
A ow YTER a y=. 


Dann wird: 
B ‘ ’ 
AS = — dé —5at'+524°+1, 
sas = — 6 A 4 90 as 4 20 aS 4 28 AY 4 50424 1, 


und hieraus durch Elimination von 4?: 
(15) N= R+ P*S?+ ARS (3 PQ — 10 P*?) + 5A? R(T P— Q) 
+ (49QS4+5.4'R) (5 P?4+5PQ— Q), 
wo 
P= — 6(B+ 612 A’), 
Q= 120(B + 240 4), 
R= (§ — 610 4?B + 609 4°); 
S = B— A. 


*) Ich beschriinke mich hier und im Folgenden der Kiirze wegen darauf, ohne 
Beweis die zweckmissigste Form der Rechnung anzugeben; die Art des Ansatzes 
bedarf einer gewissen Erliuterung, die ich bei niichster Gelegenheit nachtragen 
werde. 
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Die zweite Aufgabe erwichst aus Folgendem. Jedesmal 60 Punkte 
des Kegelschnittes A werden durch die terniren Substitutionen (3) 
znsammengeordnet. Man construire in ihnen die Tangenten und bringe 
sie zum gegenseitigen Durchschnitte. Es handelt sich darum, den 
geometrischen Ort dieser Durchschnittspunkte, resp. die verschiedenen 
Theile, aus denen er besteht, durch A, B, C, D darzustellen. 

Wenn ein Kegelschnitt durch lineare Transformation in sich ver- 
wandelt wird und man bringt die Tangenten zum Durchschnitt, welche 
in Punkten beriihren, die durch die Collineation einander zugeordnet 
sind, so ist der geometrische Ort dieser Durchschnittspunkte bekannt- 
lich ein Kegelschnitt, welcher den gegebenen in denjenigen beiden 
Punkten beriihrt, die bei der Collineation fest bleiben. Derselbe Kegel- 
schnitt wird erhalten, wenn man die betr. lineare Substitution durch 
ihre inverse ersetzt. 

Nun sind uns 60 lineare Substitutionen gegeben, von denen eine, 
die Identitaét, als mit der Problemstellung nicht verkniipft, von vorn- 
herein auszuschliessen ist. Unter den 59 anderen finden sich zunichst 
15 von der Periode 2, welche je ein Punktepaar von 7’ ungedndert 
lassen. Bei ihnen ist die anfingliche Substitution mit der inversen 
identisch. In Folge dessen artet der Ortskegelschnitt fiir jede der- 
selben aus in die gerade Linie, welche das festbleibende Paar von 
Punkten verbindet. Daher haben wir als ersten Bestandtheil der ge- 
suchten Ortscurve die aus 15 geraden Linien bestehende Curve 

D=0. 

Betrachten wir ferner die 20 Substitutionen von der Periode 3. 
Sie lassen paarweise dasselbe Punktepaar von H ungeiindert, und von 
zwei in dieser Weise zusammengehorigen Substitutionen ist die eine die 
inverse der anderen. Daher erhalten wir zehn Ortskegelschnitte, welche 


A=0 in den Punktepaaren von H beriihren. Ich finde fiir einen 
derselben: 


S40. 4 (— S408 . 4,4 4,4 4, =o. 


Kin beliebiger Punkt desselben wird gewonnen, wenn man setzt: 


1 


A, = — 5 [PH aw + 72+ wd), 


1 


4+ 4,=—+ 7 [— 440 +72- 24 wyen, 


AA, = ay [3 (6 +8) a2? — (8+ 75) 72 Wu + an’) 
— 2 (a+ u')| 
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Tragt man diese Werthe in A, B, C ein, so erhalt man Formeln 
von folgender Gestalt: 


B 2 
A a & + Be + vo’, 


C ’ , ’ , 
ga ="*+betyve+ de, 





wo @, B, --+ reelle ganze Zahlen sind (die ich noch nicht berechnete) 


und g = ma gesetzt ist. Die Elimination von @ giebt den ge- 
suchten Ausdruck: 
(16) H=C?+ AR, 


der, gleich Null gesetzt, das Aggregat der 10 Kegelschnitte darstellt. 
| R bedeutet dabei eine von mir noch nicht berechnete ganze Function 


von A, B, Cj 


Die 24 Substitutionen von der Periode fiinf, welche noch iibrig 
sind, liefern noch zwei Bestandtheile. Die vier Substitutionen niim- 
lich, welche ein Punktepaar von f ungeiindert lassen, gehéren paar- 
weise wieder zusammen als directe und inverse Operation, und durch 
sie werden also zwei Kegelschnitte bestimmt. Ich finde fiir eins dieser 
Paare: 


A+ (6+2/5)A,?=0 
oder, unter Benutzung der Jacobi’schen 2: 
t, = (5 2y5)A. 
Substituirt man diese Werthe in die Jacobi’sche Gleichung, so kom- 
men die beiden noch fehlenden Ausdriicke: 


F, = 2''(445+4 199 5) A® — 5-27(94+- 4/5) A? B 

+ (564+2/5) AC+ 5B, 
F, = 2"' (445|— 199 /5) A® — 5-27(9—4)/5) A2B 

+ (5-2/5) AC+5B*, 


und die Ortscurve, welche wir suchten, hat also schliesslich diese Glei- 
chung: 


(17) 


D-H-F,-F,=0. 





§ 7. 
Zurickfihrung des neuen Problems auf das Fundamentalproblem des 
ersten Abschnitts. 


Mit Hiilfe dieser Rechnungen kann man nun die Bestimmung der 
A,, A,, A, aus A, B, C, D folgendermassen explicite auf das Fun- 
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damentalproblem des vorigen Abschnittes zuriickfitihren*). Es seien 


: und # die beiden Wurzeln der quadratischen Gleichung: 
2 2 . 


gq = A,\x,? + 2 Aya, 2, — A,a,? = 0, 


a, jedes fiir sich, durch die 60 Ikosaedersubsti- 


tutionen des vorigen Abschnittes transformirt, wenn A,, A,, A, durch 
die 60 terniren Substitutionen (3) umgewandelt werden. Daher héngen 
alt 
Ne 
e. s9q H?(m,; ne) , gq H*(&, &) 
8 28 — it =) 28 — = 
(18) ie 0) Oe 
wo die Parameter X,, X, rationale Functionen von YA, B, C, D 
vorstellen. 

Diese X,, X, berechne ich nach einer Methode, die ich auch im 
folyenden Abschnitte bei ihnlichen Aufgaben noch anwende (obgleich 
ich ihr keinerlei principielle Bedeutung beilege). Ich setze vorab: 

q = A,X,’ + 2 Ay a,x, — Az%.? = (Y.%,— I, Lp) (,%, —E, 2%») 
und betrachte nun die drei Resultanten: 


12 f (m., 2) > 'f Gr &) = 1, 
(19) | 12° H(m, No) ; A(§, f) = m, 
T (m4, 2) + T (&), &) =n. 


Diese drei Resultanten, gleich Null gesetzt, stellen im Sinne des 
vorigen Paragraphen die dort berechneten Aggregate der an A in den 
Punkten f, H, 7 construirbaren Tangenten vor. Denn wenn z. B. 
die Resultante von f und g verschwindet, so bedeutet das, fiir jene 
Interpretation, dass eine der beiden Tangenten, welche man von Aj, 
A,, A, an A legen kann, in einem Punkte f beriihrt: — Die Resul- 
tanten 1, m, n sind daher, bis auf Zahlenfactoren, gleich den drei 
soeben berechneten Ausdriicken L, M, N. Die Zahlenfactoren aber er- 


so werden = und 
2 


und a jedes von einer Ikosaedergleichung ab: 
2 


geben sich einfach, wenn man = a setzt, wo denn AQ, 
B=—f, C=— 144 H wird. Auf diese Weise kommt: 
1 = 12° 7, 
(20) m=12° 9M ; 
an N 
n= Te 


Aber es sind X,, X, die Wurzeln der quadratischen Gleichung: 





*) Vergl, dazu Brioschi, Annali di Matematica, Ser. II, t. I, p. 230. 
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£°(n) - £°(6) - X* — 1728 [f*(q) - H*(f) + £°(6) - H¥(y)]- X 
+ 1728? H3 (n) Hig) —0. 


der dritte — und der 


: . . ° 5 m3 
1er Joeffic = - 
Hier ist der erste Coefficient a a» 


mittlere berechnet sich wegen 
T? = 12 f> — 124 H3 
gleich : 
i + m — n? 
<<: eee 


Daher erhalt man als Werthe der Parameter: 


@) o o> hn n?)? —4 Pm ‘ 


wo die 1, m, » durch Formel (20) definirt sind. 
Untersuchen wir noch den Werth der Discriminante. Es werden 


"1 oi 
s 
Se 


i2 52 
Dies giebt fiir die Discriminante den Factor A. X, und X, werden 


aber auch einander gleich, wenn is aus , oder, was dasselbe ist, 
52 


£ i2 
*t aus -7 


X, und X, zuniichst einander gleich, wenn mit identisch ist. 


durch eine der 59 nicht identischen Ikosaedersubstitutionen 
se Ne 

hervorgeht. Die Diseriminante enthdlt daher noch die im vorigen 
Paragraphen berechneten Ausdriicke D, H, F',, F,, jeden quadratisch. 
Hiermit ist sie, da sie vom 120" Grade ist: 


120 = 2 + 2 (15 + 20 + 12 + 12), 
erschépft, man hat also, unter ¢ einen Zahlenfactor verstanden: 
(22) +Y(h+ m3 — n2)? —4Pm =4+cD-H-F,-F,-yA. 


Durch Vergleichung eines Gliedes beiderseits findet man: 


(23) ct 


§ 8. 
Bestimmung der A,, A,, Ay. 

Um jetzt A,, A,, A, zu bestimmen, berechne man zuniichst 9, 
und 9, sowie €, und € nach Anleitung des vorigen Abschnittes aus 
den hier aufgestellten Ikosaedergleichungen und bemesse ihre absoluten 
Werthe der Art, dass die Resultanten f (n,, 9.) - f(§,, &) ete. mit L, 
M, N ibereinstimmen. Die Frage, welche Werthe » und € zusam- 
mengehoéren, beantwortet sich im Allgemeinen aus der Formel: 


(24) Mo — mo = VA . 


Die zusammengehérigen Vorzeichen, welche man 7,, 9, und §,, € zu 
ertheilen hat, folgen aus dem Werthe von D. Schliesslich ist: 
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(25) A;p—=mo, A,-=—mb,, A=— Silat hs 


Man kann verlangen, das ,, €,, welches zu einem »,, , gehdrt, 
rational durch dieses und bekannte Gréssen auszudriicken. Nach einer 
Mittheilung, die ich Gordan verdanke, erreicht man dies folgender- 
massen. Man stelle 


Pts) FG» &) = L, Haye) HG» &) = 124M, 
T (m5 M2) + T (by, &) = =" 


wie soeben geschehen, als Functionen von A, B, C dar und polari- 


ive 21 a, a4. 94 . ¢) olei 
sire — nach So wird A; (a. h. On, & + One €) gleich Null 
und also: 
: OL L 
12 f(s [O= Sy Bit 3G -G,, 


j M " 
12". 20 H(n)y- H(g) = 2. By + v6 C 


ay 7 oN 
18 e 30 7 ()e ° T (&) = :> = B,, -. aa % C, . 
Daher: 
| ¢ H T (n) 
2 LLM j.200MM% 18.30 Net | 
f(m) H (n) T'(n) 
a ae aL aM aN 
(26) Om| $5 LJ ba 
éL eM oN 
ac ris oc 
Diese Formel ist in €,, € linear, liefert also 2 als rationale Function 
von t.. 
Neo 
§ 9. 
Ueber die Nothwendigkeit der bei der Auflésung benutzten 
Quadratwurzel*), 


Die Quadratwurzel, welche die beiden Parameter X,, X, scheidet, 
spielt eine bemerkenswerthe Rolle. Sie dient nicht dazu, die Galois’ 
sche Gruppe des Problems zu reduciren. Denn die Galois’sche Gruppe 
umfasst vorher wie nachher (bei der Ikosaedergleichung) 60 Substitu- 
tionen. Trotzdem ist sie (oder eine aquivalente Irrationalitit) bei der 
Zuriickfiihrung des Problems auf eine Ikosaedergleichung im Allge- 
meinen nothwendig. Es sei namlich 
@ (Ao, As, As) 

® (Ay, A ’ Ay) ? 


*) Vergl. den letzten Paragraphen des dritten Abschnittes. 








F. Kuem. 





542 


wo », w ganze rationale Functionen ohne gemeinsamen Theiler, von 
einer Ikosaedergleichung abhingig. Dann soll sich = sobald auf 


A,, A,, A, die 60 terniren Substitutionen (3) angewandt werden, 
durch die 60 Ikosaedersubstitutionen transformiren. Das ist bei durch- 
aus willkiirlichen A,, A,, A, nur mdglich, wenn sich m und w durch 
die bindren Substitutionen (4) des vorigen Abschnittes umformen. 
Aber die Zahl dieser Substitutionen ist (mindestens) 120 und das ist 
mit der Zahl 60 der terniiren Substitutionen unvertriglich. 


Dagegen giebt es selbstverstindlich specielle Werthsysteme von 
Ay, A,, Ag, bei denen die Quadratwurzel vermieden werden kann. 
Ein Beispiel ist dieses. Es giebt rationale Curven, welche durch die 
60 terniren Substitutionen in sich iibergefiihrt werden. So ist der 
Kegelschnitt A =O (bei dem unsere Behauptung selbstverstindlich 
ist), so ist die Curve 10%" Ordnung C=O. Stellt man jetzt die Co- 
ordinaten A,, A,, A, eines Punktes einer solchen Curve in gewodhn- 
licher Weise rational durch einen Parameter 4 dar, so wird 4, sobald 
man eine der 60 terniren Substitutionen macht, seinerseits eine (ge- 
brochene) lineare Substitution erfahren, weil das ganze Gebiet der 
Curve eindeutig in sich transformirt wird. Daher hiingt nach § 4. 
des ersten Abschnittes eine geeignete lineare Function von A, d. h. 
eine rationale Function von A,, A,, A, von einer Ikosaedergleichung 
ab. — Kine iihnliche Ueberlegung war es, wie ich beiliiufig bemerke, 
welche mich zuerst zu der Methode des § 7. gefiihrt hat. Um das 
allgemeine Problem auf eine Ikosaedergleichung zuriickzufiihren, suchte 
ich dem Punkte A,, A,, A, in einer durch lineare Substitution un- 
zerstérbaren Weise einen Punkt des Kegelschnittes A zuzuordnen, 
dessen Bestimmung dann von einer Ikosaedergleichung abhiingen musste. 
Die Zuordnung, wie sie in § 7. verwandt wird, besteht, geometrisch 
zu reden, einfach darin, dass man von A,, A,, A, eine Tangente an 
A legt und nun den Beriihrungspunkt als zugeordnet ansieht. — 


Kin anderes Beispiel von mehr particulirem Charakter giebt der 
Fall B =O. Die sogleich aufzustellende (Brioschi’sche) Resolvente 
fiinften Grades nimmt dann die Jerrard’sche Form an und diese 
subsumirt sich unter diejenigen Gleichungen fiinften Grades, welche 
ich im dritten Abschnitte durch eine Ikosaedergleichung lése. Dem 
geht folgende Construction in der Ebene A,, A,, A, parallel, wie ich 
hier ohne Beweis angebe. Man kann um A =) unendlich viele Drei- 
ecke beschreiben, deren Ecken auf B liegen. Jeder Punkt auf B ist 
Ecke eines solchen Dreiecks, wiihrend jede Tangente von A dreimal 
als Dreiecksseite benutzt wird. Ordnet man nun dem Punkte auf B 
den Beriihrungspunkt der gegeniiberstehenden Seite mit A zu, so ist 
B auf A eindeutig (allerdings nicht umkehrbar eindeutig) bezogen. 
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Der Punkt auf A ist durch eine Ikosaedergleichung bestimmt, und von 
ihm geht man rational zu dem Punkte auf B zuriick, indem man die 
Coefficienten der vorgelegten Jacobi’schen Gleichung benutzt. 


§ 10. 


Brioschi’s Resolvente vom finften Grade und die Diagonalfliche 
dritter Ordnung. 


Ich betrachte zum Schlusse noch die Resolvente fiinften Grades, 
welche Brioschi, wie in § 13. des ersten Abschnittes berichtet, bei 
den allgemeinen Jacobi’schen Gleichungen aufgestellt hat. Dieselbe 
erwichst geometrisch aus dem Umstande, dass man die 15 Verbin- 
dungsgeraden der sechs Fundamentalpunkte der Ebene A,, A,, A, 
derart auf fiinf Dreiecke vertheilen kann, dass die Seiten jedes Drei- 
ecks alle Fundamentalpunkte enthalten*). In der That stellt der Aus- 
druck (Gleichung (20) des Abschn. I): 

(27) y =e P, + &'P, + &'P, + &’P,, 

gleich Null gesetzt, fiir die verschiedenen Werthe von v die fiinf Drei- 
ecke dar, wie leicht zu controliren. P,, P,, P,, P, repriisentiren, 
gleich Null‘ gesetzt, Curven dritter Ordnung, welche ebenfalls durch 


simmtliche Fundamentalpunkte hindurchgehen. Die Gleichung fiinften 
Grades selbst (Gleichung (22) des Abschn. I): 


y+10By+59B—AC)y— 12 D=0 
berechnet man wieder mit Leichtigkeit aus dem Verhalten der Curven 
y in den Fundamentalpunkten (vergl. § 5., Absch. II.). Zumal sieht 
man a priori ein, dass 
(28) ZSy=0, ZSy=—0 
sein muss, weil es keine ganze Function von A, B, C, D giebt, welche 
den dritten oder neunten Grad besitzt. 

Nun kann man diesen Formeln eine geometrische Deutung geben, 
durch welche der Zusammenhang dieser Betrachtungen hergestellt wird 
mit denjenigen, die Clebsch im vierten Annalenbande (p. 336 ff.) 
entwickelt hat. Die in A,, A,, A, rationalen Ausdriicke y, befriedi- 
gen in allgemeinster Weise die Bedingungen 2"y = 0, Ly? — 0. Be- 
trachtet man also (wie im folgenden Abschnitte durchgdngig geschieht) 
die y als Pentaedercoordinaten im Raume, so vermitteln sie die eindeu- 
tige Abbildung der durch dieses Gleichungspaar dargestellten Diagonal- 
fliiche auf die Ebene A,, A,, A,. Es ist niitzlich, sich zu orientiren, 
was die hauptsichlichen in der Ebene verlaufenden Curven fiir die 
Fliche bedeuten. Die sechs Fundamentalpunkte der Ebene sind in der 








*) Diese fiinf Dreiecke sind zugleich Polardreiecke fiir den Kegelschnitt A = 0. 
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That die Fundamentalpunkte der Abbildung; sie stellen sechs auf der 
Fliche verlaufende gerade Linien dar, Die sechs weiteren geraden 
Linien, welche mit ihnen die ausgezeichnete Doppelsechs bilden 
(Clebsch, Annalen Bd. IV, p. 336), sind durch die Kegelschnitte 
2—A=0O des § 5. gegeben. Die Curve D = 0 reprisentirt die 15 
iibrigen geraden Linien der Diagonalfliiche. B 0 giebt den Schnitt 
der Diagonalfliche mit der Fliche zweiter Ordnung ZY y? —0, und 
endlich A=0O und C=O bilden gemeinsam den in zwei rationale 
Bestandtheile zerfallenden Schnitt der Diagonalfliche mit der Fliche 
vierter Ordnung 20 Dy* — (Ly)? (vergl. Abschn. I, § 15.). 


Wenn man jetzt die y beliebig unter einander vertauscht, so er- 
fahrt die Diagonalfliche (riumliche) Collineationen, welche sie in sich 
iiberfiihren. Denselben entsprechen eindeutige Transformationen der 
Bildebene in sich. Den geraden Vertauschungen der y insbesondere 
entsprechen die 60 terniiren Substitutionen des § 3. dieses Abschnittes. 
Die ungeraden Vertauschungen aber ergeben Umformungen, welche 
iiber den Kreis der bisher betrachteten Gegenstinde hinausfiihren. Hs 
sind 60 Cremonatransformationen, weiche die geraden Linien der Ebene 
in Curven fiinfter Ordnung iiberfiihren, die in den Fundamentalpunkten 
Doppelpunkte haben*). Sie bilden mit den 60 Collineationen zusammen eine 
Gruppe von 120 Transformationen. Bei ihnen bleiben die Curven B—0, 
D=0 ungeindert, die Curven A==0 und C=0 vertauschen sich, des- 
gleichen die Fundamentalpunkte mit den Kegelschnitten, welche durch 
die 5 anderen Fundamentalpunkte hindurchgehen. Wendet man auf die 
urspriinglichen A,, A,, A, die terniren linearen Substitutionen an, so 
erfahren auch die transformirten A,, A,, A, derartige Substitutionen. 
Aber « ist dabei durch & ersetzt. Wir finden also eine Umformung 
der allgemeinen Jacobi’schen Gleichung in eine zweite, analog der 
zweiten Classe von Umformungen, die wir beim Ikosaeder in § 18. des 
vorigen Abschnittes studirten. Eben diese Umformungen (und die an- 
deren hier nicht beriihrten, welche ¢ ungeiindert lassen) hat Brioschi 
im ersten Bande der Annali di Matematica, ser. 2., untersucht; ich 
gehe deshalb nicht naher auf sie ein; aber ich wollte wenigstens aus- 
sprechen, wie naturgemiss man zu ihnen gelangt, wenn man von 
den Collineationen ausgeht, welche die Diagonalfliiche in sich iiber- 


fiihren. 


*) Z. B. unter @ einen Proportionalititsfactor verstanden: 
@Ay = — 8 Ay? A, A, + 6 Ay A? A? — (A,> + A,') , 
QA,’ = 2 (8 Ay®A,? — 4 Ay? A,’ — 2 A, A, A,* + A,‘ Ap), 
eA,’ = 2 (8 Ay? A, — 4 Ay? A,’ — 2 A, A,3 Ay + A, A,') . 
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" Abschnitt Ill. 
‘ Eine neue Lésung der Gleichungen fiinften Grades. 
¥ In diesem dritten Abschnitte zeige ich, dass man die Gleichungen 
t fiinften Grades, bei denen die Summe der Wurzeln und die Summe der 
d Wurzelquadrate verschwindet, explicite mit Hilfe einer Ikosaederglei- 
wa chung lésen kann. Es ist das gewissermassen die Umkehr der Be- 
. trachtungen in § 16., 17. des ersten Abschnittes. Die Lésung der all- 

gemeinen Gleichung fiinften Grades ist dadurch darauf zuriickgefiihrt, 
' die Gleichung vorab durch eine rationale Transformation auf die ge- 
h nannte einfache Form zu bringen. Ich wiirde gern eine ausgefiihrte 
rT Vergleichung dieser Lésungsmethode mit der Hermite’schen und der 
e Kronecker’schen hinzugefiigt haben, die alle unter einander enge 
S. verwandt sind. Aber es verlangt Das durchaus ein Eingehen auf die 
e Kigenthiimlichkeit der elliptischen Functionen und deshalb verschiebe 
is ich noch diese Auseinandersetzung*). 
ve 
n te 3 
ue Geometrischer Ansatz. 
‘ 14s mégen die fiinf Wurzeln y, ¥,, Yo, Ys, Y, einer Gleichung 
h fiinften Grades an die Bedingung gekniipft sein: 2y = 0 und iibrigens 
nur die Verhiltnisse der Wurzeln beachtet werden. Dann fasse ich 
: die y auf als Pentaeder-Coordinaten eines Raumpunktes, der 120 im 
fs Allgemeinen verschiedene Lagen annimmt, wenn man die y auf belie- 
ie bige Weise permutirt. Diesen Permutationen gebe ich dann, und das 
wed ist fiir meine Anschauung das Wesentliche, die Bedeutung von Collinea- 
wt tionen des Rawmes (Annalen Bd. IV, p. 353). 
a Ist nun insbesondere noch Ly? —0, so liegen die 120 Punkte 
i alle auf der durch diese Gleichung dargestellten Fliche aweiten Grades, 
h die ich als Fliche Y bezeichne. Aber eine Fliche aweiten Grades 
me trigt zwei Schaaren geradliniger Erzeugender, und auch diese werden 
bei den 120 Collineationen transformirt. Man zeigt leicht: Bei den 
ne 60 Collineationen, welche durch gerade Vertauschungen der y vorgestellt 
sind, wird jede Schaar der Erzeugenden in sich transformirt; bei den 


60 dbrigen Collineationen werden die Schaaren unter einander vertauscht. 
Nun mache man denselben Schluss, der schon in § 9. des vorigen 
Abschnittes angewandt wurde. Die Erzeugenden einer Art der Flache 
zweiten Grades bilden eine rationale Mannigfaltigkeit erster Dimension; 


*) Vergl, die bereits genannte Note in den Rendiconti des Istituto Lombardo 
vom April 1877. 
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sie lassen sich rational durch einen Parameter 4 darstellen, so dass zu 
jeder Erzeugenden nur ein Werth von 4 gehért. Eine riumliche Col- 
lineation daher, welche die Erzeugendenschaar in sich transformirt, 
ist mit einer linearen Transformation von 4 aquivalent (vergl. Annalen 
Bd, IX, p. 188). Also sind, nach § 4. des ersten Abschnittes, die 60 
Werthe von 2, welche 60 zusammengehirigen Erzeugenden entsprechen, 
von einer Ikosaedergleichung abhingig. 


Um jetzt die Gleichung fiinften Grades zu lésen, bei der Sy=—(0, 
Zy? =0, bestimme man vor Allem die 60 Erzeugenden der einen 
(ersten) Art, welche durch die 60 Punkte hindurchlaufen, die aus dem 
Punkte ¥,¥,¥.Y,y, durch die geraden Vertauschungen der y entstehen. 
Die Parameter dieser Erzeugenden sind gebrochene lineare homogene 
Functionen der y; es wird in erster Linie darauf ankommen, die Para- 
meter so zu wiihlen, dass die aufzustellende Ikosaedergleichung in ka- 
nonischer Form erscheint. Dann handelt es sich zweitens darum, die 
Ikosaedergleichung wirklich zu bilden. Und drittens sind die Wurzeln 
y als rationale Functionen der Wurzeln dieser Ikosaedergleichung, 
oder, was auf dasselbe hinauskommt, als rationale Functionen einer 
Wurzel der Ikosaedergleichung darzustellen. Mit diesen drei Proble- 
men werde ich mich der Reihe nach beschiiftigen. 


§ 2. 
Nahere Betrachtung der Flaiche Y. 


Durch die 60 geraden Vertauschungen der y, — welche fortan 
allein in Betracht kommen sollen —, werden die Erzeugenden erster 
Art auf Y und ebenso die Erzeugenden zweiter Art in Gruppen von 
je 60 zusammengefasst. Unter diesen Gruppen muss es jedesmal eine 


geben — sie soll f,, bez. f, heissen —, die nur aus 12 verschiedenen 
Linien besteht, eine zweite — H, oder H, — die nur 20, und eine 
> i 2 ’ 
dritte — TJ, oder 7, —, die nur 30 verschiedene Linien umfasst. Ich 
1 es 


werde hier zuvérderst diese ausgezeichneten Gruppen analytisch be- 
stimmen. 

Zu dem Zwecke bemerke man, dass man auf Y von vornherein 
gewisse Gruppen zusammengehériger Punkte kennt, die weniger als 60 
verschiedene Punkte umfassen. Es sind dies: 

I. Zwei Gruppen von je 12 Punkten. Die Coordinaten dieser 
Pankte sind die fiinften Einheitswurzeln. Man erhiilt die ersten zwdlf, 
wenn man 

1, &, &, #, @ 
auf gerade Weise vertauscht, und die zweiten zwolf entsprechend aus 


3 ( 23 
5a.0, 4, &, @. 











0) 
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II. Line Gruppe von 20 Punkten. Unter «a eine dritte Einheits- 
wurzel verstanden, sind die Coordinaten dieser Punkte in weehselnder 
Anordnung: 

1, ae, #, 6,0. 

III. Kine Gruppe von 30 Punkten. Die Coordinaten dieser Punkte 

sind; abgesehen von der Reihenfolge: 
1, B, B’, B , 0, 
wo # eine primitive vierte Einheitswurzel bedeutet. 

In demselben Sinne, wie die Punkte, gruppiren sich die zugehé- 
rigen ‘Tangentialebenen und die Erzeugenden erster Art oder zweiter 
Art, welche dieselben ausschneiden. Die Tangentialebene eines Punktes 
y lautet: 

Z Yi ‘i= 0. 

Es entsprechen also den Punkten I, II, Il folgende Tangential- 
ebenen (in den hingeschriebenen Gleichungen hat man die y immer 
vermége der 60 geraden Vertauschungen umzusetzen): 


( | { + ety, + fy, + ys + ey, = 9, 
Loo +n + ete + ety + Py, = 9, 
@ I. yy + ay, +o? y, = 0, 
WT. yy + By, + By, + By, = 9. 
Dabei bemerke man, dass die Erzeugenden, welche die 2-12 Ebenen 1 
ausschneiden , paarweise identisch sind. Denn man kann die 2 - 12 Ebe- 
nen in der Weise auf 6 Tetraeder vertheilen, dass immer vier Kanten 


des Tetraeders der Fliche Y angehéren. Ein solches Tetraeder bilden 
z. B. die vier Ebenen: 


Pi =H + YH + BY. + Ys + EY 
| Py =% + Oy, + eH +etyz, +t ey, 
Ds = Yo + yy + ee + eYy + OM, 
Py = Yo bey + PY, + Ys + EM » 
die in der Weise zusammengehdren, dass alle aus einer. hervorgehen, 


indem man statt « schreibt <?, «*, e4*). Man hat naimlich vermége 


zy = 0: 


*) Diese vier Ausdriicke, durch die sich die y, in der Form darstellen: 


by =O DFE rte p+ ey, 
spielen von jeher in der Theorie der Gleichungen fiinften Grades eine wichtige 
Rolle. Ich méchte hier nur daran erinnern, dass es eben diese Ausdriicke sind, 
welche oben (Abschn. I., § 13., Abschn. II., § 10.) bei der Brioschi’schen Re 
solvente fiinften Grades mit P,, P,, P,, Py bezeichnet sind. 


35* 











548 F. Krer. 





Y= Zy’ = pip, + PrPs, 
und die beiden Erzeugenden vor ¥Y = 0 also, die etwa durch p, = 0 
ausgeschnitten werden, sind auch bez. enthalten in p, = 0, p, = 0. 


Man erhialt daher nur 24 Erzeugende I, dagegen 40 Erzeugende II, 
60 Erzeugende III, die sich auf 12, 20, 30 Erzeugende der einen Art 
und ebensoviele der anderen Art vertheilen. Nun giebt es unter den 
Linien erster oder zweiter Art keine anderen Gruppen von 12, 20, 30 
zusammengehdrigen, als f,, H,, 7, bez. f,, H,, T,. Daher also wer- 
den auf ‘¥Y =0 die 24 Geraden f,f,, die 40 Geraden H,H,, die 60 
Geraden T,T, ausgeschnitten durch folgende Aggregate von Tangenten- 
ebenen: 


1) die Geraden f,f, durch die 12 Ebenen: 


(3) TT (Yo Fett + Ye + 279s + 8%) = 9, 
oder auch durch die 12 Ebenen: 
(3°) TT (Yo + 91 + Ee + Ys + yy) = 05 
2) die Geraden H,H, durch die 20 Ebenen: 
(4) TT (9 + @% + @'%) =O, 
3) Die Geraden T,T, durch die 30 Ebenen: 
(5) TT (Yo + Bas + Bite + Biys) = 0. 
§ 3. 


Berechnung gewisser symmetrischer Functionen. 


Sei jetzt die Gleichung fiinften Grades mit Sy—0, Ly? —0, 
wie ich immer schreiben will, in der Gestalt gegeben: 


(6) y+ 5ay+ 5 py+y=—0. 

Ich stelle zuniichst die Aufgabe, die unter (3), (3°), (4), (5) 
linker Hand vorkommenden symmetrischen Functionen der Wurzeln 
als Functionen von «, 6, y zu berechnen. 

1) Ein Punkt, der auf einer Erzeugenden von f, oder /, gelegen 
ist, ist dargestellt durch: 

yi = o (e+ Ae"), 
wo @, A wei Parameter. Die Gleichung (6), von der diese y; abhiangen, 
erhilt als Coefficienten : 


a=—@gd?, B=—otd4, y=—P(1+4), 
und also ist fiir sie: 


at + aBy — p= 0. 
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Daher ist die symmetrische Function (3), oder, was auf dasselbe hinaus- 
kommt, (3a), bis auf’ einen nicht weiter in Betracht kommenden Zahlen- 
factor gleich dem Ausdrucke 


(7) L= a+ apy — B. 
2) Analoger Weise findet man, dass die zweite symmetrische 
Function verschwindet, wenn man setzt: 


Y=e( 2+44) 
¥,=e( 2+ da) 
Y>=e( 2+ da?) (« = cos “+ isin =). 
¥; = @(— 3 +/V— 15) 
vy, = @(— 3 —Y— 15). 
Die betr. Gleichung fiinften Grades lautet: 
y® — 9° (80-4 43) y? + Ge! (40— A) y — 2495 (8-448) = 0 
und man erhdlt durch Elimination von @, 4 den gesuchten Ausdruck: 
(8) M = — 192a*y + 640a'p? + 400?By — 120af* y — 14485 + 4. 
3) Endlich, um die dritte symmetrische Function zu berechnen, 
multiplicirt man am einfachsten zuniichst die 6 Factoren, welche y, 


in ausgezeichneter Weise enthalten. So kommt, mit Unterdriickung 
des Index: 





a ad 


— 5Bay® + 15py*? — 25yy — 82". 
Sodann eliminire man zwischen diesem Ausdrucke und der linken Seite 
der Gleichung fiinften Grades: 
y’ + Say’ + SBy +7 
das y. So ergiebt sich: 
, (9) N = 1728 a! — 720007 By + 2080.a°p? — 576a>y? + 276001 p? y? 
— 9360 a’ By + 16200 «?B* — 60 a®By*+- 180 a By? — 648 By? —y®. 


g 4. 


. Die kanonischen Parameter der Erzeugenden. 


1 Ich will den Parameter, durch den die Erzeugenden erster Art 


dargestellt werden, mit 4 = of den Parameter fiir die Erzeugenden 
2 


zweiter Art mit € = St bezeichnen. Dieselben sind, damit die Iko- 


be 
saedergleichung in kanonischer Form erscheint, in der Weise aus- 
zusuchen, dass den 12 Linien der Gruppe f, und ebenso den 12 Linien 
der Gruppe f, diejenigen 12 Parameterwerthe zukommen, welche Wur- 
zeln der kanonischen Gleichung f= 0 sind, d. h.: 
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0, co, (epee, (e?+28)e’. 
Man erreicht diess, indem man setzt: 


(10) Pe Ps 
P; Pe 
| a + Po Ps’ 


WO P; , Po, Py, P, die schon wiederholt genannten Ausdriicke bezeichnen. 
In der That 
Pi = — Ap, DP, = EPs 
stellen die Gleichungen zweier Ebenenbiischel dar, deren Axen der 
Vhee - . ? P = . — 
Fliche Y angehoren, es ist also — . ein Parameter fiir die Linien 
2 
der einen Art, welche die erste heissen soll, + -. ein Parameter fiir 
13 

° °° oo . ) ) 

die Linien der anderen Art. Triigt man sodann in — /' oder a 
- ? Ps 


2 : 
die Coordinaten der Punkte | (§ 2.) ein, so entstehen genau die eben 
angegebenen Wurzelwerthe von f. Durch diese Punkte verlaufen aber 
die 12 Linien /, und die 12 Linien f,, deren Parameter diese Werthe 
annehmen sollten. 

Es ist auch nicht schwer, durch Rechnung zu verificiren, dass 
sich die Gréssen 9, € durch die 60 Ikosaedersubstitutionen (Abschn. I, 
Gich. (3)) transformiren, sobald man die y in gerader Weise vertauscht. 
Man braucht bei der Rechnung nur immer die Relationen Ly = 0, 
2y? =0 anzuwenden. Dabei zeigt sich das sehr bemerkenswerthe, 
ob auch selbstverstiindliche Verhalten, dass die linearen Substitutionen, 
denen 9 und € unterworfen werden, zwar in ihrer Gesammtheit iden- 
tisch sind, im Kinzelnen aber in der Weise unterschieden, dass immer, 
wo bei 9 die Wurzel « steht, bei € zu setzen ist «*. Denn schreibt 


I 2 Ps 
nan in y= — | 

J 
2 


oy 


statt « «*, so kommt — @ —4 ?' — 
Ps ‘ 

Ich fiige hier zweckmiissig eine Ergénzung zu den Betrachtungen 
des ersten Abschnittes ein. Bildet man fiir die Gleichungen fiinften 
Grades, welche in § 17., 18. daselbst betrachtet wurden: 

Yr = (8g, — &",) B+ (2g, + en.) S 

die Gréssen p;, so kommt: 
Pp, = 57, Rk, p, = — 5y,R, 


Pp, = 57,8, Pp, = + 5,8. 


° _ ° 1° . ) ) 
Daher wird fiir diese Gleichungen der eine Parameter — Pr _, Ps 


P2 Ps 
gleich dem urspriinglichen =) von dem die Betrachtungen des ersten 
; 2 
. . ) De . . 
Abschnittes ausgehen; der zweite Parameter “' — — ”? wird gleich 


Ps Ys 





















ler 
en 
‘tir 
Pr 
P3 
en 
er 


he 
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Desshalb ist, wie in § 18. daselbst ohne Beweis angegeben wurde, 


g eine Function von af die sich selbst ikosaedrisch transformirt, 
A 2 


wenn ~ den Ikosaedersubstitutionen unterworfen wird, doch so, dass 
2 


é durch ¢ ersetzt ist. 


§ 5. 
Aufstellung der [kosaedergleichungen. 
Um jetzt die Parameter X,, X, der Gleichungen: 


noq °(n) H(§) 
2 a = 

(11) 1728 Pn) X,, 1728 FE) 
zu berechnen, schlage ich denselben Weg ein, der in Abschnitt I, 
§ 7. zum Ziele fiihrte, indem ich vor allen Dingen die Producte 


f(n) ((), H(n) H&, Tn) T(S) betvachte. 
Die Gleichung 

f(n) - f(§)-= 9 

stellt, wenn man sie unter Wegschaffung der Nenner so schreibt: 
P."* psf (— A) : f(+ A) — f(—P, Pe) - f(P, ? Ps) = 0 

ein Aggregat von 24 Ebenen dar, von denen 12 durch die Axe 
Pp, = 0, p. = 9 hindurchgehen und iibrigens durch die 12 Erzeugen- 
den (erster Art) der Gruppe /,, wahrend die 12 anderen durch die 
Axe p, =0, p, =O hindurchgelegt sind und die 12 Erzeugenden 
zweiter Art der Gruppe f, ausschneiden. Aber dieselben Erzeugenden 
werden in gleicher Multiplicitét auf Y= 0 ausgeschnitten durch die 
Flache 





an X, 


p,?L=o, 
wo ZL den in § 3. berechneten Ausdruck (7) bedeutet. Daher kann 
man setzen, unter 4 einen numerischen Factor verstanden: 
¢ . . Ap," 
12 = —., -L. 
( ) f(n) f(§) ps'*p,'* 
Dieselbe Ueberlegung liefert die ferneren Gleichungen : 
9,20 
H(n) H(6) = jvpw M, 
7. ate, SR 
1 (9) T(§) Te Pops? 
wo M, N die Ausdriicke (8), (9) sind. 
Um die Zahlenfactoren 4, uw, v zu bestimmen, betrachte ich be- 
sondere Werthe der y,---¥y,.- Zuniichst setze ich die y gleich 0, 1, 
i, —i, —1. Die Gleichung fiinften Grades lautet dann: 


(13) 


? 
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(y*—1) e = 0, 


und fiir sie ist also 


und mithin 
ae t 3 144 v=0. 
Andererseits wird: 
n=E=—i, p2 =p, =(1+2i)/5, 
f(—i) = (1-21), H(i) = (1-2), T(-t) = 0. 
Somit kommt: 
(14) 4=57, s#= 


520 

144? 

Um y zu finden, schreibe ich die betr. Gleichung (13) in der Form: 
T(—P,; P2) T (p,; Ps) = vp, N 


und setze jetzt die Wurzeln y gleich 1, ¢, «, &°, &4. So ist die Glei- 


chung fiinften Grades y°—1—=0, alsoa=0, B=0, y=—1, N=—1. 
530 ‘ 

Andererseits p, = 5, p, = 0, p, = 0, T(+-5, 0) = ig* Also ist: 

s = 530 

(15) cates € 


Setzt man jetzt zur Abkiirzung, unter Weglassung sich weghebender 
Zahlenfactoren : 


o| to 


t= 12° .2, (Glech. (7) 
4 


men iQ *. M, (Glch. (8)) 


1 .N, (Gich. (9)) 


eS a 


so kommt, durch eine Rechnung, die der in Abschn. II, § 7. ange- 
wandten ganz ihnlich ist: 
. X, | b+ m3 — n? + V(b — m3 — n?)? — 42 m3 
(16) Fe ae 2a ; 
§ 6. 
Untersuchung der Discriminante. 


Die hier auftretende Quadratwurzel lisst sich wieder zerlegen, 
nimlich in das Product aus der Quadratwurzel aus der Discriminante 
der Gleichung fiinften Grades und zweier rationaler Factoren. Indem 


man etwa € = -+ = der Reihe nach gleichsetzt den 60 Werthen von 
3 


= — ni , findet man folgende Zerlegung: 











\ 
’ 
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(17) V(b + m3 —n?)? — 45m =k PQ VA, 

wo k ein Zahlenfactor, P und Q die symmetrischen Functionen bedeuten 
2 4n 

(18) P = n (y cos —- — y, cos — ), 


(19) @ = TT (yo feos “Fi Me) + 08S (Ys +-40)); 


und A die Discriminante der Gleichung fiinften Grades bedeutet, die 
ich immer von dem vortretenden Zahlenfactor 3125 befreit denke, so 
dass ich schreibe: 
(29) A= 108a>y — 135a'p? + Wa? py? — 320ap*y + 256f° + 7". 

Die Functionen P, Q findet man (bis auf Zahlenfactoren) gleich: 
(21) P= 8a'y + 40a‘ p? — 100° By? — 45a f*y + 81° 4+ y', 
(22) Q = 64a" + 40a’ By — 160 0° 8 + ay? — Saif ry? + 5a? Bly 

— 25a? B® — py’, 
und den dann eintretenden Werth von k durch Vergleich eines ein- 
zelnen Gliedes : 
(23) kom. 
§ 7. 
Rechnung fiir die Jerrard’sche Form. 
Es hat Interesse, die hier entwickelten Formeln in der tibersicht- 


lichen Gestalt zu besitzen, welche sie fiir die Jerrard’sche Form an- 
nehmen. Ich will letztere in der Gestalt schreiben: 


(24) y° a y + y iat 0, 
; 1 
wo also a=0, B= —-;- Dann kommt: 
2 = 
12° 12 Bayt —y? 648 — 55y' 
| = ary Me - (5° yt+ 144), Ee ee ee 


Ich schreibe zur Abkiirzung 
(25) 5iyt asf. 
So ergiebt sich weiter: 
B+ m3 — n? = ait { 1443 + (f+ 144) — fF (fT —648)?} 


=a ay {FP — 9-237 + 3456}- 
Also: 


‘75 ove . — $1)? (FT —256 
(> + m3 — n?)? — 4h m3 = A Se) 8 wn 


acsTy 
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In Uebereinstimmung hiermit findet man: 


r_26 » f-—st STs Vr 
A = 5? + I — 5> ? Q win ailtaais ol 5> — 5D V55 
und schliesslich kommt 
on ;X,) fr?—9-2937F +3156 + VF (r— 81) VF — 256 
(26) - {= meee : 
34 t 23 3456 
§ 3. 


Berechnung der Wurzeln y*). 


Um nunmehr die Wurzeln y rational durch das » (oder das £) 
auszudriicken, gehe ich von der Formei aus: 


By = ep + ep, + eps + ep. 


) 
Es war y=! = — e 
He Pe 
R, S geeignete Gréssen verstanden: 


Yr = (ey — &FN.) K+ (8, +e") S. 


Aber in § 17. des ersten Abschnittes haben wir die allgemeinsten 

fiinfwerthigen Functionen von »,, 9, construirt, welche diese Gestalt 
5 i> "eo ? 

besitzen, und gesehen, dass sie in der Form 


—- 3. Man kann daher setzen, unter 
Ps 


fw 6 


ee a ae 


enthalten sind **), 
Daher kann man die Wurzeln y, unmittelbar in der Gestalt be- 
schreiben: 
97 fw, 
(a¢) Yy =]. H -{- u- 


6, 


J 
f? 
Es sind nur noch die von y freien Constanten 4, w als rationale Func- 
tionen von a, B, y, VA auszurechnen. 
Ich erreiche diess durch Coefficientenvergleichung, indem ich 
5 5? 


6, 


iW, , ; \ : 
umgekehrt HA und Rp als rationale Functionen von y, darstelle. Setzt 


man (siehe § 16., 17. des ersten Abschnittes): 


*) Vergl. hierzu die Darstellung bei Gordan in der wiederholt citirten Note 
(Erlanger Berichte, Juli 1877), Es sind dort die Rechnungen, welche ich im Texte 
ausfiihre, durch systematischen Formenbildungsprocess ersetzt. 

**) Geometrisch: Alle Punkte, deren Coordinaten diese Form besitzen, ge- 
héren der Erzeugenden erster Art an, welche durch den gesuchten Punkt y hin- 


durchliuft. 
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t,2 


(28) 7 = ¢,, 

so ist 

had TS. *y 2 £ 19 
(29) 12? H &,— 3? f? = §,? — 78, + 24. 


Ich werde daher zuniichst & rational durch y, ausdriicken. 


§ 9. 


Die Function —, = 


2 
¥ 


Zu dem Zwecke stelle ich noch einmal fihnliche Ueberlegungen 
an, wie in § 7. des vorigen und in § 5, des gegenwiirtigen Abschnittes. 
Ich betrachte vor allen Dingen die Producte: 


a H(n)-H 
ff, 6, wey wee 


Fiir das erstere fanden wir bereits 
te oe 5'2 p,'2 a\ 
f (0) f(S) =—=aaoe (@' + ae By — 8?) 
Pe" Ps 


Fiir die anderen beiden berechnet sich in tihnlicher Weise, indem wir 
unter den Factoren der Producte (5) und (4) die geeigneten zusam- 
meufassen : 


(30) h(n) 6) = SP (ay? +38 yp H+ 80), 
9 124 H(n) H(£) 5I2y,!2 —s +. Je . 
(31) : »(n) W, (8) = mp,t (- (ay—3B*) Yr" + (8 a’ —3By)y* 


- (8a? pB—y*)y,* + (Bay — 9ap?)y, 
+ (40a!— 12aBy— 96%)). 


Nun ist das gesuchte £, Wurzel der folgenden quadratischen 
5 S D5 
Gleichung, in der ich die Indices v unterdriickt und die Buchstaben 


n, € durch 1, 2 ersetzt habe: 
(32) fife: 8 — (t°f +4,77,)8 + 474? = 0. 
Benutzt man hier, dass 


o. HH, Uo ees ede 
12! ew, = (4? —3f) (4?—3h), 


so folgt: 





7, Ht H, ee) Ts 
flied tie (ure ®t, mat fa a wJtV (Wi "te t9hhe 12! W, W, — 36t,7t2* fifo 
— Chile f 
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t.2 
Die Quadratwurzel zerlegt sich wieder. Die beiden Werthe fe 
i 
. , ‘ 
und +4 = ae werden einander gleich, wenn m9 aus £ hervorgeht 
A 


durch eine derjenigen 12 Ikosaedersubstitution&:, welche das Oktaeder 
t, ungeiindert lassen. Ich habe diese Substitutionen in § 14. des ersten 
Abschnittes fiir das Oktaeder ¢, angegeben. Man findet, dass zuniichst 
als Factor auftritt das Product der Quadrate ‘der Differenzen der vier 
von y, verschiedenen y. Dasselbe lautet, nachdem man es durch 125 
dividirt hat: 
(34) A, = {(—6ay-+48B")y," + (—27 a? — 8B y) ys" + QT B+ 7%) y," 
+ (—27 a? y +216 ap") y,+ (—135a!— 72a By + 2568°)}. 


Ausserdem tritt quadratisch das Product der 6 Ebenen auf: 


22 : 4nu , 
Yr + cos —— (Yi tye) + cos —— (Yat) 
(wo fiir i,k, h,l die von v verschiedenen Indices zu setzen sind). 
Dieses Product ist bis auf einen Zahlenfactor gleich: 

(35) ay? + By? + @. 
So wird der Werth der Quadratwurzel einfach: 

(ay + By? + a) V dy. 
Es ist zweckmiissig, statt A, die (durch 3125 dividirte) Discriminante 
der Gleichung fiinften Grades, A, (Glch. (20)), einzufiihren, die mit 
A, durch die Formel verkniipft ist: 


+VA =+ (y'+2ay,+B) VA). 


So ergiebt sich, wenn wir in die Formel (33) jetzt die Werthe von 
5 a 
tits, fife, W,W, eintragen : 


ei (a y-+-2 B®) y,'+-(a®—By)y,3—5ac® By,?-+-(4a*y-+-1308?)y,+-(1 Le'+-9aBy)+D 
(36) ow 2 (ce! + aw By — B) eo : 
wo D den Ausdruck bedeutet: 

(y'+2ay+8)(ay>+By*+ a?) A, 
_— Tx . ’ 





(37) D 
Setzt man hier y= 0, y, = 0, also 


._ eee V— 135 a! + 256 63 
= 2 («'— B°) 
so erhailt man nach der Formel (vergl. Annalen XII, p. 169): 


1728 (1— X) = § (&—10€+-45)? 
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fiir X einen Ausdruck, dessen irrationaler Bestandtheil dieser ist: 


+ V— 135 a! + 256 Bp 


2 ATBs Gp (2060a"4 B — 1216 a! B> — 13960 «® B°—2025 a? BI) 


Derselbe Ausdruck ergiebt sich mit demselben Vorzeicben, wenn man 
in die allgemeine Formel (16) resp. (17) y = 0 setzt. Es folgt daraus, 
dass das obere und untere Vorzeichen der Quadratwurzel aus der Dis- 
criminante, sowie dasselbe hier in (37) auftritt, dem oberen und unteren 
Vorzeichen derselben Quadratwurzel in (17) entspricht. 


§ 10. 
Fertige Formeln fir die y,. 
Traigt man diesen Werth von &, ein in die Formeln (29) des § 8., 


so erhailt man nach ziemlich langer Rechnung, unter L, M die friiher 
so bezeichneten Gréssen verstanden: 


fW, +72 


38 = - 
Wo) “A MVA 


- {[yy* (144.07 y — 720 a8 B? + 125 a4 By? —595 a3 p> y 
+ 808 a? B5+- 3a? y!— 150 B* y? + 40B*y?) 
+ y,> (240°By+-240058 3+ 10a4y3+- 2503 B2y?—3 10a Bly 
+ 288064306 y'— 106%") 
+ y,? (— 48 a y? + 208 a B? y — 320 a! B1— 55 a3 By 
+ 165a?B%y? + 224 apy — ay® —384p7 + py") 
+ yy (1296 a y — 4320 «7 B?+- 1017 @® By? — OTS at By 
+ 6102 «8 + 17 a3y!— 130 a? B*y3 +- 350 aBty? 
— 96 p°y — By") 
+ (64807 By — 2160 0°p + 30 a>y3 4-575 a! By? 
— 3490 «By + 21 a? By! + 4096a?B> — WacB yp? 
+ 1606%%)]. 


EVA [ys! (160! Bary? + TeB*y +248") 
+ yr (—8aty +48 a? 8? — ab y?—6B*y) 
+ y,? (16 03 By — 64 a? B> + ay? — B?y?) 
+ y (—19 aby? 11 a? By + 162 « Bt— By*) 
+ (—24ee'y-4800'p?—150°By?-+-10ap%y-+-96B9)]}, 


ao 5 (4-4! ) yi 
mm Ba + Bw. 


F. Kem. 


Va { [yy* (—216 a! — 87 a7 By + 265 a B°®—9a5y3 +3501 By? 
—465a5By+-5560?B°—4e*By'+ Sap y?+-4B5y?) 
+ y,* (108 a8 +- 66 a7 y?+-122 a®B*y—327 a Bt+49 atpys 
y? +119 a? By + a? y>— 14407 
—2ap*y'— Bty*) 
+ y,? (72 ay — 144.05 B?—59 a®By?—251 «°B%y+-436 «tp 
+3aty'— 770 By? + 2550? By? —344 a p> y 









+1926° +. B*7') 
+ y, (— 1080 a" — 107L aS BP y+ 2147 a’ B>—31 a®y® 
— 43205 B? y? — 5da' By + 869 a3 B°— 1503 By" 


—104 a? B* y? + 349 « By? — 2408’ y — By® 
+ (—540a' B+ 198 aS y?+ 18a’ By+t T9a* BI 
+llla’py*— orp — 15038 a By + Sak y® 
+ 1792 a? B’ — 22a? p*y'+ 17 apy +- 16 B*y?)} 
+ YK [yr (Qa®y +43 a! B+ 4a? 6 y?— 11 ap y+ 128°) 
+ yy? (— 12a? — 4a! By — 210583 — a*y'+ 2ap*?y?—3p'y) 
+ y,? (160° B —3 aty?—9a' p?y+ 28 a? B+ By?) 
+ yy (29 ay + 185a°p’ + 1la*py? +- a? p> y—9ap°— B*y*) 
- (—36e5+ 24 a° By + 109 a! B§ — Sap + 22 a? By? 


— 53a Bp y- 45 B°) |} ; 


=2(4 + Bi) wi. 


In diesen beiden Ausdriicken sind nun in der That die Coefficien- 
ten von yy, y°, Yr", Y’ proportionirt. Man erhiilt daher iiberein- 
stimmend fiir i= 4, 3, 2, 0: 

iW, ; 6, 
- BVA): Wi (A; + B, VA), 


[(A,A;- Maa \4V a[(4,B;— A; B)-+(4/ By A,B;) 


(40) yw=+yVA 





§ 11. 
Die allgemeinen Gleichungen fiinften Grades. 

Um eine beliebige Gleichung fiinften Grades zu lésen, bietet sich 
jetzt naturgemiiss der Weg, dieselbe durch rationale Transformation 
in eine selehe, bei der Ly = 0, Ly? =O, zu verwandeln. Dies kann 
auf sehr mannigfache Weise geschehen, aber jedesmal bendthigt man 
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eine Quadratwurzel, welche keinen Einfluss hat auf die Zahl der Sub- 
stitutionen der Galois’schen Gruppe der Gleichung. Das Gleiche galt 
von der Quadratwurzel, die néthig war, um eine allgemeine Jacobi’- 
sche Gleichung sechsten Grades auf eine Ikosaedergleichung zu redu- 
ciren (Abschnitt II, § 9.), und in der That zeigt man hier genau wie 
damals: Es giebt bei der allgemeinen Gleichung keine rationale Fune- 
tion der Wurzeln, welche einer Ikosaedergleichung geniigt. 

Aus dieser negativen Proposition ergiebt sich nun auch der Be- 
weis eines Satzes, den Kronecker 1861 ohne Beweis mittheilte und 
den man etwa so formuliren kann: Es ist unmdglich, bei durchaus 
willkiirlichen y, +++ y, eine rationale Function p(y) zu finden, die von 
einer Gleichung abhingt, in der (wie in der Ikosaedergleichung) nur ein 
Parameter auftritt. Wenn niimlich eine solche Resolvente existirte, 
so kénnte man sie auf rationalem Wege in eine Ikosaedergleichung 
verwandeln, wie folgende Betrachtung zeigt. , 

Die verschiedenen Werthe, die m bei Permutation der y annimmt, 
seien in bestimmter Anordnung: 


Pir Por *** Pn- 


Vertauscht man die y durch die 60 (hier immer allein gemeinten) 
geraden Permutationen, so erscheinen die g,---+@, in anderer An- 
ordnung wieder, und man betrachte die 60 Anordnungen der m, welche 
auf diese Weise entstehen. Da die g nur von einem Parameter ab- 
hiingen, so durchlaufen die Anordnungen , +--+ ,, wenn sich die y 
heliebig findern, ein irreducibeles Werthgebiet von nur einer Dimen- 
sion. Dieses Werthgebiet ist rational durch einen Parameter darstell- 
bar. Denn man kann die y jedenfalls solchen rationalen Functionen 
einer Grosse 4 gleichsetzen, dass die m nicht constant bleiben; dann 
durchlaufen die g,---q, als rationale Functionen von 4 das ganze 
ihnen gestattete Werthgebiet. Nun kaun man statt 4 allemal (wenn 
es néthig sein sollte) einen anderen Parameter w in der Weise ein- 
fiihren, dass die m nicht nur rationale Functionen des w sind, sondern 
auch w eine rationale Function der qm und also der y (vergl. einen 
Aufsatz von Liiroth im IX. Bd. der Math. Annalen p. 163). Eine 
S ft, au + B 

yu+o 
saedergleichung abhiingen. Denn bei Permutation der y verwandelt sich 
das w in ein w’, welches eindeutig dem w zugeordnet ist, und umge- 
kehrt entspricht dem w’ nur das eine w, wie man sieht, wenn man 
die Permutation der y riickgiingig macht. Es hingen also w und w 
von einander linear ab, und also sind, da keine der 60 Permutationen 
der y eine Periode > 5 besitzt, die Vorbedingungen des § 4. des ersten 
Abschnittes gegeben. Es ist das derselbe Schluss, der in mehr parti- 


geeignete lineare Function diese muss dann von einer Iko- 
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euliren Fallen in § 9. des zweiten Abschnittes und in § 1. dieses 
Abschnittes bereits angewandt wurde. 

Zugleich sieht man, dass ein Satz ihnlich dem nan fiir Gleichungen 
fiinften Grades bewiesenen bei Gleichungen héheren Grades aus einem 
viel einfacheren Grunde gilt. Denn es giebt keine endlichen Gruppen 
linearer Substitutionen einer Verinderlichen, welche den Vertauschun- 
gen von sechs oder mehr Dingen entspriichen, und darum kann bei 
den allgemeinen Gleichungen sechsten und héheren Grades von einer 
Resolvente, die nur von einem Parameter abhingt; von vorneherein 
nicht die Rede sein. 


Miinchen, den 20. August 1877. 
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Sur la distribution des tangentes doubles sur les divers systemes 
de coniques ayant un contact quadruple avec une courbe 
du quatriéme ordre. 


Par C. Crone 4 Copenhague. 


Le lecteur trouvera dans les , Higher plane curves“ par M. Salmon, 
Dublin 1875, p. 214 et suiv., tous les renseignements sur les divers 
systemes de coniques ayant avec une quartique un contact quadruple 
nécessaires pour comprendre le mémoire suivant. Notre article ne 
donue qu'une explication trés courte sur la distribution des coniques 
composées soit de 2 tangentes doubles réelles soit de 2 tangentes doubles 
imaginaires conjuguées sur les divers systemes, suivie d’une recherche 
sur les nombres des systt#mes contenant des coniques réelles pour les 
différentes formes des quartiques. Un développement de la méme ma- 
titre avec des démonstrations plus détaillées a été donné dans le journal 
danois ,,Tidsskrift for Mathematik“ cah. V, 1875. Quant aux diffé- 
rentes formes de la quartique ordinaire, et 4 la situation des branches 
par rapport aux tangentes doubles, on est renvoyé & un mémoire de 
M. le docteur H. G. Zeuthen dans les ,Mathematische Annalen* t, VII. 


I. 


I) suffira d’examiner la distribution des tangentes doubles réelles 
sur les divers syst#mes pour la quartique composée de 4 branches réelles; 
car en prenant celle-ci pour point de départ on pourra obtenir toute 
quartique ordinaire 4 3 ou 2 branches, si d’abord on reserre 1 ou 2 
branches 4 des points isolés et puis les fait disparaitre; les coniques 
composées des tangentes doubles qui ne sont pas devenues imaginaires 
seront alors distribuées sur les systemes comme auparavant. Quant aux 
quartiques & 1 ou O branches réelles et aux quartiques annulaires, les 
4 tangentes doubles de premiere espéce qui sont leurs seules tangentes 
doubles réelles forment de 3 maniéres différentes 2 coniques appar- 
tenant au méme systéme. 

Comme toutes les coniques réelles d’un systéme se présentent pen- 
dant la variation continue d’une conique variable 4 l’équation: 

PU+21V+W=0, 
U=0, V=0, W=0 étant les équations de 3 coniques, J un para- 
métre variable, on comprend immédiatement les lemmes suivants: 


Mathematische Annalen, XII. 36 
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La conique variable d’un systeme décompose le plan en deux parties, 
et les branches de la courbe en deux groupes dont un situé dans 
chaque partie; ces deux groupes doivent rester les mémes pendant toute 
la variation de la conique. Quand pendant la variation la conique va- 
riable devient un couple de droites c’est & dire si elle se décompose en 
deux tangentes doubles réelles, les branches qui étaient auparavant au 
dedans d’elle seront au dehors aprés la décomposition et vice-versa. 

Les points de contact de la conique variable avec la courbe ne 
pourront devenir imaginaires qu’en se confondant deux 4 deux. Le 
nombre de points de contact avec Ja méme branche doit done étre 
constamment pair pendant toute la variation, ou constamment impair. 

On en conclut: 

Tous les couples de droites d’un systeme décomposent les branches 
de la courbe de la méme maniére en deux groupes. 

Les nombres de points de contact d'une méme branche avec les diffé- 
rents couples de droites d’un systeme sont ou tous pairs, ou tous impairs. 

2 tangentes communes 4 2 branches qui renferment ces branches 
dans une méme paire d’angles opposés s’appelleront tangentes communes 
de méme genre; elles renferment nécessairement les autres branches de 
la courbe dans l’autre paire d’angles opposés. L’une Ue ces tangentes 
de méme genre est ,,permutée“ contre l’autre, quand en se tournant 
autour de leur point d’intersectiou elle passe sur les deux branches dont 
elle est une tangente commune, mais sur aucune autre branche de la 
courbe. 2 tangeutes communes a 2 branches qui renferment ces bran- 
ches dans différentes paires d’angles opposés s’appelleront tangentes 
communes de différent genre; Pune pourra étre permutée contre |'autre, 
quand en touchant toujours l’une des deux branches elle passe sur 
Yautre. Les tangentes seront dites opposées a l’égard de cette derniére 
branche. On voit bien, que deux tangentes communes de genre diffé- 
rent ne renferment que la branche, 4 l’égard de laquelle elles sont 
opposées, dans l'une paire d’angles opposés, tandis que toutes les autres 
branches de la courbe sont situées dans l'autre. Le mémoire de M. 
H. G. Zeuthen dans ,,Mathematische Annalen“ t. VII. démontre, que 
2 tangentes doubles quelconques de premiére espéce d’une quartique 
& 4 branches réelles renferment toujours 2 branches dans chaque paire 
d’angles opposés; de deux telles tangentes l’une pourra done étre per- 
mutée contre l'autre, quand en se tournant autour de leur point d’in- 
tersection elle passe sur deux branches de la courbe. 


II. 


On pourra maintenant, en s’appuyant 4 la différente situation des 
branches par rapport aux tangentes doubles, diviser les systemes d’une 
quartique a 4 branches réelles en 4 classes: 














Sur Ies courbes du quatriéme ordre. 563 


1. La conique variable a un nombre pair de points de contact avec 
chaque branche qu'elle touche, et 2 branches sont au dedans, 2 au 
dehors de sa concavité. Un tel systeme ne peut contenir d’autres co- 
niques composées de deux tangentes doubles que les 4 coniques dont 
chacune est composée de deux tangentes communes de méme genre 
ai 2 branches toutes les deux situées du méme cété de la conique va- 
riable et les 2 coniques dont chacune est composée de 2 tangentes doubles 
de premiére espéce. Comme le systéme doit contenir 6 coniques com- 
posées de 2 tangentes doubles, elle contiendra toutes les coniques nom- 
mées. Il y a 3 systémes dans cette classe, car on peut de 3 maniéres 
différentes décomposer les 4 branches en deux groupes, chacun con- 
tenant deux branches. 

2. La conique variable a un nombre pair de points de contact 
avec chaque branche qu’elle touche, et 1 branche est au dedans, 3 bran- 
ches sont au dehors de sa concavité, eu vice versa. Tous les couples 
de droites d’un tel systeme sont composés de deux tangentes doubles 
de différent genre opposées 4 |’égard de Ja branche qui est séparée des 
3 autres branches de la courbe par la conique variable. Toutes les 6 
couples de droites qu’on peut composer de cette maniére appartiennent 
doue au systeme. Il y a en tout 4 systémes dans cette classe. 

Note. I] n’existe pas des systémes dont la conique variable a un 
nombre pair de points de contact avee chaque branche qu'elle touche, 
pendant qu’elle renferme toutes les 4 branches dans |’une des parties 
dans lesquelles elle décompose le plan, car nulle conique composée 
de deux tangentes doubles réelles ne pourra satisfaire & ces deux con- 
ditions. 

3. La conique variable a un nombre impair de points de contact 
avec deux branches différentes. G, et G, étant ces deux branches, et 
G, et G, les deux autres branches de la courbe, le systéme pourra con- 
tenir 1 conique composée d’une tangente commune de G,G, et d’une 
tangente commune de G,G,, et 1 conique composée des deux tangen- 
tes communes de G,G, et de G,G, opposées aux deux premiéres a 
légard de G,; car en permutant les tangentes doubles de la premiére 
conique contre celles de la seconde on ne changera pas la distribution 
des branches sur les deux paires d’angles opposées, ce qui aura lieu, 
si d'une maniére différente on permute les tangentes doubles du premiére 
couple de droites contre d’autres tangentes communes de G,G, et 
de G,G,. Le systeme pourra de méme contenir deux coniques dont 
chacune est composée d'une tangente commune de G,G, et d'une tan- 
gente commune de G,G,. Le systéme pourra enfin contenir des coni- 
ques composées d’une tangente double de premiére espéce et d’une 
tangente commune de G,G,; si dans une telle conique on permute la 
tangente double de premiére espéce contre une autre de méme espéce, 
36 * 
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deux branches passeront dans une autre paire d’angles opposés, et il 
faut donc permuter la tangente commune de G,G, contre la tangente 
commune de méme genre, ce qui fera passer encore deux branches 
dans une autre paire d’angles opposés, afin que la distribution des 
branches sur les deux paires d’angles opposés ne soit pas changée. 
Le systéme ne contient done que 2 coniques composées de cette ma- 
niére. Les 6 couples de droites énumerés sont les seuls qui peuvent 
appartenir au systéme, et ils y appartiennent tous. Il y a 8 syste- 
mes dont la conique variable a un nombre impair de points de con- 
tact et avec G, et avec G,, car on pourra de 8 maniéres différentes 
diviser les 4 branches de la courbe en deux groupes, et & chaque 
division répondra un systeme dont la conique variable (et chacun des 
couples de droites) sépare les deux groupes. On peut choisir les bran- 
ches G, et G, de 6 maniéres différentes; il y a done 48 systemes dans 
cette classe. . 

4 La conique variable a 1 point’ de contact avec chacune des 
4 branches. Si un tel systéme contient une conique composée d’une 
tangente commune de G,G, et d'une tangente commune de G,G,, on 
aura un autre couple de droites, qui peut appartenir au systeme en per- 
mutant les deux tangentes communes contre deux autres de méme 
genre, car par cette permutation on fera passer chacune des 4 bran- 
ches dans une autre paire d’angles opposés, tandis que toute autre per- 
mutation changera la distribution des branches sur les deux paires 
dangles opposés. Le systeme pourra de méme contenir 2 coniques 
composées d’une tangente commune de G,G, et d’une tangente com- 
mune de G,G,, et 2 coniques composées d’une tangente commune de 
G,G, et d'une tangente commune de G,G,. Ces 6 couples de droites 
sont les seules qui peuvent appartenir au systeme; ils y appartien- 
nent donc tous. Il y a 8 systémes dans cette classe. 

Si l'on se souvient de ce qu'une tangente commune 4 2 bran- 
ches devient imaginaire, quand l’une des deux branches disparait, on 
comprendra facilement |’énumération suivante des systemes contenant 
des coniques composées de deux tangentes doubles réelles & une quar- 
tique ordinaire 4 3 branches réelles: 

3 systemes de la premiére classe contenant chacun 4 couples de 
droites réels, dont 2 composés de 2 tangentes communes de méme 
genre, et 2 composés de 2 tangentes doubles de premiére espéce. 

3 systeémes de la seconde classe contenant chacun 4 couples de 
droites réels. 

24 systémes de la troisitme classe contenant chacun 4 couples de 
droites réels, dont 2 composés de 2 tangentes communes a 2 paires 
de branches différentes, et 2 composés d’une tangente double de pre- 
miére et d’une de seconde espéce. 
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On voit de méme, que pour les quartiques 4 deux branches réelles 
les systemes contenant des coniques composées de deux tangentes 
doubles réelles seront: 

3 systemes de la premiére classe; 1 systeme contenant 4 couples de 
droites réels, dont 2 composés de tangentes communes de méme genre, 
et 2 composés de tangentes doubles de premiére espéce; 2 systémes 
contenant chacun 2 couples de droites réels composés de 2 tangentes 
doubles de premiére espéce. 

2 systemes de la seconde classe contenant chacun 2 couples de 
droites réels composés de 2 tangentes communes de différent genre. 

8 systeémes de la troisitme classe contenant chacun 2 couples de 
droites réels composés d’une tangente double de premiére et d'une 
tangente double de seconde espéce. 

Les quartiques composées d’une seule branche, les quartiques qui 
n’ont aucun point réel et les quartiques annulaires n’ont d'autres tan- 
gentes doubles réelles que celles de premiere espéce. Ces tangentes 
déterminent 3 systémes, dont chacun contient deux coniques compo- 
sées de deux tangentes doubles réelles, 


III. 


Toute quartique representée par une équation réelle et contenant 
des branches réelles décompose le plan en plusieurs parties: la partie 
contenant les tangentes doubles réelles et toute partie laquelle on ne 
pourra atteindre, en sortant d’un point d’une tangente double réelle, qu’en 
passant la courbe un nombre pair de fois sera dite située au dehors de 
la courbe; toutes les autres parties du plan sont au dedans de la courbe. 
V?— UW =0*) étant |’équation de la courbe, on voit, que le pre- 
mier membre de cette équation a le méme signe pour toutes valeurs 
des coordonnées correspondantes aux points au dehors de la courbe, 
mais le signe contraire pour toutes valeurs correspondantes aux points 
au-dedans de la courbe. Soit: 

PU+21V+W=0 
’équation commune de toutes les coniques d’un systeme. Par un point 
quelconque du plan passeront évidemment deux coniques du systéme 
correspondantes aux valeurs 
—V+VV?—UW 
U 
de 1, ot les coordonnées du point sont substituées dans V, U et_W. 
Ces valeurs de 7 sont réelles ou imaginaires selon que V? — UWw20; 


*) PU+21V+ W=0 étant l’équation de la conique variable d’un systéme, 
l'équation de la courbe aura cette forme. 
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donc les coniques réelles du systéme sont toutes au dehors ou toutes au 
dedans de la courbe, et on appelle selon leur situation le systéme ez- 
térieur ou intérieur. Un systéme intérieur a des coniques réelles dans 
toutes les parties du plan au dedans de la courbe. Ce ne sont que les 
systémes extérieurs qui contiennent des tangentes doubles réelles; toutes 
les deux espéces de syst?mes peuvent contenir des coniques composées 
de deux tangentes doubles imaginaires conjuguées. Les coniques ainsi 
composées ont des équations de la forme 


2 > o- 
I? + M*?=0, 
L=0 ec M=—O étant les équations de deux droites réelles, et leur 
partie réelle est réduite & un seul point. Dans ce qui suit, nous les 
appellerons points isolés extérieurs ou intérieurs, selon que le systéme, 
auquel ils appartiennent, est extérieur ou intérieur. 


Si lon fait varier 1 d’une maniére continue de — oo a + oo, 
Yéquation : 






























PU+21V4+W=0 


représentera toutes les coniques réelles c’est 4 dire toutes les coniques a 
équation réelle du systeme; quand 7 prend une valeur corréspondante & un 
point isolé, il est évident, que 14 on passe de coniques contenant des 
points réels & des coniques qui n’ont aucun point réel. Comme une 
telle transition doit nécessairement s’accomplir un nombre pair de fois 
pendant la variation de /, le systeme doit contenir un nombre pair de 
points isolés, 

Soient 7, et 1, deux valeurs de / corréspondantes 4 deux points 
isolés telles, que pour toutes les valeurs de 1 >1, et <1, on a des 
coniques & points réels, dont aucune n’est réduite & un point isolé. 
Les coniques remplissent une certaine partie A du plan, nécessairement 
comprise dans une des parties, dans lesquelles le plan est décomposé par 
la courbe; car les coniques se succédent consécutivement, et aucune 
d’eux ne peut couper la courbe. La limitation de A doit étre touchée 
dans chaque point par une des coniques; elle est donc formée ou par I’en- 
veloppe des coniques c’est & dire par la quartique, ou par quelques-unes des 
coniques, Supposons qu'un are d’une conique K corréspondante a /= 1’, 
1, <l'<l, forme une partie de la limitation, et choississons un point p 
au dehors de A, mais dans la méme partie du plan limitée par la 
quartique que A. On aura deux valeurs réelles de / corréspondantesa p, 
dont on pourra toujours rapprocher l'une de |’autre autant qu’on voudra, 
en choississant p suffisament prés de A; on pourra donc toujours avoir 
cette valeur >/, et <l1,. Il faut donc, que toute la limitation soit 
formée par la quartique. Si celle-ci ne contient aucun point réel, les 
coniques, dont le paramétre / est >1, et </,, doivent remplir tout 
le plan. 
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Si les coniques corréspondantes 4 des valeurs de 1>1, et <1, 
sont situées au dedans d’une des branches de la quartique, elles doivent 
remplir tout lintérieur de cette branche. On voit facilement, que deux 
coniques doivent passer par un point quelconque p au dedans de la 
branche, car p est évidemment situé au dedans de quelques-unes des 
coniques, parce que celles-ci remplissent tout l’intérieur de la branche, 
mais au dehors des deux points isolés, corréspondants 411, et Al=1,. 
Il sensuit, que la conique variable, dont léquation est: 


rPU+21IV+W=0, 


doit passer deux fois par p. Comme aucune autre conique du systéme 
peut passer par p, il faut, que toutes les coniques corréspondantes a 
des valeurs de 1< 1, ou >/, soient situées au dehors de la branche. 
On voit done, qu’un systéme ne peut avoir plus de deux points isolés 
au dedans d’une des branches de la courbe. 

Si un systéme a des coniques réelles au dedans d’une branche G 
qui n’enferme aucune autre branche de la courbe on peut démontrer, 
qu'il doit se trouver deux points isolés parmi ces coniques. Chacune 
des coniques réelles doit avoir 4, 2 ou 0 points réels de contact avec G. 
Une conique K ayant 4 points réels de contact a, b, c, d décompose 
lintérieur de la branche en 5 parties: lintérieur de K et 4 segments 
limités par un are de K et par un are de G, La conique consécutive 
K’, ne pouvant avoir plus de 4 points d’intersection avec K, ne 
peut traverser que 2 des 4 segments, et ses points de contact a’ b' ¢ d’, 
étant consécutifs 4 abed, doivent étre ainsi situés, que a’ et Bb’ p. 
ex. se trouvent sur l’arc ab, et c et d’ sur lare cd. Si de K’ on 
passe & la conique consécutive K”, de K” & la conique consécutive ete. 
on voit, que les points de contact se rapprochent deux 4 deux l’un de 
l'autre, et qu’ils finissent par se confondre. 2 points de contact aprés 
s’étre confondus deviennent imaginaires; si non, ils s’éloigneraient l’un 
de l'autre, et alors il y aurait des points dans lesquels la quartique 
fut touchée par plus d’une conique du méme systeme, ce qui est im- 
possible. On voit donc, qu’il existera des coniques avec 2 points réels 
de contact. Une telle conique ne doit avoir que 2 points d’intersection 
avec la conique consécutive, et on verra par un raisonnement tout-a- 
fait analogue, qu'il existera des coniques, dont tous les points de con- 
tact sont imaginaires. Mais un systeme contenant une conique K avec 
4 points de contact imaginaires, qui n’enferme aucune branche de la 
courbe, doit contenir un point isolé dans l’intérieur de cette conique. 
Car K doit enfermer une conique consécutive, celle-ci doit de méme 
enfermer une conique consécutive etc., et a la fin on parviendra & une 
conique réduite 4 un point isolé. Si en sortant de ce point on par- 
court la série de coniques consécutives du systéme, on voit bien, qu’on 
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doit passer encore un point isolé dans |’intérieur de G. Done nous 
avons le théoréme: 

I. Si wn systéme a des coniques réelles dans Vintérieur dune branche, 
qui n’enferme aucune autre branche de la courbe, il doit se trowver 2 
et pas plus de 2 points isolés parmi ces coniques. 

On peut démontrer, que les points de contact d’un point isolé ex- 
térieur et ceux d'une tangente double réelle quelconque se trouvent 
toujours sur une méme conique. Choississons un systeme de coordon- 
nées triangulaires tel, que le point 7 —0, y=O est un point isolé 
extérieur, et 20 une tangente double réelle de la courbe. Alors 
Yéquation de la courbe pourra s‘écrire: 

(a? +?) V= 02, 

V=0 et UO étant les équations de deux coniques. Supposons, que 

V=az?+ by+ cry+2A, 

U=az’?+ By’+ yry + zB, 
A et B étant deux fonctions linéaires des coordonnées, Si z = 0 est 
une tangente double, on aura: 
(ex? + By? + yay)? —(2?+-y’) (a2?+ by’? + cry) =+ (mer+ny?+lay)?. 
Ici il faut rejeter le signe négatif dans le second membre, car on pourra 
démontrer, que les coefficients «?— a et B?—b de x* et y' dans le pre- 
mier membre sont positifs. Comme en allant du point 7 =—0, y=0 
& un point queleonque de z =O on doit passer la courbe un nombre 
pair de fois, («?-+-y?) V—U? aura le méme signe, quand on y substi- 
tue c=0, y= 0; y= 0, c=0; c=0, 2=0. Les résultats de 
ces substitutions sont: 

— U*, st(a—a*), y(b—B?) ; 
comme — U? est négatif, on aura a—a?<0 et b—f? <0. Alors 
Yéquation identique peut s’écrire de la maniére suivante: 
[(ax?-+-By?-yary)-- (ma? -ny*—-laery) | [(aa*+- By?+-yary) — (ma? ny? lay) | 

=[a?+y'] [ac?+ by?+ezy]. 

a*-+y’ étant composé de deux facteurs imaginaires doit étre iden- 
tique 4 un des facteurs du premier membre; supposons que: 

(aa? + By’? + yxy) + (ma? ny? + lay) = 2 + y’. 
L’équation de la courbe peut donc étre mise sous la forme: 
(a?+-y*) 2 A=(ma?-+- ny?+ lay)? + 2 B?+ 22 Bl a?+y?— (ma?+ ny?+ lay) 
ou 
(x?+-y”)2(A—2 B) = (mz?+ ny’?+lay— Bz). 
On a done démontré, que les points de contact de x? + y? = 0 et ceux 


de ¢ = 0 se trouvent sur une méme conique. I! est de méme démontré, 
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que les coordonnées de tout point réel de la quartique doit rendre 
2(A— 2B) > 0: tous les points réels de la quartique sont situés 
dans la méme paire dangles opposés formée par les deux tangentes 
doubles réelles, dont les équations sont z= 0 et A—2B=0, 

Il. Les points de contact @un point isolé extériewr et ceux d'une 
tangente double réelle se trouvent toujours sur une méme conique; 2 tan- 
gentes doubles réelles, dont les points de contact se trouvent sur une méme 
conique avec ceux dun point isolé extérieur, renferment toujours tous les 
points réels de la quartique dans la méme paire dangles opposés. 

Un systeme doit contenir un nombre infini de coniques réelles, 
s'il en contient une seule K; car on pourra faire passer par les points 
de contact de K un nombre infini de coniques et les points d’inter- 
section de chacune de ces coniques avec la courbe seront les points de 
contact d’une conique réelle du systeme. Soit 


PU+21V+ W=0 
’équation commune des coniques d’un tel systeme réel. L’équation 
exprimant, qu'une conique se décompose en deux tangentes doubles, 
sera du ‘sixieme degré en / et aura des coefficients réels. A une 
racine réelle de V’équation répondra une conique composée de deux 
tangentes doubles réelles ou imaginaires conjuguée$; & une racine 
imaginaire répondra une conique composée de deux tangentes imagi- 
aires mais non conjuguées, dont ]’équation aura la forme: 
(A+ BY—1)(C+ DyY—1)=0 

ou 

AC- BD+(AD+ BO) y—1=0 
A, B, C, D étant des fonctions linéaires des coordonnées. La racine 
imaginaire conjuguée doit donc répondre & une conique dont |’équa- 
tion est: 


AC — BD —(AD+ BC) Y—1=0 


c'est 4 dire les tangentes doubles A—BY/—1=0 et C-DY—1=0 
forment une conique du systéme. 2 tangentes doubles, dont l'une est 
imaginaire, l’autre réelle, ne pourront former une conique du systéme, 
car si dans la démonstration que nous venons de donner on pose B 
identiquement —(, on verra, que la tangente double réelle A = 0 
doit alors faire partie de deux coniques différentes du systéme. 4 tan- 
gentes doubles imaginaires seront dites former un groupe, quand elles 
composent deux coniques imaginaires conjuguées d’un systéme. De 4 
tangentes doubles, qui sont deux A deux imaginaires conjuguées et 
dont les points de contact se trouvent sur une méme conique, on 
pourra done former deux groupes différents. Comme nous venons de 
démontrer, qu'un systtme réel doit toujours contenir un nombre pair 
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de coniques composées de 2 tangentes imaginaires conjuguées, on 
voit bien, que celles des tangentes doubles imaginaires d’un systéme 
qui ne forment pas des points isolés pourront étre divisées en groupes. 

Soient A+ BY—1=0 et C+ DY— 1=0 les équations des 
tangentes d’un groupe. Alors l’équation de la quartique peut s’écrire: 


+ (42+ BY (+4 D%) = V?. 
Les 3 systémes contenant les 4 tangentes sont représentés par les 
équations : 
+(4+B)P+21V+C?4+ D?= 
(AC—BD) (+? +1) + 21V + Y— 1(AD+ BC) (+P —1) =0 
(AC+ BD) (+P+1) + 21V + Y—1 (BC—AD) (+? —1) = 0, 
Si, en prenant le signe positif, on pose dans les deux derniéres 
équations / = -+ 1, on voit, que les. deux derniers systémes contiennent 
des coniques & des équations réelles. Par le point d’intersection 
réel de A+ BY—1=0 et A— BY—1 =0 passent deux coniques 
réelles du premier systeme et deux coniques imaginaires conjuguées de 
chacun des deux derniers systemes; les deux derniers systémes sont 
done intérieurs ou extérieurs suivant que le premier systeme est ex- 
térieur ou intérietr. L’équation 
+ (4?4 BY (0? D?) = V 
peut en premier lieu répondre & chaque courbe a points réels, dont 
les tangentes doubles ne sont pas toutes réelles; mais puis on peut 
démontrer, qu’elle pourra répondre 4 des courbes sans points réels. 
Car si l’on considére une équation de la forme: 
k (A?+ B’) (C?+ D*) = V? 


k étant un constant et la conique V =O ne contenant des points 


’ (A? t B*) (¢ 24 PD?) 0 


et le dénominateur ne devient pas infini, que si les coordonnées sont 
infinies; mais si l'on divise et le numérateur et le dénominateur par <* 


et qu’alors on pose les coordounées = oo, le numérateur ne deviendra 
pas =(, car alors la conique VO devait contenir des points réels 
& Vinfini. 

Ve 


(A? B®) (C*+ D*) 
ne pourra done devenir plus petit qu’une certaine valeur positive p 
pour des valeurs réelles des coordonnées, et si ]’on prend k < p et 
> 0, Véquation 
k (A?-+ BY) (C?4D2) = V? 


répondra & une courbe sans points réels, 
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Si dans les équations des 3 systémes contenant les 4 tangentes 
doubles A+ BY—1=0 et C+ DY—1=0 on prend le signe 
négatif, chacune des deux derniéres équations aura la forme: 

M (—1?+1) + V- 21+ N (—l?—1) Y—1=0, 
M =0 et N=0O étant les équations de deux coniques réelles. Cette 
équation ne répondra & une conique réelle pour aucune valeur de /. 
Car si l'on pose 1 = a+ BY/— 1, a et B étant des quantités réelles, 
l’équation peut s’écrire: 

M(— + 6?+1)+V-2a+ N-2a8 

+ [—M-2aB+4V-28-+4+N (—a?+p—1)] V—1=0. 
La partie réelle du premier membre ainsi que le facteur multipliant 
Y—1 ne peut devenir identiquement —0, & moins que les coni- 


ques M=—0, N=0, V=O waient 4 points communs; mais dans 
ce cas la quartique, dont |’équation est 

M?+ N?+ V?=0, 
se décompose en deux coniques. L’équation ne peut donc répondre a 
une conique réelle que si la partie réelle du premier membre et le 
facteur multipliant /— 1 sont identiques. Alors il faut que: 


IS i le es 

ae 9 Fee 
mais ces équations se réduisent & une seule: 
oe + p+1=—0 


qui ne peut étre satisfaite pour des valeurs réelles de a et B. On 
pourra cependant démontrer, que deux coniques imaginaires conjuguées 
du systéme 

M (—?'+1)4+ V- 214+ N(—R-1)f~—1=0 
passent par un point quelconque du plan. L’équation peut s’écrire: 

M-a+V-6+NY—1=0 

a dot «? + BP? =—1. Sien 
substituant les coordonnées d’un point réel m on a M=p, N=gq, 
V =r, on tirera des équations: 


pa+rB—=—qV—let a+ p= 





en posant @ = =F 1 et B= 


les valeurs: 


PVT VBE EEE pg _ — ra E DVR EEE 
r+ p? ? baad r+ p? 
Les équations des deux coniques passant par m sont donc: 


V¥—l[—pqM—rqgV + (0° +p) N]4V P+ E+? [ry M—pV] =0 
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représentant deux coniques imaginaires conjuguées. Si une conique 
M.¢+V-6+NY—1=0 

appartient au systéme, la conique imaginaire conjuguée y appartiendra 

aussi; car si l’équation a? + 6? — 1 est satisfaite pour «a = a’, B = Bf, 

elle sera encore satisfaite pour a = — a’, B = — f.. 

lil. Celles des tangentes doubles imaginaires dun systéme reéel 
qui ne forment pas des points isolées peuvent étre divisées en groupes 
contenant chacun 4 tangentes conjuguées deux a deux, dont les points 
de contact se trouvent sur une méme conique. La quartique ayant 
des branches réelles, tout systeme contenant un tel groupe sera réel. 
Si Von considére un systeme contenant deux points isolés et les deux 
systémes contenant les deux groupes formés par les 4 tangentes doubles 
composant les deux points isolés, les deux derniers systémes seront 
extérieurs ou intérieurs, suivant que le premier systéme est intérieur 
ou extérieur. Si la quartique n’a point des branches réelles, tout 
systeme contenant 1 groupe en contiendra 2 autres; le systeme con- 
tiendra des coniques réelles ou non, suivant que |’équation de la courbe 
a la forme 

(4? + BY) (0? + D’) = + V? ov =— VY, 
A+PBP=0, C+ D=—0 ec V=O étant les équations de deux 
points isolés composés des tangentes doubles d’un groupe du systéme 
et de la conique passant par leurs points de contact. 


IV. 


Maintenant on pourra trouver et le nombre des systémes réels 
d'une quartique ordinaire et la distribution des coniques composées de 
deux tangentes doubles imaginaires conjuguées sur ces systémes. 

Une quartique composée de 4 branches réelles n’a que des systémes 
réels et toutes ses tangentes doubles sont réelles. 

Une quartique composée de 3 branches réelles a 12 tangentes 


doubles imaginaires qui forment 6 points isolés, dont aucun ne peut 


étre extérieur; car un point isolé extérieur devrait avoir ses points de 
contact sur une méme conique avec chacune des 16 tangentes doubles 
réelles. I] faut donc, qu'il existe un systeéme intérieur qui a 2 points 
isolés. dans lintérieur de chaque branche (I). Les tangentes doubles 
imaginaires forment 30 groupes appartenant chacun a l'un des 30 
systémes qui contiennent les tangentes doubles réelles (III). . La 
quartique a donc 31 systémes réels. 

Une quartique composée de 2 branches réelles l'une au dehors de 
Pautre a 20 tangentes doubles imaginaires, qui forment 10 points isolés, 
dont 0,4 ou 8 doivent étre intérieurs (I). Chaque point isolé extérieur 
appartient au systeme contenant toutes les tangentes doubles réelles 
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(II), d’ot lon conclut,’ qu'il n’y a plus de 2 points isolés extérieurs. 
On aura donc 8 points isolés intérieurs, 4 dans |’intérieur de chaque 
branche. Ces 8 points isolés appartiennent 4 deux systémes intérieurs, 
dont chacun a deux points isolés dans l’intérieur de chaque branche. 
Les tangentes doubles imaginaires des systémes intérieurs forment 24 
groupes dans les 12 systemes, dont chacun contient 4 tangentes doubles 
réelles, Les tangentes doubles qui composent les 2 points isolés extérieurs 
forment 2 groupes appartenant aux 2 systémes intérieurs (III). Il y 
a done en tout 15 systémes réels. 


Une quartique qui ne contient qu'une seule branche réelle a 24 
tangentes doubles imaginaires formant 12 points isolés. Supposons, 
quil y ait q systémes extérieurs outre les 3 contenant les 4 tangentes 
doubles de la premiére espéce, 7 systémes intérieurs et par conséquent 
2r points intérieurs (I); il y a done 27 groupes appartenant a des 
systémes extérieurs et 12 — 27 points isolés extérieurs. Alors on aura, 
6+ 3q étant le nombre total de paires de points isolés et de groupes, 
que demandent les systemes extérieurs: 

2r+6—r=—6+3q: r=—3q. 

Comme r < 6, il faut, que g soit —0, =1 ou —=2. g=—O donne 
r= 0, ce qui est impossible, car s'il y a des points extérieurs, il y 
a aussi des systémes intérieurs (II]) et par conséquent des points in- 
térieurs (1). gq = 2 donne r = 6:6 systémes intérieurs, dont chacun 
contient 2 points isolés, tandis que tous les groupes formés par les 
tangentes doubles imaginaires appartiennent 4 des. systemes extérieurs, 
ce qui est impossible aussi. On aura done g = 1, r = 3. Chacun des 
3 systemes contenant les 4 tangentes doubles réelles doit contenir 2 
points isolés; car si un de ces systemes en contenait 4, on aurait 14 
groupes appartenant aux 3 systemes intérieurs, ce qui est impossible. 
Il y a done en tout 7 systémes réels: 3 systémes intérieurs, dont chacun 
contient 2 points isolés, 3 systemes extérieurs, dont chacun contient 
deux points isolés et 4 tangentes doubles réelles, et 1 systéme extérieur 
contenant ni des points isolés ni des tangentes doubles réelles. 

Une quartique sans points réels a 24 tangentes doubles imaginaires 
et par conséquent 12 points isolés, dont chacun des 3 systémes, aux- 
quels appartiennent les tangentes doubles réelles, contient 4. Il y a 
36 groupes appartenant 4 12 autres systémes (III).. Ces systémes ne 
contiendront jamais des coniques réelles 4 points réels, car on doit 
considérer tout le plan comme étant au dehors de la courbe, et les 12 
systemes comme intérieurs. 

A moyen de III. on peut trouver le nombre des systémes parmi 
les 12, qui contiennent des coniques 4 points réels. Soit 7U+21V 
+ W =0 l’équation de la conique variable d'un syst?me contenant 4 
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points isolés corréspondants aux valeurs 1, , 1, , 1,, 1, de 1 (l, <1, <1, <l,). 
Supposons, que les coniques corréspondantes a des valeurs de | > |, 
et <1, contiennent des points réels; il en sera de méme pour les co- 
niques corréspondantes & 1 > 1, et < 1,, tandis que toutes les autres 
valeurs de / répondront 4 des coniques sans points réels. Chacun de 
ces deux groupes de coniques contenant des points réels remplit com- 
plétement le plan; les deux coniques passant par un point quelconque 
appartiennent done chacune & un des deux groupes. Si nous substi- 
tuons les coordonnées d'un point p dans ?U + 21V + W, cette ex- 
pression ne sannulera que pour deux valeurs 1’ et 1” de 1, et l’on doit 
avoir 1, <i’ <l, et 1, <1” <1,; PU+21V+ W a donc le méme 
signe pour /=—/, et /—=1l,, le signe contraire pour /—1, et 1=1,. 
Si dans l’équation de la courbe: 

(2? U0 +21,V+ W) (l,?U0+21,V+ W) = (1,l,U+ (+1) V+ Wy 
nous choisissons toujours pour r et s deux différentes des valeurs 1, 2, 3, 4, 
alors nous aurons 2 équations de la forme + (A*?-+ B?) (C?+ D?) = V? 
et 4 équations de la forme — (A?+- B?) (C?+ D*?)= V?. Comme les 
12 groupes qu’on peut former des tangentes doubles du systéme appar- 
tiennent chacun 4 l'un des 12 systémes (si non, deux systémes auraient 
plus de 4 tangentes doubles en commun) on voit, que 4 systemes seule- 
ment des 12 contiendront des coniques 4 équations réelles. 


Une quartique annulaire a 12 points isolés, et l’on pourra dé- 
montrer, quiils sont tous extérieurs. Chacun des 3 systémes contenant 
les 4 tangentes doubles réelles doit contenir 4 points isolés; car si dans 
Yéquation commune de toutes les coniques d’un tel systeme / parcourt 
toutes les valeurs réelles, on doit passer des valeurs de / correspondantes 
& des coniques situées dans lintérieur de la branche interne. Ces 
valeurs de / doivent étre séparées de celles qui répondent 4 des co- 
niques au dehors de la branche externe par des valeurs correspondantes 
& des coniques sans points réels. On doit donc passer 4 fois de coniques 
contenant des points réels 4 des coniques sans points réels c’est a dire 
on doit avoir 4-points isolés, dont 2 situés au dehors et 2 au dedans des 
deux branchés. Les tangentes doubles imaginaires forment 36 groupes ; 
il y a done’ 12 systémes intérieurs qui ne contiennent aucun point isolé, 
ou en tout 15 systémes réels. 

La plupart des résultats obtenus ici a l’égard du nombre des 
systémes réels ont été déduits d'une maniére différente par Mr. le 
professeur Klein dans les ,,Mathematische Annalen“ vol. X. 


M. le docteur Geiser a démontré, au premier volume des ,,Mathe- 
matische Annalen“, qu’en projetant une surface du troisitme ordre d’un 
de ces points sur un plan on aura une quartique, dont les tangentes 
doubles sont les projections des 27 droites de la surface et la ligne 
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Sur les courbes du quatriéme ordre, 
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d’intersection Z' du plan tangent au centre de projection avec le plan 
de projection. Il y est également démontré, que les points de contact 
de 3 tangentes doubles, projections de 3 droites dans un méme plan, 
et ceux de 7 se trouvent sur une méme conique. Les points de 
contact de 4 tangentes doubles, projections de 4 droites de la surface, 
dont chacune n’est coupée que par 1 des trois autres, se trouvent 
aussi sur une méme conique; ce qui a été démontré par le Dr. H. G. 
Zeuthen de la maniére suivante. Soient les 4 tangentes doubles 
ABCD les projections de 4 droites A’ B’ C’ D’ de la surface, et 
supposons A’ coupé par B’ et C’ par D’, pendant qu’aucune des deux 
premiéres n’est coupée par C’ ni par D’, Alors la ligne d’intersection 
E’ des plans (A’ B’) et (C’D’) est toute sur la surface, et par consé- 
quent elle est projetée comme une tangente double E de la quartique. 
T étant la ligne d’intersection du plan tangent au centre de projection 
avec le plan de projection, les points de contact de T et de E se 
trouvent sur une méme conique et avec ceux de A et de B, et avec 
ceux de C et de D; les points de contact de A, B, C et de D se 
trouvent done sur une méme conique. Dans les ,,Grundziige einer allge- 
meinen Theorie der Oberflichen in synthetischer Behandlung, von 
Dr. Ludwig Cremona, Cap. VII“ il y a une énumération des droites 
sur une surface du troisiéme ordre qui se coupent; 4 moyen de cette 
énumération et des régles reeemment données on retrouvera facilement 
les résultats obtenus plus haut. 


Copenhague, 11 mai 1877. 


Preisaufgabe der Fiirstlich Jablonowski'schen Gesellschaft 
fiir das Jahr 1879*). 


Die hinterlassene Abhandlung Hansen’s ,Ueber die Stérungen 
der grossen Planeten, insbesondere des Jupiter“, abgedruckt im XJ. 
Bande der Abhandlungen der mathematisch physischen Classe der Kgl. 
Siichs. Gesellschaft der Wissenschaften, enthalt als Anwendung der 
daselbst gelehrten Methode zur Entwickelung der planetaren Stérungen 
die numerische Berechnung derjenigen Stérungsglieder in der Bewegung 
des Jupiter, welche unter der Beriicksichtigung der ersten Glieder 
ihrer analytischen Entwickelung abgeleitet werden kénnen. Fiir die 


*) Vgl. auch dieses Journal Bd. X. p. 417, 
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Berechnung der durch den Saturn bewirkten Stérungen der Linge und 
des Radiusvectors dagegen erscheint die angefiihrte Methode nicht ge- 
eignet, und Hansen verweist in dieser Beziehung auf seine friiheren 
Arbeiten aus der Stérungstheorie, welche die erforderlichen Vorschriften 
enthalten. Ein grosser Theil der numerischen Rechnungen findet sich 
bereits in der im Jahre 1830 von der Berliner Akademie gekrénten 
Preisschrift ,Ueber die gegenseitigen Stérungen des Jupiters und 
Saturns“ ausgefiihrt. Es ist jedoch der Theil der Rechnung, welcher 
die Glieder héherer Ordnung in Bezug auf die Massen betrifft, nicht 
vollendet worden. Sofern diese Glieder von Einfluss werden kénnen 
auf die vollstindige Berechnung der Sicularinderungen, sowohl in 
Bezug auf die Linge und den Radiusvector, als in Bezug auf die Breite, 
sind auch die in der nachgelassenen Abhandlung Hansen’s enthaltenen 
Werthe dieser Sicularglieder nicht als definitiv anzusehen. 

In den letzten Jahren ist die Theorie der Jupitersbewegung. durch 
die umfangreichen Arbeiten von Leverrier ihrem Abschlusse ent- 
-gegengefiihrt worden. Da jedoch der beriihmte franzésische Astronom 
sich wesentlich anderer Methoden, wie Hansen, bedient hat, so bleibt 
es dringend wiinschenswerth und von hohem wissenschaftlichen In- 
teresse, dass die vollstiindige Berechnung der Jupitersstérungen auf 
Grund der Hausen’schen Theorie zu Ende gefiihrt werde. Die Ge- 
sellschaft stellt daber 

die ergdnzende Berechnung der vollstindigen Jupitersstirungen 
nach den von Hansen angegebenen Methoden 
als Preisaufgabe fiir den Termin des 30. November 1879. Preis 
700 Mark. — 


Die anonym einzureichenden Bewerbungsschriften sind in deutscher, 
lateinischer oder franzdsischer Sprache zu verfassen, sie miissen mit einem 
Motto versehen und von einem versiegelten Couvert begleitet sein, das 
auf der Aussenseite das Motto der Arbeit trigt, inwendig den Namen 
und Wohnort des Verfassers angiebt. Die Zeit der Einsendung endet 
mit dem 30. November 1879, und die Zusendung ist an den Secretiir 
der Gesellschaft zu machen. Die Resultate der Priifung der einge- 
gangenen Schriften werden durch die Leipziger Zeitung im Marz oder 
April des folgenden Jahres bekannt gemacht. 

Die gekrénten Bewerbungsschriften werden Eigenthum der Ge- 
sellschaft. 
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